PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821420/CA

4
Algoritmo

O algoritmo proposto neste trabalho estd baseado na teoria da anédlise de
sensibilidade ja exposta, e nas respectivas técnicas de Gomory e Hu e de Gusfield,
quais sejam, contracdo e construcio de arvores. Utilizar as informacdes de uma
arvore de cortes existente para computar a proxima € a idéia central do algoritmo,
permitindo, assim, que os fluxos mdéximos/cortes minimos sejam aplicados
sempre a redes menores que a original.

Para calcular o fluxo maximo entre todos os pares de nds de uma rede
G = (V, E) ndo direcionada e com capacidades nas arestas, o algoritmo inicia
gerando uma "espécie” de solucdo inicial, técnica utilizada por muitas heuristicas.
No caso, a solugdo inicial serd uma arvore geradora (spanning tree) T de G, ou
seja, um subgrafo de G contendo todos os seus vértices e que, também, é uma
arvore. Esta poderd ser qualquer drvore geradora de G, ndo necessitando ser
minima ou maxima.

Chama-se o grafo T de Gy. Sobre sua drvore de cortes (cut tree) CTp, como
Gop € uma darvore, ou seja, entre qualquer par de nés hd somente um unico
caminho, CTy € o préprio grafo Gy.

Considera-se E' o conjunto das arestas contidas em G, mas ndo contidas
em G. E adicionada, entdo, uma aresta e = (i, J) pertencente a E' ao grafo Gy,
transformando-o em G;.

Para o cdlculo de CT; lancamos mdo dos seguintes lema e teorema desta

dissertacdo:

= Lema 3: existe uma C7; idéntica a CTj exceto pelo caminho i-j.

= Teorema 4: sdo necessdrias apenas (P —1) aplicagdes do algoritmo de
fluxo maximo/corte minimo, sendo P € o numero de vértices no caminho

i-j.

De acordo com a demonstrag@o do teorema 4, que se utiliza do método de

Gomory e Hu, as (P —1) execugdes do algoritmo de fluxo maximo/corte minimo

poderdo ser aplicadas a um grafo contraido de G;.
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De posse das extremidades i e j da aresta adicionada, o algoritmo identifica
o caminho i-j em CTj. A seguir, mapeia todas as subdrvores Tab de CTy. Cada

subdrvore serd contraida a somente um vértice no grafo em que sera aplicado o
algoritmo de fluxo maximo. Identificado o caminho e mapeadas as subarvores,
gera-se, entdo, utilizando as técnicas de contragdo do algoritmo de Gomory e Hu,
o grafo contraido de G;.

Por fim, o algoritmo, fazendo uso da rotina algoritmica de Gusfield,
calcula o fluxo maximo entre todos os pares de nés pertencentes ao caminho i-j de
CTy. Vale ressaltar que o algoritmo de fluxo maximo € sempre aplicado no grafo
corrente contraido, do que se obtém as duas informacgdes seguintes: o valor do
fluxo méaximo entre o par de nds e o lado em que se encontra cada um dos nés do
caminho i-j em rela¢do ao corte minimo.

A arvore de cortes, resultante do algoritmo de Gusfield, substituird, entéo,
o caminho i-j em CTj. Desta forma, obtém-se CTj.

Em um lago para, estes procedimentos sdo executados até que todas as
arestas de E' tenham sido adicionadas. Com as adi¢des, serdo gerados Gj, Gj, ...,
Gy e suas respectivas arvores de corte CT>, CT3, ..., CTy,onde y = (m—n+1)
sendo m o nimero de arestas e n o nimero de nés do grafo G. O valor de y é
simples de ser encontrado visto que o nimero de arestas de Gy € sempre n—1.
Note que apenas uma aresta € adicionada a cada iteracao.

Ao término do laco, a arvore de cortes remanescente € CTy, ou, apenas,
CT, que é, portanto, a resposta ou a solucdo final do problema. A figura 4.1 exibe

um pseudocddigo do algoritmo (Al).
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procedimento Al (G);
T < crie uma drvore geradora (spanning tree) do grafo G;
Gy=T,
CTy = Go;
E' «— conjunto de arestas que estdo em G mas que nao estdo em Gy;
para ex€ E'ondek=1, .., m—n+1 faca
Adicione e ao grafo Gy criando Gy;

Identifique caminho i-j em CTy.j;

0 N AN Lt AW =

Mapeie subarvores Tab em CTi.1;

e}

Gere grafo contraido de Gy;
10 Calcule, com algoritmo de Gusfield, arvore de cortes dos nds
do caminho i-j no grafo contraido;
11 Substitua caminho i-j pela drvore de cortes em CT.;, gerando CTy;
12 finalize para
13 retorne CT;
finalize A1;

Figura 4.1: Pseudocédigo do algoritmo A1.

A fim de ilustrar com maior clareza o algoritmo, segue um exemplo de sua

aplicagdo. Seja G a rede da Figura 4.2.

Figura 4.2: Rede G na qual sera aplicado o algoritmo A1.

A Figura 4.3 nos mostra o resultado do primeiro passo do algoritmo: a
selecdo de uma 4drvore geradora (spanning tree) T de G, nomeada G, e que,

também, é a sua prépria arvore de cortes CTy,.
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Figura 4.3: Arvore geradora T de G, nomeada Gy, e que, também, é a sua prépria arvore
de cortes CT,.

Selecionada a arvore geradora, o conjunto E' serd composto pelas arestas
E ={(2,6), (2,4), (3,4), (3,5)}. As mesmas serdo adicionadas aos grafos na ordem
em que se encontram no conjunto.

Ao adicionarmos a aresta (2,6), linha 6 do pseudocédigo, o algoritmo
identifica o caminho i-j (linha 7) em CTy como sendo formado pelo nés 2, 1 e 6.
Duas subdrvores sdo entdo mapeadas: a composta pelo ndé 3 e a composta pelos
nés 4 e 5 (linha 8). Esta dltima, por ter mais de um nd, serd contraida para o
célculo do algoritmo de fluxo maximo. G; e G, contraido estdo ilustrados nas

Figuras 4.4 e 4.5, respectivamente.

Figura 4.4: Grafo G;.

Figura 4.5: G; contraido.
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Em G, contraido serdo aplicados dois algoritmos de fluxo méiximo, estes
necessdrios para construir, por meio da rotina de Gusfield, a drvore de cortes que
substituird o caminho 2-1-6 em CTjy. Os nds origem e destino dos algoritmos de
fluxo maximo sairdo do conjunto V = {1, 2, 6}. A Figura 4.6 nos mostra o

resultado.

Figura 4.6: CT;.

Observe que CT) € a arvore de cortes de G;. Termina aqui a execucdo da
primeira iteragcdo do lago para.

Pela ordem, a proxima aresta a ser adicionada é (2,4). Com suas
extremidades, o caminho i-j em C7) serd 2-1-6-4. Neste caso ndo havera
contracdes possiveis, pois as duas subdrvores existentes possuem apenas um né
cada: subdrvore n6 3 e subdrvore né 5. Portanto, os fluxos maximos serdo
computados no préprio G,. As Figuras 4.7 e 4.8 ilustram os grafos desta segunda
iteracao.

A terceira aresta incluida é (3,4), transformando G, em Gj3. Gz, com
somente uma aresta a menos, € quase igual ao grafo original G. Nesta iteragao:
caminho i-j em CT, é 3-6-2-4; nenhuma subdrvore a ser contraida, logo, ndo ha G3
contraido; trés algoritmos de fluxo méximo computados em G3 para construgdo da
arvore de cortes entre os nés do caminho i-j; substituicdo do caminho i-j pela
arvore de cortes calculada por Gusfield. Figuras 4.9 e 4.10 demonstram Gz e CT3

respectivamente.
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Figura 4.7: Go.

Figura 4.8: CT>.

Figura 4.9: Gs.

Figura 4.10: CTs.
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A aresta (3,5) é a quarta e ultima a ser adicionada. Com ela, G3 se torna
Gy, ou simplesmente G, o grafo original. As Figuras 4.11, 4.12 e 4.13 ilustram os
procedimentos executados nesta iteracdo. Observa-se que uma contracdo &
possivel e, entdo, os algoritmos de fluxo médximo sdo computados em Gy

contraido. CT € a solucgdo final do problema.

Figura 4.11: G, ou G.

Figura 4.12: G, contraido.

Figura 4.13: CT, ou CT. Resultado Final.
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4.1
Algoritmo A2

O algoritmo A2 ¢ igual ao anterior Al, a ndo ser por uma diferenca:
enquanto que em Al, a cada iteragdo do lago para, ¢ adicionada somente uma
aresta, em A2 € possivel adicionar vdrias arestas na mesma iteracao.

O teorema 5 demonstra que esta modificagdo é valida, ndo alterando o
resultado final do algoritmo. Ressalta-se, apenas, a necessidade de todas as
extremidades das arestas adicionadas em uma mesma iteracio estarem contidas no
caminho i-j. Desta forma, o algoritmo procederd primeiramente, adicionando uma
aresta ao grafo; em seguida, identificando o caminho i-j, e por tltimo, procurando
novas arestas a adicionar que satisfacam o requisito acima. A Figura 4.14 é um
pseudocddigo do algoritmo A2. A modificacdo encontra-se na linha 9. Observe

que foi necessdrio incluir o tomador de decisdo se na linha 6 do algoritmo para

ndo haver duplicidade de arestas nos grafos.
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procedimento A2 (G);

1 T <« crie uma drvore geradora (spanning tree) do grafo G;

2 Go=T,

3 CTy=Gy;

4 E' < conjunto de arestas que estdo em G mas que ndo estdo em Gy;

5 para e,e€ E'ondek=1,.., m—n+1 faca

6 se ey ndo estd incluido no grafo Gy

7 Adicione e ao grafo Gy criando Gy;

8 Identifique caminho i-j em CTx.j;

9 Adicione ey, caso suas extremidades estejam contidas
no caminho i-j, paraw =k + 1,k +2, ..., m—n+1;

10 Mapeie subarvores Ta” em CTy.q;

11 Gere grafo contraido de Gy;

12 Calcule, com algoritmo de Gusfield, arvore de cortes dos nds
do caminho i-j no grafo contraido;

13 Substitua caminho i-j pela drvore de cortes em CT.; gerando CTy;

14 finalize se

15 finalize para

16 retorne CT;

finalize A2;

Figura 4.14: Pseudocodigo do algoritmo A2.
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