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FUNCAO DE TENSAO DE WESTERGAARD
GENERALIZADA APLICADA A PROBLEMAS DE
ELASTICIDADE 2D

No capitulo 4 desenvolveu-se a funcdo de tensdo de Westergaard
generalizada aplicada a problemas de potencial. Também foi validado o uso
desta funcdo de tensdo como solucdo fundamental no método hibrido dos

elementos de contorno. Uma aplicacédo desta formulagdo na mecanica da fratura

foi no calculo do fator de intensidade de tensdo K, para trincas restritas a casos

particulares.

Muitos problemas da engenharia sédo regidos pelas equacdes de Laplace e
Poisson (problemas de potencial), mas, a maioria dos problemas da mecanica
da fratura séo regidas pela teoria de elasticidade.

Neste capitulo, desenvolve-se a formulacdo da funcdo de tensdo de
Westergaard como solucdo fundamental no método hibrido dos elementos de
contorno para problemas de elasticidade (estado plano de deformacdes). Os
conceitos basicos dados no item anterior sédo também validos para problemas de

elasticidade, mas com a sua respectiva complexidade.

5.1.
Deslocamentos e tensdes para uma trinca genérica

A funcado de tensdo complexa de Westergaard é baseada em uma trinca
de abertura eliptica submetida a tensdes remotas unitarias, esta funcéo permite

calcular os deslocamentos e as tensdes em um ponto (x, y) do plano.
Para uma trinca com rotagéo ¢, e forma da abertura distinta a elipsoidal, a

funcdo de tensdo complexa de Westergaard na sua forma original deixa de ser
valida, sendo necessaria uma nova expressédo da funcao de tensdo, e uma
generalizacdo das relagdes para o calculo dos deslocamentos e as tensdes no

ponto (x,y), tanto para o modo | quanto para o modo Il de trincamento.
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5.1.1.
Modo | de trincamento

Dada uma funcdo de tensdo ®,(Z,) que representa uma trinca com
comprimento g, e rotacdo & em relacdo ao eixo x do sistema global de
coordenadas, o vetor de deslocamentos u{(o) pode ser calculado pela seguinte

expressao:

(1-2v)Re®, - 2L Im o)

1

u a

“11(0) = { 11(0)} = _1 —;V ' (5.1)
Y10 2(1-v) Im®, - 2L Red!

a

1

e o vetor de tensdes G{(O) pela expresséao:

1
—Re(l);—%lmtb{’
1 al al
O-xxlo
I _ 1()_ 1R(I)! yll oY 52
Ci0) =1%o [ =) NEP + = IMDy (5.2)
I a 4
z—xyl(O) y,
—-LRe®/
Pl

onde ®',(Z,) e ®",(Z,) séo a primeira e segunda derivada de @, em relagéo a
Z, (@', =00, /07, e ®", =0d?/0Z}), respectivamente. O subscrito ( o) S€
refere a direcdo 6, mas com deslocamentos e tensbes orientados localmente

(Figura 5.1).

A matriz T, que transforma, coordenadas do sistema global de

coordenadas (x, y) ao sistema local de coordenadas (x,,y;) € dada na seguinte

X, cosg, sing |[x
= ) ,oux, =Tx (5.3)
Y —-sing, coséd, ||y

entdo, as expressbes dos deslocamentos u{ orientados segundo o sistema

equacao:

global de coordenadas (Figura 5.1) sdo dadas por:

I . T I
u cose  sing, [ |uyy, LT

(- ; ;o (rou iy =T iu, (5.4)
v —sing  cosG, | | vy
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As tensbes csll orientadas segundo o sistema global de coordenadas séo

relacionadas com o vetor 51 [eq. (5.2)], mediante uma matriz R, segundo a

seguinte relagéo:

1 . . 1
Oy, cos’ 6, sin®g,  —sin26, || 9wy,

ol t=| sin’g, cos” 6, sin26, |10, . 0uc; =Roy, (5.5)

m 1 i
! sin26,/2 —sin26,/2 cos26, || !

Xy XV1(0)

Substituindo as eq. (5.1) e (5.2) nas eq. (5.4) e (55), para os

deslocamentos u; e as tensdes o, tem-se:

u = 1;‘/{(1 2v)cosd Re®, —2(1-v)sing Im® "‘yl(SinglRqui_Cosgllm@i)}

a

v = 1+V{(l 2v)sin@, Re®, + 2(1-v)cosd, Imd, — yl(cosHReGD' Sin€1|m®1):|
E

4
T, =1Re®; Rk =% (sin 26, Re®; —cos 26, Im @7
a4 a;
oy, =1Re® A (sin26, Re®] —c0s 26, Im @)
4

o= —%(cos 26, Re ®} +5sin 26, Im @)

Rl
1

Os deslocamentos e as tensfes para o modo | de trincamento na direcdo
tanto do sistema local como do sistema global de coordenadas séo
esquematizados na Figura 5.1.

G'yyo, V'O Glyyl, Vll

|
T xy0 T Txyl

» fy “&D\/’ o oo u ° ‘_u:n_’ G xx1» u 1
Lo

Yo

Figura 5.1 - Deslocamentos e tens@es para o modo | de trincamento, segundo sistema

local e global de coordenadas

(5.6)
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5.1.2.
Modo Il de trincamento

Os vetores de deslocamentos e tensfes para 0 modo Il de trincamento sdo

dados por:

20-v)Im®, + LRed!

a
ufy =+ 1 5.7)
—(1-2v)Re®, - L im !
4
2 Im®; + % Red]
a 4
ol = ~ A Re” (5.8)
10) — e 1 .
1
iRe(l); —%Im(b{’
q 9

onde o subscrito (),, se refere a diregdo ¢, mas com deslocamentos e
tensbes orientadas localmente. Em forma analoga a desenvolvida para o modo |,

as expressoes dos deslocamentos u;' e as tensées o, s&o dadas por:

I ; T( u
u cos¢, sindg | |u
111 = o X 1150) » OU u1H = T1Tu1[€0) (5.9)
v —sing cosd, | | vy
1 2 . 9 . Vs
Oy cos” 4, sin“ &, —SiN 26, | | 9xy
17 HJ 2 : i m _ 1
o, (=| sin“g cos” 4, sin26, |\o ,ou 6, =R,0,, (5.10)

RASTO))
! sin26,/2 —-sin26,/2 cos26, i
Rz XV1(0)

Substituindo as eq. (5.7), (56.8) nas eq. (5.9) e (5.10), para os

deslocamentos u” e as tensdes o tem-se:
1 1
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u' = 1Jrl/{(l 2v)sing Re®, +2(1-v)cosd, Imd +Zl(cosalRe<D;+sin91Im<D1)}

1

v = 1;'{ (1-2v)cosé, Red, +2(1-v)sing, Imd +y1(sin91Re<D1—cosﬁllm<D1)

a,

ol = i[—sin 260,Re®; +(1+¢0s26,) Im®} | + 21 (cos 26, Re d] +sin 26, Im®7)
4 4

o =i[sin 26, Re(D{+(1—c03291)lm<1){]—%(c0329 Re®; +5sin 26, Im®;)
4

haA%
1 al

= 1 [cosZH Re®) +sin 20, Im®; ]+ L(sin26,Re®{ —cos 26, Im ®Y)

B
a, 1

(5.11)
Os deslocamentos e as tensfes para o modo Il de trincamento na direcdo
tanto do sistema local como do sistema global de coordenadas séo

esquematizados na Figura 5.2.

o0, Vo G”yyl, vy
T xy0 0" u T T xyl
/@/’ xx0sy 0 4—1DT—> o', u L

Figura 5.2 - Deslocamentos e tens@es para o modo Il de trincamento, segundo sistema

local e global de coordenadas

Os deslocamentos e as tensdes considerando a superposi¢cdo dos modos |

e Il de trincamento podem ser reescritos em forma compacta, da seguinte

. T
u | _| cos g sing, Ull(o) ”11(10) p (5.12)
v —sing, cosé, Vf(o) Vf(l()) n |

maneira:

|
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2 -2 . 1 1
Oy cos” &, sin“ g, —=SiN26, || xxoy o .y
- in2 2 ; 1 1 1
o, (=| sin“g cos” 4, sin 26, s T, {p”} (5.13)
r sin26,/2 —sin26,/12 cos26, || ;! U !

Xy XV1(0) y(0)

ou em notagdo matricial:
u, =T u,p, (5.14)
6, =R0,0P, (5.15)

1
onde p, = {pz} € um vetor de parametros de forca que cotem as contribuicdes

1

do modo | e do modo I, respectivamente, atuando simultaneamente na trinca 1.

5.2
Deslocamentos para a agao combinada de duas trincas

O desenvolvimento do item 5.1, foi feito para uma trinca de comprimento

a, e rotagdo ¢, . A fungdo de tensdo que se propGe consiste na superposicao de
efeitos de duas trincas semi-elipticas, com comprimentos a, e a,, € rotagdes 6,

e 6,, respectivamente. Os deslocamentos produto de esta superposi¢cdo séo

dados pelas seguintes expressoes:

1 17 1 1 17 1

1 17 17 1 17 17

v i 5 Vo Va2 P2
H 1 17 I H 1 17 1
~ {cose1 —sin 91} oy o |[ 11| {cos g, -sin HZ} Uyoy Usy || Do
- H 1 17 n H 1 17 17
sing,  cosf, || vioy Wi || 21 sing, ¢cosb, || vy Vi || P2

5.3.
Estabelecimento da funcao de tensao para uma trinca semi-eliptica

(5.16)

A funcéo de tensdo obtida no item 4.2 [eq. (4.6)], para uma trinca semi-

eliptica de comprimento a, e rotagcdo @, pode ser usada para problemas de
elasticidade. Por motivo somente de ordem adicionamos o subscrito (), tanto a

funcéo de tensdo ® como a variavel complexa Z, tal como e mostrada na

seguinte expressao:

1+41- 27
o4 L 1-ZZ2In —% (5.17)
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Onde Z, é dada por Z, = &%,

a
: « ~ « .0
A derivada da fungédo de tensdo ®, emrelagdo a Z,, @', = , € dada
1
por:
1+41-7;
O — | 7.In| - I S (5.18)
27 VA J-72 Z 2
A segunda derivada ®", = L conduz a seguinte expressao:
1
1+41- 27 -3/

O = | VT4 (1-22) . _ ! _ (5.19)

27 . 272} (-1+2f)

Note-se que tanto a primeira quanto a segunda derivada de @, estdo em
relacdo a Z,, a diferenca de problemas de potencial que foi em relagéo a z,,

sendo que Z, =zT, [eq. (4.5)].

5.4.
Consideragoes das singularidades e descontinuidades

A eq. (5.17) representada pelos primeiros termos (“leadterm”) de func¢des

polinomiais expandidas em torno & origem (Z, = 0) resulta em:

i1+\1-2)
lim®, = 3 p In(2)—In(Z,)+izcsgn A

r—0 2 Zl

(5.20)

As partes, real e imaginaria da eq. (5.20), apdés serem simplificadas

resultam em:
limR(,) :—In(r)—l+|n(2a1) (5.21)
r—0 27[
6, +csgn(isin(@)—cos(a
lim 3(®,) =~ 1 TE% (l ;1) (1))” (5.22)
r—> 72’

Onde, 6, =@ - 6,, para uma trinca com rotagéo 6.
Os primeiros termos da expansdo da eq. (5.18) em func¢des polinomiais

(Z,=0) sao dados por:
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lima; -~ _1
r—0 2rZ, 4

(5.23)

As partes, real e imaginaria da eq. (5.23), apds ser simplificadas resultam

em:
_ N cos(f)a 1
MA@, =— == (5.24)
sin(&,)a,

lim (@), = (5.25)

2xr
O “leadterm” da segunda derivada da funcdo de tens&o [eq. (5.19)] em
torno & origem (Z, = 0) é dado por:

limd] =——— L 5 (5.26)
r—0 27[21

As partes, real e imaginaria da eq. (5.26), sao dados por:

y ~_C0s(28)a}
imR(®)) =————— (5.27)
r—0 27z'r

sin(26,)a’
lim 3(®"), =—(—12)a1 (5.28)
r—0 27z'r

5.5.
Superposigao de efeitos de duas trincas semi-elipticas

Quando r — 0, os termos da matriz de deslocamentos u,, ={

da eq. (5.16) séo dados pelas seguintes expressoées:

Uy 0 ;JFV((l 2v )(—In(r)—1+In(2a1))—sin(6_’1)2) (5.29)

wE
Vi) ;;;( 2(1- v)(e +csgn(zsm(é)—cos(?l))yz)Jrsin(?l)cos(?l)) (5.30)
U0, _Zrzv( 2(1- V)(é’ +csgn(zsm(é_’l)—cos(é))n)—sin(?)cos(@)) (5.31)

vl ;V((l 2v)(In(r)+1-In(2a))-sin(4) | (5.32)
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Para a segunda trinca semi-eliptica, as componentes da matriz de

1 /g
Usy U0y ~
deslocamentos u,, =| ; ;| quando » — 0 tem as mesmas expressoes
V20 V2(0)

das eq. (5.29) a (5.32), substituindo-se a, e 52 por a, e 51 respectivamente.

A superposicdo de efeitos das duas trincas para quando r — 0 deve

garantir que os deslocamentos u e v sejam finitos. A singularidade dos

elementos das matrizes u,, € u,, na eq. (5.16) esta no termo In(r), do qual,

tem que ser cumprida a seguinte relagéo:

cosg, sing, || p/ . cosd, siné, || pi _ 0 (5.33)
sing, —cosé, || p'| |sing, —cosd,||p’] |0 '

O sistema de equacfes dado na eq. (5.33) apresenta quatro incégnitas.
Uma simples solugéo para este problema é eleger o vetor de parametros de

forca p como incdgnita primaria do problema e calculando os seguintes valores:

pi| | sing  cosd || p; py| | sing, cosé, || p; (5.34)
pl'[ | ~cosq, sing ||p:|’ [ |-cosg, sing,||pi|
A eq. (5.34) pode ser expressa em notacdo matricial como:
p,=Mp’, p,=—-Mp’ (5.35)

Na Figura 5.3 é esquematizada a interpretacao intuitiva dos elementos dos

vetores p,, p, € p  na superposicéo de efeitos de duas trincas.

Figura 5.3 - Superposicdo de efeitos de duas trincas semi-elipticas
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5.5.1.
Deslocamentos

Das eq. (5.14) e (5.35) a expresséo para os deslocamentos em um ponto
(x,y) édada por:

u=(TuuM, - T, u,oM, )p’ (5.36)

A partir das eq. (5.1), (5.7), (5.12) e (5.34) a primeira e segunda coluna de

T/ u,,,M, sdo respectivamente dadas por:

—2(1-v)3(D,) —— SIﬂ(Z&’)J((I) 1)——(;03(26’)5)%((1) )

v “ “ (5.37)
E 0= 20)m(@,) + X cos(20)3(@") = Lsin(26)R (@)
a, 1
(L— 20)R(D,) — 2 cos(20) I(D",) + Lsin(26,)R(D",)
1-v @ a
1-v (5.38)
E o1 -n)3(@,) - Lsin(26)3(0") X cos(20)R (@)
a, a,

As colunas de TZTuZ(O)M2 sdo dadas pelas mesmas expressGes das eq.

(5.37) e (5.38), substituindo o subscrito 2 pelo subscrito 1.

5.5.2.
Tensoes

Das eq. (5.15) e (5.35) a expressédo para as tensdes em um ponto (x, y)

séo dada por:
6 = (R0, M, ~R,0,,M, )p’ (5.39)
A partir das eq. (5.2), (5.8), (5.13) e (5.34) a primeira e segunda coluna de

R,c,,,M,, séo respectivamente dadas por:

2c0s’ 6,3(D)) | (33|n6' +sin36)R(@)  y,
a, 2a, a

H ~ ' H '
21" 6,C0SO3(®1) _SING,C0826R(PL) | 1 (539 (@) + cos30R(@Y)) | (5.40)
4 4 4

H 2 e~ ’ 4
2sin g, cos” 6,3(d;) cosé, cos26,R(D)) +%(cos36’15(<1){’)—sin36’19%(<1);' )
4 4 4

=L (sin39,3(P7) + cos3GR(DY))
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2sin g, cos® 6,3(d;) .

cosé, cos260,R(P;)  y;

a4

a,

2sin’ §;3(®@;)  (3cos @ —cos36, ) R(P;)

a,

2a,

a,

a,

2
4

a,

2sin® 6,cos 6,3(D}) | SN cos26R(P;) 1
2

a

(c0s36,3(D7) —sin3GR(DY))

(sin36,3(®7) + cos3GR(DY))

+ 21 (cos36,3(®?) - sin3GR(DY))

107

(5.41)

As colunas de R,c,,M, sdo dadas pelas mesmas expressdes das eq.

(5.40) e (5.41) substituindo o subscrito 2 pelo subscrito 1.

5.6.
Exemplos

Para mostrar a validade da formulacdo da funcdo de tensdo de

Westergaard generalizada para problemas de elasticidade, apresentasse como

exemplo uma trinca reta de comprimento 2a =2 em um plano infinito, submetida

a um carregamento unitario distribuido, segundo o mostrado na Figura 5.4.

A

=Y

Gy =1

bbb bbb bbb

Figura 5.4 - Trinca reta de comprimento 2a = 2 submetida a um carregamento remoto

unitario

A idéia deste exemplo é representar a trinca pela superposi¢cdo de duas

trincas semi-elipticas, calcular as tensdes ao longo de pontos no dominio e

comparar com os resultados da funcdo de tensdo complexa de Westergaard na

sua forma original.

A trinca da Figura 5.4 esta submetida ao modo | de carregamento, entdo o

valor p” das eq. (5.36) e (5.39) esta dado por:

|

p.| _JO
p| |2

}

(5.42)
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cuja interpretacéo fisica é esquematizada na Figura 5.5.

Westergaard na trinca sem trinca
i_____c_yy_yogl__.___i : ............... - i_._._c.yy_yo.o;i_.___i
I T ROV AREEEE:
: : = i ICIJ% : X p*y + i IIIITT :
b L TRRAAE
a) b) c)

Figura 5.5 - Interpretacéo fisica do parametro p*

A interpretacdo do parametro p: neste exemplo fica simples. Veja-se que

a Figura 5.5a representa o problema tal qual é proposto, a tenséo o, , para

um ponto (x,y) é dada pela eq. (2.15) considerando a solu¢do fundamental da
eq. (2.17).
A Figura 5.5b mostra uma modificacdo do problema proposto, a tenséo

o, em um ponto (x,y) € calculada pela eqg. (2.15) considerando a funcéo de

Yy

tensdo da eq. (2.33) para o caso particular de p; =2. Veja-se que a tenséao

o tende a 0 quando o ponto (x,y) estd afastado da trinca, para

w(x,y)
compensar esta modificacdo é necesséaria adicionar o valor de o) =1 que

corresponde a solucao particular do problema (Figura 5.5¢).

A Figura 5.6 fornece resultados para as tensées o, ,

y @o longo da linha
tracejada da Figura 5.4 usando-se a funcdo de tensdo de Westergaard
generalizada.

Os resultados das tensdes o, da Figura 5.6, obtidas como caso particular
da formulacdo proposta, coincide com os obtidos pela funcdo de tenséo

complexa de Westergaard, validando assim, a formulacédo para o exemplo da
Figura 5.4.
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o,y stress along the dashed vertical line A=0,05

\ ——Syy stress

N n

AN

Oyy stress

\

—\"’»..

-0,1

points along the dashed line

0,3 0,5

Figura 5.6 - Tens6es o, ao longo da linha tracejada da Figura 5.4

Como segundo exemplo propde-se o problema de um continuo elastico

infinito (com coeficiente de Poisson 0,30), submetido a uma for¢a horizontal de

intensidade unitaria, aplicada no ponto F', de coordenadas (-10,25) e de solucéo

analitica conhecida. O problema consiste em gerar o campo de tensdes ao longo

de um contorno criado (Nés 1-170 da estrutura na Figura 5.7). Neste exemplo a

estrutura € composta por 170 nds e segmentos lineares de igual comprimento

entre os nos das esquinas indicadas. Conhecido o campo de tensfes ao longo

de este contorno o problema se reduz a um de dominio finito, onde se quer

calcular as tensbes ao longo do segmento AB, cuja solucdo analitica é

conhecida é pode ser tomado para comparacgéo de resultados.

103

74

170 elementos

Coordinates

point X y
1 0 0
25 10 15
40 20 10
74 15 35
103 0 20
130 10 20
142 11 21
154 12 20
A 5 20
B 15 18
F -10 25
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Figura 5.7 — Estrutura para avaliagao das tensdes em pontos internos, devido a uma

forca unitaria aplicada no ponto F'

O gréfico da Figura 5.8 mostra resultados das tensdes analiticas e

numeéricas obtidas ao longo de 51 pontos contidos no segmento AB (os valores
de o s&o multiplicados por -1). A precisdo dos resultados obtidos €
ligeiramente menor a obtida usando a solugédo fundamental de Kelvin. Dado que
a influéncia dos contornos (“boundary layer effect”) € maior no caso que a

solucdo fundamental é definida em termos da funcao de tenséo de Westergaard

generalizada.

Analytic and numeric stress values

0.016
0.014 N\M‘
0.012 Sxx-ana(-1)
] —Syy-ana M
g oo01
3 . Sxy -ana S e
©
> SxX-=num-(-=1)
$ 0.008 =)
—+— Syy-num
£ 0.006 s
n L=—*—Sxy-num
M
0.004 - %
0.002
0 T T T T 1

Points along the segment AB

Figura 5.8 - Tensdes analiticas e numéricas ao longo do segmento de linha AB, para

uma forca horizontal no ponto (-10.25)
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