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Modelagem Eletromagnética do Problema

2.1
Introducao

O FEletromagnetismo classico é a disciplina comprometida com o estudo
de cargas elétricas, responsaveis pela producao de correntes elétricas e campos
eletromagnéticos [13]. Através de suas teorias inerentes, é possivel definir o
conceito de ondas eletromagnéticas e predizer seu comportamento. De fato,
a principal forma utilizada de viabilizar a comunicacao sem fio é através de
propagacao de ondas eletromagnéticas.

As secoes que se seguem definem rapidamente das leis que regem o
Eletromagnetismo . Além disso, é feito um estudo analitico do meio de

propagacao, de forma a modelar este.

2.2
Equacoes de Maxwell

2.2.1
A formulacao das equacoes

Antes de falar nas Fquacoes de Mazwell propriamente ditas, é preciso

definir algumas grandezas que serao utilizadas daqui em diante. Sao elas:

' R® x Ry — R? (2-1)
:R® xRy — R? (2-2)
;R x Ry — R® (2-3)
'R x Ry — R? (2-4)
'R x Ry — R? (2-5)
(2-6)
(2-7)
(2-8)
(2-9)

R VL S51 &

L

‘R3x R, — R3
RExR, — R
R¥xR, =R
R¥x Ry - R

s = &

L g}
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Vetor campo elétrico
Vetor campo magnético
Vetor densidade de campo elétrico
Vetor densidade de campo magnético
Vetor densidade volumétrica de corrente elétrica induzida (fontes)

.
.

Vetor densidade volumétrica de corrente elétrica de conducao
Escalar densidade volumétrica de carga elétrica
Escalar densidade volumétrica de carga magnética
Escalar condutividade elétrica

Ao QUSBILNR PSR
q o HZiSm O T

Vetor densidade volumétrica de corrente magnética induzida (fontes)

Tabela 2.1: Descrigao da notagao dos campos.

A tabela 2.2.1 descreve seus significados. Todas as fungoes sao operadores
bindrios definidos no espaco-tempo, cuja coordenada espacial t € R? e a
coordenada temporal t € R, sao, respectivamente, seus parametros de entrada,
ou seja, se f estd definido como f : R3 xR, — X, entao f aof f(x, t). Existem,
também, as fungoes ou campos definidos no dominio da frequéncia, que sera
explicado posteriormente.

Existem, basicamente, 6 equacoes que regulamentam o eletromagnetismo
classico — conhecidas como Fquacoes de Mazwell na forma diferencial — que

serao utilizadas neste capitulo. Sao elas [13, p. 2-3]:

V x €=— —B (2-10)
Vx$=3+3.+9 (2-11)
V-B=0 (2-12)
V-D=p (2-13)

Ve @i+3)=—p (2-14)

A equacao 2-14 é conhecida como equacao da continuidade de carga
elétrica e expressa o principio da conservacao de carga elétrica.

Nas equagoes acima, & denota a derivada temporal dz /0t (notacao de
Newton). Para o significado dos demais simbolos, ver tabela 2.2.1.

Além disso, para meios lineares [14]:

J. = € (2-15)
D = & (2-16)
B = uH (2-17)

A formulacao apresentada é conhecida como formulacao no dominio
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do tempo. Entretanto, para o caso de fontes harmonicas,pode-se utilizar a
formulagao das equagoes no dominio da frequéncia, através de notacao fasorial.
Neste caso, buscam-se solugoes que assumam oscilacoes temporais na forma
¢/t onde j é a unidade imagindria (apéndice A-1).

Neste caso, utiliza-se as relagoes [13, cap. 1]:

(oW
o]
—h

¢ < R{E') (2-18)
§ L R{HY (2-19)
B L R{BeY} (2-20)
D Y R{DeY} (2-21)

chegando-se, assim, as Fquacoes de Maxwell para campos harmonicos no

tempo:
VxE = —M, — wB (2-22)
VxH = J+J.4wD (2-23)
V-D = p (2-24)
V-B = v (2-25)
VeJi+J) = —pwp (2-26)

A relagao entre condutividade e o vetor densidade volumétrica de corrente

elétrica de condugao (J.) continua valendo:

J.=0oE (2-27)

2.2.2
Condicoes de Contorno

Na interface de separacao entre dois meios, as ondas presentes em ambos
os meios devem satisfazer condicoes conhecidas como condicées de contorno
[13]. Denotando com indices 1 e 2 as grandezas referentes aos meios 1 e 2,
respectivamente, pode-se escrever as condi¢oes de contorno na interface de

separacao de ambos como:

— A x (G — &) = e (2-28)
Wx (B —H) = (F+3) (2-29)
i (Dy—Dy) = plewrerd (2-30)
i (By—By) = olwer)) (2-31)

A convencao é de que o vetor normal n seja orientado do meio 1 para o
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meio 2 e seja unitario. O indice superior “superf”’indica grandezas superficiais,
isto é, na superficie que divide os meios.

As condigoes de contorno para campos harmonicos no tempo sao
andlogas: basta substituir os vetores pelos seus equivalentes na frequéncia.

Assim sendo:

—

i x (By — Ey) = M) (2-32)
x (Hy — Hy) = Jewrers) (2-33)
- ( D, — ]31) plsuper/) (2-34)

A x (By — By) = plourerd) (2-35)
(2-36)

2.3
A equacao de onda e suas solucoes

A equacdo de onda para um meio linear com perdas é dada por [13,
p. 105]: . . P - -
V2E =V x M + pds + —Vp o+ jic€ + pe€ (2-37)
Note que a equacao 2-37 é um sistema de trés equacoes diferenciais
parciais de segunda ordem com quatro variaveis: trés espaciais e uma temporal.

Em um meio sem fontes (J; = 9; =& ¢ p = 0):
V2€E = i€ + pe€ (2-38)

Devido a complexidade da equacao, costuma-se adotar a técnica de
potenciais eletromagnéticos auziliares [13, p. 258]. Nesta técnica, redefine-se
a equagao de onda para potenciais pré-definidos de forma a simplificar aquela.
Na literatura, utiliza-se, principalmente, os potenciais 2Ae § e 0s potenciais de
Hertz [13, p. 254, 305].

A seguir, serd deduzido o pontencial vetorial elétrico harmoénico no
tempo — A - para o caso especifico de um meio com perdas uniformes (o
constante para todo t € R3). Com auxilio deste potencial, é possivel deduzir
as solucoes que geram os modos de propagacao conhecidos como transverso
magnético e transverso eletromagnético. No primeiro, existe campo magnético
apenas na direcao ortogonal aquela cuja propagagao ocorre, dai o nome
transverso magnético ou, abreviadamente, 7M. No segundo modo, nem mesmo

o campo elétrico esta presente na direcao de propagacgao: ambos os campos sao

perpendiculares, levando a batizar o modo como transverso eletromagnético,
ou TEM.
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2.3.1
Deducao do potencial vetorial elétrico

Considere um meio sem fontes de carga magnética (V - B = 0). Como

V - Vx =0, pode-se definir o rotacional de A da seguinte forma:
VxAYB=,H (2-39)
Substituindo 2-39 em 2-22 e considerando 1\7_L = 0 vem:
V x E=—-Vx wA (2-40)
A equagao 2-40 pode ser reescrita como:

V x (E + jwA) =0 (2-41)

Portanto, como V xV = 6, pode-se definir uma funcao potencial escalar

elétrica g, tal que:

E+ wAY _vg, (2-42)

Aplicando a identidade V x Vx = VV - —V? na equacao 2-23, vem:
—VV-A+ VA = —uJ; + pu(oe + jwe ) (Vge + JwA) (2-43)
Na equagao 2-43, o, O e + os é a condutividade efetiva do meio,

cujo parametro €’ aparece na definicao de permissividade elétrica complexa:
e ey 7€

Neste momento, esta-se em posicao de definir V - A. Para simplificar a
equacao 2-43 ao maximo, deve-se optar pelo calibre:

2

V-AY T, (2-44)
Jw
onde ~? o Jwi(oe + jJwe') é a constante de propagacao do meio. Isto per-

mite simplificar a equacao para o potencial elétrico, resultando, para meios
homogeéneos, em: . . .

VA = —uJ; + %A (2-45)

A equagao 2-45, quando resolvida, determina o potencial vetorial elétrico

dentro do meio. Com ela, chega-se a equacao para o campo elétrico em funcao

do potencial vetorial elétrico:

N Jw = =
E = Evv A — JwA (2-46)

2.4
Andlise do problema para ondas harménicas no tempo
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24.1
Modos Tranverso-magnéticos (TM)

21

Considere a busca de modos TM no dominio da frequéncia com a

existéncia de um segundo meio dielétrico para z < —L, de condutividade nula

e permissividade €y, como mostrado na figura 2.1. Neste item, os parametros

constituintes dos meios ficam definidos como na tabela 2.2.

€)1 | Permissividade do meio 1 (parte real).

¢/ | Permissividade do meio 1 (parte imaginéria).
os | Condutividade estatica do meio 1.

0. | Condutividade efetiva do meio 1 (i 05 + wel).
i | Permeabilidades dos meios.

€9 | Permissividade do meio 2.

B2 | Constante de propagacao do meio 2 (/32 dﬁf w2 pi€s).

y1 | Constante de propagacao do meio 1 (72 o jw,u(ae + Jwey)).
L | Comprimento do dielétrico do meio 1 ao longo do eixo z.

Tabela 2.2: Definicoes dos parametros constituintes dos meios 1 e 2.

Com auxilio do potencial vetorial elétrico no dominio da frequéncia, pode-

se resolver o problema de busca de modos TM em um guia coaxial através da

especificagao de A como: .
A =3,A,

o que leva as equagoes:

V?A, = 7iA. meiol
VA, = —ﬁ22AZ meio2

cujas solugoes sao dadas por:

A, &f figihi  meiol

A, & fagohs  meio2
file) = AT (80p) + A“ Y (85p)
folp) = AP Tn(B0) + AT Vo (B )
91(9) = B’cos(mi - ¢) + By sen(my - 9)
g2(p) = B(Q)cos(m2¢) ()sen(m2¢)
h(z) = CWMeos(vVz) + CMsen(yVz)
ho(z) = c{”eﬂﬂi)-

B P+ g

p2 gt

(2-47)
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Usando 2-46:
B = fionl (2-60)
Eg = ;fwalglh’ (2-61)
EpZ = ——%f292h12 (2‘62>
Eg = —%%fzgéhé (2-63)

O préximo passo resume-se a aplicacao das condicoes de contorno nos

limites do dielétrico 1. Em z = 0, Epl = E¢1 =0, ow:
RA0)=0=CY =0 (2-64)

Para satisfazer em p = a e em p = b a nulidade E., = E¢1 = 0, deve-se

1 5 1.
resolver a equacao em [, :

Tt (B @) V1 (BD) = Tt (B0) Vi (B a) = 0 (2-65)

Satisfazendo as condig¢oes de contorno das componentes tangenciais do
campo elétrico e do campo magnético, automaticamente as condigoes de
contorno para as respectivas componentes normais ja estao satisfeitas [15,
p. 147]. Sendo assim, deve-se satisfazer a continuidade do campo elétrico

tangencial e a condicao de contorno referente ao campo magnético tangencial

em z = —L, o que leva a:
m2 = ml¥m (2-66)
def

N = P =g, (2-67)

(1) (2)
CVE sen(y(VL) =y CPetE 268
1 ’yz sen(v,’L) = 321 ¢ ( )

1 2
—0Weos(y VL) = —CPe 8L (2-69)

Observe que o sistema de equagoes nao pode ser resolvido para CF) e
CF), mas apenas para uma das duas. Entretanto, todos os outros parametros
dependem da frequéncia complexa w e, por isso, pode-se rearranjar 2-68 e 2-69

da seguinte forma:

A0 o
7 tg(v\WL) = )=, cos(y\VL) #0 (2-70)
1 2

A solugao da equagao 2-70 nos dard as frequéncias complexas de res-
sonancia, frequéncias as quais sao permitidas a propagacgao no sistema. Vale

lembrar que Sw = w” > 0, ou seja, deve-se descartar as solugoes cuja parte


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912940/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0912940/CA

Capitulo 2. Modelagem Eletromagnética do Problema 23

imaginaria é negativa.

Analisando 2-70, nota-se, entao, 2 fenomenos interessantes:

- As reflexbes em z = —[L causam um comportamento de ressonancia
semelhante ao de uma cavidade ressonante, criando, assim, frequéncias

as quais sao permitidas a propagagao.

- O meio 2, embora sem perdas, ostenta uma onda induzida pelo meio 1 que
decai com o tempo, o que pode ser confirmado com a existéncia de uma
frequéncia complexa de oscilagao. Neste caso, embora esteja-se assumindo
um modelo sem fontes, por questoes de causalidade e aplicabilidade do
modelo entende-se que a onda é gerada no meio 1 e incide na interface de
separacao dos meios, por isso induzindo uma onda com perdas temporais

no meio 2.

Vale lembrar que este item ostenta uma aproximacao a realidade, assu-
mindo que, para cada modo TM no meio 1, existe um modo TM de mesma
ordem no meio 2. De fato, embora seja uma aproximacao valida, o que acon-
tece, na pratica, ¢ ligeiramente diferente: o meio 2 apresenta uma combinacao
infinita de modos de propagacao, devido a discontinuidade em z = —L dos
parametros constituintes dos meios. Essa combinacao permite existéncia de
propagacao em todas as frequéncias e nao somente nas frequéncias de res-
sonancia anteriormente mencionadas. Na realidade, para qualquer onda in-
cidente no meio 2 oriunda do meio 1, existirda uma onda transmitida, inde-
pendentemente de sua frequéncia de propagacao, podendo esta ser, inclusive,
puramente real. Esse fenomeno, contudo, é demasiado sofisticado e um estudo
mais rigoroso incluiria a resolugao exata e mais geral da equacao de Helmoltz,
cuja abordagem necessitaria de conhecimentos aprofundados de analise funci-
onal aplicada a equacoes diferenciais parciais, cuja matéria esté fora do escopo
deste trabalho. Vale ressaltar, entretanto, que a deducao aqui apresentada é

valida e serd utilizada ainda nesta dissertagao.

2.4.2
Modos Transverso-Eletromagnéticos (TEM)

Esses modos se caracterizam por terem componentes E, e H, nulas e
nao apresentarem variacao em ¢. Outra caracteristica interessante é o fato
de existirem para qualquer frequéncia real, o que lhes garante o apelido de
modo banda larga. Sao obtidos através do potencial A =3,A, com a restricao

E. =0, o que leva a:

' = ~ih (2-71)
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h(z) = Cre 4 Che M (2-72)

Usando 2-48 e 2-71, chega-se a equacao de Laplace em duas dimensoes,

cuja solucao independente de ¢ é dada por:
flp) = Ailn(p) + A (2-73)

Note que, neste modo, Fy = E, = 0, ou seja, as condigoes de contorno que
requerem campo elétrico tangencial nulo em p = a e p = b ja estao satisfeitas.

Para garantir £/, = 0 em z = 0, basta fazer Cy = C}, o que leva a:

Jw A
E, = “——senh(vz 2-74
p " p (112) ( )
1A
H, = ———cosh(yz 2-75
o ) (712) (2-75)
A e C (2-76)
n = gwplo.+ we') (2-77)

Para satisfazer a continuidade dos campos elétricos e magnéticos tangen-
ciais em z = — L, deve-se encontrar a expressao para o modo TEM no meio 2,
cujo processo é andlogo (basta substituir 42 por —j/3). Entretanto, nota-se que
¢ impossivel satisfazer estas condigoes para w real. Como busca-se um modo
TEM com banda larga, isto é, existente para todo w € C, fica claro que o modo
propagante no meio 2 nao ¢ unicamente o modo TEM. Na realidade, existe
uma combinac¢ao de modos propagantes no meio 2, dentre eles o modo TEM.
Uma solugao mais rigorosa partiria da solucao geral da equagao 2-49 utilizando
funcoes de Green, com a restricao de campos elétrico e magnético em z = —L
conhecidos e iguais aos respectivos no meio 1 em z = —L. Esta abordagem,
entretanto, ¢ demasiado formal e seus ganhos seriam razoavelmente pequenos
ou acrescentariam pouco ao modelo atual, cujo foco é apenas uma primeira

analise aproximada.

2.5
Modelagem como linha de transmissao com perdas

O gradiente do potencial escalar elétrico fora definido em 2-42. A partir
desta definicao, pode-se definir o potencial elétrico propriamente dito no meio
1:

P

6u(P) = 6.(Py) - / (B + k) - o (2.78)

Py

Onde Fy é um ponto onde se conhece o potencial, conhecido como
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reféncia. Pode-se escolher ¢.(P,) = 0 para z = 0, por exemplo, mas esta
discussao nao ira se preocupar com isto. Mais importante do que o valor exato
do potencial é, entao, a diferenca de potencial:

P
V(P P) ™ Ag, — — / (B + wA) - ol (2-79)

Py
Se fixarmos a coordenada ¢ e calcularmos a diferenca de potencial entre
os 2 condutores cilindricos, na direcao radial, seremos levados a definicao final

de tensao elétrica utilizada neste item:

b
V() == [ Eylp.o. 2o (2.80)

Utilizando os campos para o modo TEM (2-74), é possivel reescrever a

tensao elétrica na linha como:

V(z) = Visenh(y;z2) —L<z<0 (2-81)
e b
v, M) (2-82)

gi! a
Utilizando [15, cap. 5], encontra-se, para a corrente na linha:
Vi
I(z) = —7cosh(%z) —L<2z<0 (2-83)
0
Finalmente, a impedancia em qualquer ponto da linha é dada pela razao

entre tensao e corrente:

Com esta defini¢ao, torna-se possivel modelar o problema em questao

= Zotgh(mz) —L<2z<0 (2-84)

utilizando uma linha de transmissao com perdas de comprimento L. Em z = 0,
existe um curto, devido a presenca de condutor perfeito. Em z = —L, existe
uma carga, de impedancia 7, a qual modela a presenca do meio 2. Com
este modelo, torna-se simples analisar a influéncia de complicagoes, como a
presenga de receptores (antenas), a presenga de geradores com perdas internas
e a presenca de elementos parasitas.

A partir da definicao acima, é possivel definir alguns parametros desta
linha de transmissao. A impedancia da linha é igual a impedancia do meio e é
dada pela razao entre o campo elétrico na direcao p e o campo magnético na

direcao ¢, propagantes em diregao a carga [15, cap. 6]:

ZO — _.—p

= 2 Meiol (2-85)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912940/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0912940/CA

Capitulo 2. Modelagem Eletromagnética do Problema 26

w
= p— Meio2 (2-86)
Do

Onde os expoentes ” —"representam as ondas propagantes na diregao da
carga (—4&,) para o modo TEM.

Utilizando agora as impedancias dos meios, é possivel estimar a im-

pedancia da carga (meio 2) enxergada pelo meio 1 em z = —L (impedancia
equivalente do meio 2):
b ) Z(Q) Zo 1+ F(_L) (2—87)
0 1-T(-L)

Onde a notagao Z(§2) representa a impedancia caracteristica do meio 2.

Agora, pode-se utilizar toda a teoria de linhas de transmissao para
antever comportamentos que seriam muito complexos se a abordagem escolhida
fosse a resolucao da equacao de onda. Torna-se possivel, entao, calcular a
impedancia de entrada do meio, de modo a projetar um excitador casado a ele.
E possivel, também, projetar circuitos de recepcao e transmissao de informacgao
(sensores) e estimar a influéncia de estruturas condutoras no interior do pogo,
como packers.

Por fim, é valido salientar que, para frequéncias puramente reais, a
impedancia do meio 2 é puramente resistiva. Entretanto, na prética este fato
nao é estritamente correto: existem diversos modos evanescentes presentes na
interface de separacao dos meios, o que causa um acumulo de energia em
z = — L. Por isso, o meio 2 deve apresentar uma impedancia com caracteristicas
reativas (parte imaginaria nao nula). Todavia, para frequéncias muito abaixo
da frequéncia de corte dos modos TM e TE no meio 2, a parte reativa se
torna muito pequena devido a forte atenuacao sofrida por estes modos. Por
isso, assume-se, neste trabalho, que a impedancia caracteristica do meio 2 é

puramente real.

2.6
Modelagem através de simulacao computacional

Para modelagens mais precisas, comumente utiliza-se resolucao numérica
da equacao de onda. Para isto, alguns métodos estao disponiveis na literatura,
sendo FDTD (finite-difference time-domain) um dos principais [16].

Em 1966, Kane Yee [17] publicou um modelo de discretizagdo das
equacoes diferenciais de Maxwell que era de facil compreensao e imple-
mentacao, mas que, devido ao alto custo computacional vigente até entao e
as limitacoes presentes em sua publicacao original, nao despertou instantane-
amente interesse na comunidade cientifica. Porém, com o rapido decréscimo
da relacao custo por poder de processamento dos equipamentos digitais, o

desenvolvimento de técnicas eficientes de truncagem do método FDTD e, atu-
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almente, a disponibilizacao de softwares livres e abertos de alta qualidade [18]
tém propiciado um grande interesse por pesquisas em diversos campos do co-
nhecimento fazendo uso do algoritmo de Yee, sendo que na tultima década o
nimero de publicacoes relacionadas ao método de diferencas finitas no dominio
do tempo (método FDTD), cresceu e vem crescendo literalmente de forma ex-
ponencial.

No método FDTD, divide-se o meio em varios pequenos hexaedros,
normalmente alinhados com os eixos cartesianos. No interior de cada hexaedro,
assume-se uma interpolagao para o campo elétrico (e para o campo magnético),
de modo que apenas o conhecimento dos vetores nos vértices é necessario para
definir o campo em todo o interior. Condig¢oes de contorno sao aplicadas nas
faces dos hexaedros vizinhos e, com isso, obtem-se um sistema de equacoes
lineares que, quando resolvido, leva aos valores de campo elétrico em cada
vértice de cada hexaedro. Finalmente, pode-se utilizar interpolacao para
determinar os valores aproximados dos campos para qualquer ponto do espaco.
Este método é utilizado apenas no dominio do tempo. Para uma descricao mais
detalhada, ver [17].

Este trabalho utiliza, também, um método de simulacao alternativo para
lidar com equagoes de Maxwell no dominio da frequéncia: o FIT (Finite
Integration Tecnique) [19]. A idéia bésica deste método jaz na aplicagao
das equacoes de Maxwell na forma integral em grids, formados a partir da
subdivisao do espaco, e é amplamente utilizada em simuladores comerciais
[20]. Esta segao, no entanto, nao entrard num descri¢ao formal do método,
devido sua grande diversidade de detalhes o que causaria uma fuga de escopo.

A figura 2.1 mostra o modelo de poco adotado para andlise deste
problema. Perceba, fundamentalmente, que o modelo é formado por um
cilindro condutor perfeito no centro, de raio a, representando o tubo de
producao, com dois fechos: um deles, no topo, é um contudor perfeito; o outro,
nao. Outro cilindro, também condutor perfeito e concéntrico ao primeiro, de
raio b, completa o esquema.

Pode-se ver, ainda na figura 2.1, o sistema de coordenadas cilindrico, com
os 3 eixos especificados.

Tipicamente, L > b > a. Portanto, surge um problema de discretizacao
ou formacao do grid devido a necessidade de se ter hexaedros que representem,
fielmente, todas as dimensoes envolvidas no modelo. Por isso, as células devem
ter dimensoes da ordem de a, mesmo que o comprimento de onda seja muito
maior do que a. Isso gera, entao, grids com milhoes de blocos, o que eleva
muito o custo computacional da simulacao, tornando esta modelagem algo

impraticavel para se utilizar mediante métodos de otimizagao e andlise com
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Figura 2.1: Modelo fisico do poco adotado para simulacao.
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incertezas. Contudo, a simulagdo computacional pode abranger modelos mais
precisos e, com isso, autoriza seu uso como forma de calibrar modelos analiticos,
mais rapidos de simular e, apés a calibragem, tao precisos quanto o modelo
FDTD / FIT.
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