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Modelo para o Sistema de Controle (Q, R) com Nivel de

Servigo

No Capitulo 2, foi apresentado um modelo para o sistema de controle de
estoque (Q, R), onde a demanda € uma variavel aleatéria continua seguindo uma

distribuicdo normal, quando foram considerados trés custos relevantes. o custo de
encomendar, de manter e o de falta. Como muitas vezes é dificil atribuir valores
numeéricos ao custo de falta, um procedimento sera utilizado neste capitulo para
minimizar os custos de encomendar e manter de tal modo que a fragdo da
demanda sgja satisfeita prontamente (fill rate).

O modelo com a formulagcdo exata € apresentado juntamente com um
algoritmo de solugdo. Em seguida € sugerida uma aproximacao para este modelo.
S0 também apresentadas as aproximagdes sugeridas por Silver e Wilson (1972) e
Platt, Robinson e Freund (1997).

3.1

Modelo com a Formulagéo Exata

Considerando que a posicéo de estoque € uniformemente distribuida entre
R e R+Q e que a soma das demandas durante o tempo de reposi¢ao € representada
pela variavel aleatdria continua X, tem-se que o valor médio do nimero de faltas
em qualquer periodo é dado por:

By =" F Gy

onde na secdo 2.2, Zipkin (2000, pg 456) demonstra a notacdo acima como a
Funcédo de Perda:

Fi(x)= Ex =) J= [ G- Oy = [ POy
F°(y) é a probabilidade de que a demanda durante o lead time exceda a

posicao de estoque quando a encomenda for feita, ou sgja, € a Fungdo Cumulativa
Complementar de Distribuicdo, como definida no Capitulo 2. Entdo, Platt,
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Robinson e Freund (1997) definem a fracdo da demanda ndo sdatisfeita

prontamente como:

R+Q

FO
Q

onde S é afragdo da demanda satisfeita prontamente (fill rate).

No Capitulo 2 foi visto que afungéo de perda F*(x)= JmF °(y )y . Entéo:

WRALRAUL)

Para umavariavel X com distribui¢do normal com média u e desvio padréo

o,tem-seque X = u+0Z e Z =(X - u)/o éumvaor padronizado de X.

Sendo F*(x)= o ®'(z), como visto nasegio 2.2.1, tem-se;

1- 4 :Z{Ql(uj_@l(m—wﬂ_ (3.1)
0 o o

Neste caso, 0 problema de minimizar os custos de encomendar e de manter
em estoque ficarestrito a uma fragdo da demanda n&o satisfeita, formulado por:

DA T Q] o g Ror)_ g RO
Minimizar K(Q,R)_ 0 +h{R+2 /J:l-i- 0 {d)( . ) d)( - H(B.Z)

Sujeitoa 1-p= g{qf(uj —~ @{m—wﬂ

o (o2

Para se obter uma formulagdo simplificada do problema, divide-se

K(Q, R) por Ko
k(0. R) _ D4 +L{R+g_#}+a_2h (DZ(R—;;J_(DZ(R+Q—;1J
ho hoQ ho 2 hoQ o o

Defina: ¢ = <, o= FOQ _1 24D o R-u
o o2 o h o

Ent&o, a novaformulagéo do problema passa a ser:

Minimizar:

K(hQ R):k(q,,ﬂ)z;—+%+r+1[®2(r)—®2(r+q)] (33)
o q q
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Sujeito a
1§ $[®1(r)_®1(r +q)] (3.4

Forma-se entdo o Lagrangeano e suas trés derivadas parciais iguais a zero.

L(r,q,ﬂ)=;—2+%+r+ ®2(r)—®2(r+q)_/1|:1_ﬂ_ (q)l(r)_g)l(qu))} (35)

q q

AL, O)-0rrg) 0°()-0"q)] 56
or q q
8_[,:_ e’ E_CI)Z(F)—CI)Z(r+q)+(D1(r+q)q
0q 29> 2 q°
3.7
B /l[d)l(r)—q)l(r+ q)]+ /I(I)O(r +q)q _0 &7
qZ
% =1+ 4+ ['()-0'r+a)] 0 (338)

Eliminando A, sdo obtidas as duas expressoes:

(1-B)g = @*(r)-D*(r+q) (3.9

¢°[- 287 + 2820+ q)~ () + ©°( + q)|-
(3.10)
~[@°()-@°(-+ g)]- €2 - A0(r) - 2(r + )]+ 290 + )] =0
Rosling (2002) apresenta o Algoritmo da Raiz Quadrada e demonstra a sua
convergéncia para a solugdo Gtima.
No seu procedimento quando a expressdo (3.10) passa a ser calculada

iterativamente:

q _\/[q)o(ri)_q)o(r[ +q[)] [_ 2(1)2(;3)4-2(1)2(;3 +‘]i)+2‘](pl(ri +qi)_e2] (3_11)
"’ 257 +28-2p0°(; +4,)- () + 0°( +4,)]
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Algoritmo para calcular a Politica (Q, R) 6tima
Passol:Faga i=1le g, =e.
Passo 2: Ache o valor de r; que resolve a expressio (1 Blg —|@'(r) - ®'(r+¢)] =0

Passo 3: Cdlcule:

. :\/[®°(n)—®°(n + )| [-202(;)+ 202(; +4,)+ 240" (1, + 4,) - €]
257 +28-2p0°( + )~ 0°()+ 0°(r + 4,

Passo 4: Se

qi+1—qi| =0, vaao Passo 5, caso contrario va ao Passo 2.

Passo 5: Faca (q*, r*):(qi, r,).

1

Exemplo 3.1
)i A h u D o
0,95 8 2 50 200 40

EOQ_E 24D
o o h

Observe que e = 1

O resultado do Algoritmo da Raiz Quadrada € mostrado na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Processo iterativo para calculo dos valores 6timos de g e r

‘r]|r2|r3|r4|r5|r6‘r7‘r8‘r9‘r10‘R11‘

‘ 1,2121 | 0,9389 | 1,0394 | 1,0097 | 1,0163 | 1,0172 ‘ 1,0169 ‘ 1,0170 ‘ 1,0170 ‘ 1,0170 ‘ 1,0170 ‘

ql q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 ql0 011

1 1,8537|1,5109 | 1,608 | 1,5765 | 1,5863 | 1,5832 | 1,5842 | 1,5839 | 1,5840 | 1,5840

Ao fim das 11 iteracBes tem-se os valores 6timos de ¢ = 1,5840 e
#=1,0170 e 0 custo total 6timo é k(g*, r*)=21473.

Como ja foi exposto na Secdo 2.3.2, geramente em situacOes reais a
Pr[(X > R+ Q)] é muito pequena e, nestes casos, os termos em (R + Q) podem

ser desconsiderados.
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No Exemplo 3.1, cabe registrar que os termos ®?(r)=0,03628,
®?(r +¢)=0,00043, ®'(r)=0,08066, ®'(r+q)=0,00146, ®°(r)=0,15458 e
®°(r + ¢) = 0,00465.

Como esperado, os valores de ®*(r +¢), ®'(r+q) e ®°(r+¢) S5 bem
inferiores aos de ®*(r), ®'(r)e ®°(r), o que sugere uma aproximagio do

modelo a ser proposto na segdo 3.2.

3.2

Modelo Aproximado Proposto

Eliminando o termo ®*(r +¢) na expressio (3.3) e o termo ®'(r +¢) na

expressdo (3.4), tem-se a seguinte formulacdo do problema:

2 2
Minimizar k,(q,, 7)=——+ L + 5 + () (3.12)
2q, 2 91
1
sjtoa 1-f= 2 () (3.13)
9,
q)l(’”l)

Daexpressdo (3.13) tem-se que: ¢, =

1-
Substituindo-se g, naexpressdo (3.12), tem-se:

_ ez(l—ﬂ) q)l(rl) q)z(’"l)(l_ﬁ)
ky(r)= 2000 + 2(1—ﬂ)+rl+Trl) (3.14)

Nota-se agora que o problema de minimizagdo é irrestrito com somente

uma variavel de decisdo 7.

Exemplo 3.2
Sendo e =1, tem-se:

1 2
0025 @ (r,) - 0,050%(r,)
®'(s) 01 ®(r;)

kl(rl):

O gréfico de k,(r;) é apresentado na Figura 3.1. Observa-se que afuncdo k,(r;) é
convexano intervalo [-3, 3].

Na Tabela 3.2 0 apresentados os valores de k,(;) nointervalo [-2.5, 2.5].
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Tabela 3.2 — Valores ki(r;) para —2,5<r, <25

r -2,5 -2 -1 -1 05 O 05 1 15 2 2,5

ki(r1)) |22,60 18,16 13,86 990 6,55 4,08 2,63 216 2,67 505 1501

25

20

15 +

K1(r1)

10

rl

Figura 3.1 — Grafico kl(rl)

Com auxilio do Solver da planilha Excel, obteve-se 1, =1,0059 como
solucdo do problema de minimizag8o irrestrito com uma variavel. Substituindo-se

este valor de 1 naexpressio (3.13), tem-se ¢, =1,6476.

Logo, k(q{, r ): 2,1555 é uma aproximagcdo do valor 6timo do problema

de otimizagéo
o DA Q_ o’h R—u of R+Q—u
Minimizar K(Q, R)_ 0 +h{ > ,u} 0 {CD( - ) () (—0 ﬂ (3.2
Sujeitoal- =2 {@1 R= J (“Q /‘ﬂ (3.1)
o (o2

queé klg", »)=21548.

Como estes valores de ¢ e r sdo diferentes dos valores 6timos da
formulagdo exata, o valor rea da fill rate f ndo serd mais o vaor alvo 0,95.
Substituindo-se estes valores de g e r na expressdo (3.4), obtém-se ; = 0,9508, o
gue resulta em uma diferenca de apenas 0,0008 em relacéo ao valor alvo.

Resolvendo o Exemplo 3.2 com a formulagdo exata, para uma g = 0,9508

em vez de 0,95, o custo passa ser 2,1548.
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Observe-se que a Diferenca Relativa Percentual (DRP) entre o custo da

solucdo obtida com o modelo aproximado k(ql rf) e 0 custo da solucdo obtida

com o modelo exato k( r ) é

o M@ )= k(q ) 1002 21521548 1 oo
e, 21548

indicando que neste caso a aproximacao proposta € aceitavel.

3.3

Heuristica de Silver e Wilson (SW)

Silver e Wilson (1972) propdem a seguinte formulacdo do problema:

Minimizar k,(g,, )= 2—+‘1—21+ n (3.15)
q

1
Sujeitoa: 1- B = @)

q:
(3.16)
Substituindo ¢, = Ell)l—(,g)) na expressao (3.15), tem-se:
N_€@-p) ()
k\n, +7 3.17
)="500) "2l ) @17

Exemplo 3.3
Dadoquee =1ep =0,95 tem-se:

1 2
()= 0025 @ (r,) s ®?(r,)x 0,05
() 01 *(r,)

Considerando os dados apresentados no Exemplo 3.1, com a planilha

Excel calculou-se os valores de kl(Vl) pararyno intervalo [-10, 10], observando-

sequeafuncdo k,(r,) éconvexanesteintervalo.

Na Tabela 3.3, sf0 apresentados os valores de k(r;,) no intervalo [-2.5
2.5] e na Figura 3.2 é apresentado o gréfico de k,(r;) .
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Tabela 3.3 — Valores ki(r;) para —2,5<r, <25

R; -2,5 -2 -15 -1 05 0 05 1 15 2 2,5

ki(r;)) | 2253 18,09 1380 985 651 4,05 260 213 265 503 1500

No gréfico e na tabela, ha indicacdo de que um ponto de minimo de

k,(r,) ocorre préximo ary = 1.

Com auxilio do Solver da planilha Excel, obtém-se », =1,0041 quando é
resolvido o problema irrestrito com funcéo objetivo (3.17). Substituindo-se este

valor de r1 na expressio (3.13), obtém-se ¢, =1,6534.

25 -

ri

Figura 3.2 — Grafico r; versus Kk, (7; )

Para se obter o0 custo 6timo aproximado é necessario substituir os valores
de (qI ,rl*)= (L6534; l0041) na expressio (3.3), o que resultard em
kg, ) =21556.
Entretanto, o valor correspondente de S, que deve ser obtido da expresséo
(3.4), € 0,9507, o que implica em uma diferenca de apenas 0,0007 em relacéo ao
valor avo.

Resolvendo o Exemplo 3.1 com a formulacéo exata, para uma = 0,9507

em vez de 0,95, 0 custo passa ser 2,1548.
A Diferenca Relativa Percentual (DRP) entre o custo da solucéo obtida

com 0 modelo aproximado . (ql ,rl*) e 0 custo da solugdo obtida com 0 modelo

exato k(g",r") parap=0,9507 é
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- kay, )*— k(*q* o )>< loo_ 21556-21548 | o ook
g, ) 21548

indicando que neste caso a aproximacdo SW € aceitavel.

3.4

Heuristica de Platt, Robinson e Freund

A heuristica de Platt, Robinson e Freund (1997) é desenvolvida usando as
propriedades das fungBes de perda ®'(x)ed?(x) e seus limites superiores e
inferiores.

Por comodidade, é reapresentada a formulacéo exata do modelo:

Minimizar:

KOR) 40 )= s Hor()- 02+ q) (33

ho 29 2 q
Sujeito a

r=0-p)= 0 0)- 0 +g) (34)

Sabe-se que:

lim_,, ®*(-x)=o0.

Os autores mostram que: quando e —> oo, implica em r —>-© e

r+q— .
Portanto, quando » — —w© e r +¢g — © tem-se que:

lim o' (r)=—r,

r—-0

lim,_, (I)z(r):%(r2 +1),
lim,. ., ®'(r+¢g)=0e
lim,. . ®*(r+¢)=0.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0913440/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0913440/CA

36

Ent&0, passando ao limite as fungbes ®* e ®' das expressdes (3.3) e
(3.4), tem-se:

2 2
+1
kl(ql’ rl)ze__i_ﬁ_'_r_i_,&—

(3.18)
2q, 2 2q,

1-p="1 (3.19)
q,

Da expressdo (3.19): 7, = —¢,(1- ). Substituindo este vaor de r na

expressdo (3.18) tem-se:

2 1- BV g2 +1
Ka) =< 81— p)g, - L= PV i +1
2‘]1 2 2%

Derivando em relacéo a¢; eigualando a zero:

2 2
dk(q1)=%+1_(1_ﬂ)+M_i2=o (3.20)
dq, 2q, 2 2 2q,

Resolvendo a expressdo (3.2), obtém-se a expressao de ¢;:

¢ - ”e;+ ! (3.21)

Com este vaor de g1, os autores propdem cacular r; resolvendo a

expressao (3.16).

(Dl(rl)
q,

(1-5)= (3.16)

Exemplo 3.4
Sejam = 0,95 e e =1. Tem-se que:

V12 +1

=1,4886. Portanto,
0,95

q, =

®*(r,) = (1- B)g, = (1-0,95)(1,4886) = 0,07443.

Resolvendo a equagio @' (r; ) = 0,07443 com o Solver da planilha Excel,
obtermos 1 = 1,0586.

Com isso, 0 custo 6timo aproximado dado por (g;, 7 )= (1,4886; 1,0586)

na expressdo (3.18), o que resultard em k(ql* , rl*) = 2,1606.
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Entretanto o valor real de f, que deve ser obtido da expressdo (3.4), é
0,9517, o que implica em uma diferenca de apenas 0,0017 em relacdo ao valor
alvo.

Resolvendo o Exemplo 3.4 com a formulagéo exata, para uma S = 0,9517
em vez de 0,95, o custo passa ser 2,1594.

A Diferenca Relativa Percentual (DRP) entre o custo da solucéo obtida

com 0 modelo aproximado k(qi, rl*) e 0 custo da solucdo obtida com 0 modelo

exato klg", r') é

kg, n)-kg', # )>< 100 21606 - 21594

DRP =
kg, ) 21594

%100 = 0,0813%,

indicando que neste caso a aproximacdo da heuristica de Platt, Robinson e Freund

(1997) ndo é aceitavel, pois o DRP € maior do que 0,05%.

No Capitulo 4, sdo feitas comparaces entre 0 modelo exato e as

heuristicas descritas neste capitulo.
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