
3
Método Numérico

O sistema de equações diferenciais que descrevem o escoamento aumen-

tado da equação de transporte de c(x̄) do método de Level Set foi resolvido

pelo método de reśıduos ponderados e funções base de elementos finitos.

3.1
Formulação integral das equações de Navier - Stokes e Level Set

O reśıduo da equação (2-1) é formulado como,

Rm =

∫
Ω

(ρ
∂ū

∂t
+ ρū.∇̄ū− ∇̄. ¯̄T − f̄B).W dΩ = 0 (3-1)

onde W é uma função peso vetorial definida como,

W =

(
W1

W2

)
⇒

(
φ1

0

)
,

(
φ2

0

)
, · · · ,

(
φn

0

)
︸ ︷︷ ︸

W1

,

(
0

φ1

)
,

(
0

φ2

)
, · · · ,

(
0

φn

)
︸ ︷︷ ︸

W2

(3-2)

levando em conta a definição de W e escrevendo a equação (3-1) em

coordenadas ciĺındricas,

Rm =

∫
Ω

ρ[
∂vr
∂t

W1 +
∂vz
∂t

W2] dΩ

+

∫
Ω

ρ[W1(vz
∂vr
∂z

+ vr
∂vr
∂r

) +W2(vz
∂vz
∂z

+ vr
∂vz
∂r

)] dΩ

+

∫
Ω

[Trr
∂W1

∂r
+ Tzr(

∂W2

∂r
+
∂W1

∂z
) + Tzz

∂W2

∂z
+

1

r
TθθW1] dΩ

−
∫
Γ

(frW1 + fzW2) dΓ−
∫
Ω

(fB
r W1 + fB

z W2) dΩ = 0, (3-3)
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Caṕıtulo 3. Método Numérico 30

onde vr e vz são componentes da velocidade nas direções r e z respecti-

vamente, fr e fz são componentes da força no contorno, fB
r e fB

z são forças

distribúıdas no corpo.

Os reśıduos ponderados nas duas direções r e z (desenvolvidas posterior-

mente) são obtidos considerando-se W1 e W2 independentes.

Além disso, para fluidos incompresśıveis de massas espećıficas iguais, o

reśıduo da equação (2-2) é reduzido a,

Rmc =

∫
Ω

(∇̄.ū)χdΩ = 0 (3-4)

Finalmente, o reśıduo da equação advectiva de transporte da função

escalar c(x̄), equação (2-8), é dado por:

Rc =

∫
Ω

(
∂c

∂t
+ ū.∇̄c)ψ dΩ = 0 (3-5)

3.2
Método de elementos finitos

3.2.1
Definição das funções base

Os campos de velocidade ū, pressão p e função escalar c são escritos como

combinação linear de funções base em cada elemento quadrilateral do domı́nio.

Foram utilizadas funções biquadráticas φj para os campos de velocidade e

função escalar c, e funções lineares discont́ınuas χj para escrever a pressão.

ū =

(
vr
vz

)
=

(∑9
j=1 VRjφj∑9
j=1 VZjφj

)

p =
3∑

j=1

Pjχj

c =
9∑

j=1

Cjφj (3-6)
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Caṕıtulo 3. Método Numérico 31

As funções Lagrangeanas biquadráticas φj[18] são definidas como,

φ1(ξ, η) =
ξ(ξ − 1)η(η − 1)

4

φ2(ξ, η) =
ξ(ξ + 1)η(η − 1)

4

φ3(ξ, η) =
ξ(ξ + 1)η(η + 1)

4

φ4(ξ, η) =
ξ(ξ − 1)η(η + 1)

4

φ5(ξ, η) =
(1− ξ2)η(η − 1)

2

φ6(ξ, η) =
ξ(ξ + 1)(1− η2)

2

φ7(ξ, η) =
(1− ξ2)η(η + 1)

2

φ8(ξ, η) =
ξ(ξ − 1)(1− η2)

2
φ9(ξ, η) = (1− ξ2)(1− η2) (3-7)

As funções χj são definidas como,

χ1(ξ, η) = 1

χ2(ξ, η) = η

χ3(ξ, η) = ξ (3-8)

onde ξ e η são as coordenadas elementares.

O vetor solução SV é formado pelos coeficientes de expansão linear:

SV =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

VRj

VZj

Cj

Pj

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (3-9)

As equações de conservação de massa e quantidade de movimento linear
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Caṕıtulo 3. Método Numérico 32

para fluidos Newtonianos, equação de Navier - Stokes, são resolvidas usando

a formulação de Galerkin, ou seja, a função peso é igual à função base. No

entanto, a equação de Level Set é resolvida usando a formulação de Petrov-

Galerkin[19], onde a função peso ψi é escrita como,

ψi = φi + he
ū

‖ū‖ .∇̄φi (3-10)

onde he é um parâmetro usado no método SUPG (Stream Upwind

Petrov-Galerkin) para estabilizar o método.

3.2.2
Cálculo do vetor reśıduo

Considera-se que o vetor reśıduo é formado por quatro partes, as duas

primeiras são os reśıduos da equação de conservação da quantidade de movi-

mento linear Ri
mr e Ri

mz, a seguinte é o reśıduo da equação de Level Set Ri
c e

a última parte é o reśıduo da equação de conservação de massa Ri
mc,

R =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

Ri
mr

Ri
mz

Ri
c

Ri
mc

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (3-11)

onde os termos Ri
mr e R

i
mz são definidos segundo a equação (3-3) como,

Ri
mr =

∫
Ω

ρ
∂vr
∂t

φi dΩ +

∫
Ω

ρ(vz
∂vr
∂z

+ vr
∂vr
∂r

)φi dΩ

+

∫
Ω

(Tzr
dφi

dz
+ Trr

dφi

dr
+

1

r
Tθθφi) dΩ

−
∫
Γ

frφi dΓ−
∫
Ω

fB
r φi dΩ; i = 1, · · · , 9 (3-12)

Ri
mz =

∫
Ω

ρ
∂vz
∂t

φi dΩ +

∫
Ω

ρ(vz
∂vz
∂z

+ vr
∂vz
∂r

)φi dΩ

+

∫
Ω

(Tzz
dφi

dz
+ Tzr

dφi

dr
) dΩ

−
∫
Γ

fzφi dΓ−
∫
Ω

fB
z φi dΩ; i = 1, · · · , 9 (3-13)
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Além disso, a função reśıduo da equação advectiva (3-5) é explicitada

como,

Ri
c =

∫
Ω

∂c

∂t
ψi dΩ +

∫
Ω

(vz
∂c

∂z
+ vr

∂c

∂r
)ψi dΩ; i = 1, · · · , 9 (3-14)

Finalmente, apresenta-se também o reśıduo explicitado da equação (3-4)

em coordenadas ciĺındricas,

Ri
mc =

∫
Ω

(
∂vz
∂z

+
∂vr
∂r

+
vr
r
)χi dΩ; i = 1, · · · , 3 (3-15)

3.2.3
Cálculo da matriz jacobiana

Uma vez substitúıda as expansões dos campos nas equações (3-12), (3-

13), (3-14) e (3-15); obtém-se um sistema de equações algébricas não lineares.

Este sistema é resolvido utilizando-se o método de Newton.

A matriz jacobiana J do método de Newton é definida como:

J =
∂R

∂SV

(3-16)

A matriz pode ser dividida em 16 blocos, correspondendo às derivadas

dos quatro reśıduos em relação aos quatro campos não conhecidos (VRj , VZj,

Pj e Cj):

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∂Ri
mr

∂VRj

∂Ri
mr

∂VZj

∂Ri
mr

∂Cj

∂Ri
mr

∂Pj

∂Ri
mz

∂VRj

∂Ri
mz

∂VZj

∂Ri
mz

∂Cj

∂Ri
mz

∂Pj

∂Ri
c

∂VRj

∂Ri
c

∂VZj

∂Ri
c

∂Cj

∂Ri
c

∂Pj

∂Ri
mc

∂VRj

∂Ri
mc

∂VZj

∂Ri
mc

∂Cj

∂Ri
mc

∂Pj

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (3-17)

Por ser um problema transiente, a matriz jacobiana J deve ser dividida

por uma parte relacionada com o termo transiente e uma parte relacionada

com o termo permanente.
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J =
1

Δt
M+ JRP (3-18)

onde a matriz M é nomeada matriz massa e calculada como,

M =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∫
ρφjφidΩ 0 0 0

0
∫
ρφjφidΩ 0 0

0 0
∫
φjψidΩ 0

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (3-19)

e a matriz JRP como,

JRP =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∂Ri∗
mr

∂VRj

∂Ri∗
mr

∂VZj

∂Ri∗
mr

∂Cj

∂Ri∗
mr

∂Pj

∂Ri∗
mz

∂VRj

∂Ri∗
mz

∂VZj

∂Ri∗
mz

∂Cj

∂Ri∗
mz

∂Pj

∂Ri∗
c

∂VRj

∂Ri∗
c

∂VZj

∂Ri∗
c

∂Cj

∂Ri∗
c

∂Pj

∂Ri∗
mc

∂VRj

∂Ri∗
mc

∂VZj

∂Ri∗
mc

∂Cj

∂Ri∗
mc

∂Pj

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (3-20)

É importante mencionar que os termos reśıduos Ri∗
mr, R

i∗
mz, R

i∗
c e Ri∗

mc não

incluem o termo temporal das respectivas equações. Por exemplo,

Ri∗
mz =

∫
Ω

ρ(vz
∂vz
∂z

+ vr
∂vz
∂r

)φi dΩ

+

∫
Ω

(Tzz
dφi

dz
+ Tzr

dφi

dr
) dΩ

−
∫
Γ

fzφi dΓ−
∫
Ω

fB
z φi dΩ; i = 1, · · · , 9 (3-21)

Em seguida mostra-se em detalhe o cálculo de cada termo:

– Jacobiano de Ri∗
mr:

∂Ri∗
mr

∂VRj

=

∫
Ω

ρ(vz
∂φj

∂z
+ vr

∂φj

∂r
+ φj

∂vr
∂r

)φi dΩ +

∫
Ω

(
∂Tzr
∂VRj

∂φi

∂z

+
∂Trr
∂VRj

∂φi

∂r
+

1

r

∂Tθθ
∂VRj

φi) dΩ; i, j = 1, · · · , 9 (3-22)
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∂Ri∗
mr

∂VZj

=

∫
Ω

ρφj
∂vr
∂z

φi dΩ +

∫
Ω

(
∂Tzr
∂VZj

∂φi

∂z
) dΩ; i, j = 1, · · · , 9 (3-23)

∂Ri∗
mr

∂Cj

=

∫
Ω

(
∂Tzr
∂Cj

∂φi

∂z
+
∂Trr
∂Cj

∂φi

∂r
+

1

r

∂Tθθ
∂Cj

φi) dΩ; i, j = 1, · · · , 9 (3-24)

∂Ri∗
mr

∂Pj

=

∫
Ω

(
∂Trr
∂Pj

∂φi

∂r
+

1

r

∂Tθθ
∂Pj

φi) dΩ; i = 1, · · · , 9; j = 1, 2, 3 (3-25)

– Jacobiano de Ri∗
mz:

∂Ri∗
mz

∂VRj

=

∫
Ω

ρφj
∂vz
∂r

φi dΩ +

∫
Ω

(
∂Tzr
∂VRj

∂φi

∂r
) dΩ; i, j = 1, · · · , 9 (3-26)

∂Ri∗
mz

∂VZj

=

∫
Ω

ρ(vz
∂φj

∂z
+ vr

∂φj

∂r
+ φj

∂vz
∂z

)φi dΩ +

∫
Ω

(
∂Tzz
∂VZj

∂φi

∂z

+
∂Tzr
∂VZj

∂φi

∂r
) dΩ; i, j = 1, · · · , 9 (3-27)

∂Ri∗
mz

∂Cj

=

∫
Ω

(
∂Tzz
∂Cj

∂φi

∂z
+
∂Tzr
∂Cj

∂φi

∂r
) dΩ; i, j = 1, · · · , 9 (3-28)

∂Ri∗
mz

∂Pj

=

∫
Ω

(
∂Tzz
∂Pj

∂φi

∂z
) dΩ; i = 1, · · · , 9; j = 1, 2, 3 (3-29)

– Jacobiano de Ri∗
mc:

∂Ri∗
mc

∂VRj

=

∫
Ω

(
∂φj

∂r
+
φj

r
)χi dΩ; i = 1, 2, 3; j = 1, · · · , 9 (3-30)

∂Ri∗
mc

∂VZj

=

∫
Ω

∂φj

∂z
χi dΩ; i = 1, 2, 3; j = 1, · · · , 9 (3-31)

∂Ri∗
mc

∂Cj

= 0; i = 1, 2, 3; j = 1, · · · , 9 (3-32)

∂Ri∗
mc

∂Pj

= 0; i, j = 1, 2, 3 (3-33)

– Jacobiano de Ri∗
c :

∂Ri∗
c

∂VRj

=

∫
Ω

∂c

∂r
φjψi dΩ; i, j = 1, · · · , 9 (3-34)
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∂Ri∗
c

∂VZj

=

∫
Ω

∂c

∂z
φjψi dΩ; i, j = 1, · · · , 9 (3-35)

∂Ri∗
c

∂Cj

=

∫
Ω

(vr
∂φj

∂r
+ vz

∂φj

∂z
)ψi dΩ; i, j = 1, · · · , 9 (3-36)

∂Ri∗
c

∂Pj

= 0; i = 1, · · · , 9; j = 1, 2, 3 (3-37)

É preciso calcular a derivada das componentes do tensor de tensões ¯̄T

em função de VRj, VZj, Cj e Pj (para detalhes: apêndice A).

O cálculo de dμ
dCj

é necessário para encontrar os termos do jacobiano,

considerando a viscosidade definida na equação (2-6) tem-se,

dμ

dCj

= (μ2 − μ1)
dHε(c)

dCj

=
1

2ε
(μ2 − μ1)φj{1 + cos(

πc

ε
)}; j = 1, · · · , 9 (3-38)

3.2.4
Método de Newton, solução do problema não linear

O método de Newton foi escolhido para resolver o problema não linear

devido à boa convergência. Com um chute inicial adequado a convergência é

quadrática.

Então, deve-se resolver iterativamente o seguinte sistema até satisfazer o

critério ‖R‖ < erro.

JΔSV
n+1 = −R(SV

n)

SV
n+1 = SV

n +ΔSV
n+1 (3-39)
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Em cada iteração resolve-se o sistema linear usando a decomposição LU

utilizando o método frontal para economizar memoria.

3.2.5
Método de Euler impĺıcito, solução do problema transiente

Para resolver o problema transiente, isto é, dependente do tempo usa-se

o método de Euler impĺıcito. O chute inicial do seguinte instante de tempo é

calculado por uma extrapolação linear dos dois instantes anteriores.

SV
0
i+1 = SVi +

SVi − SVi−1

ti − ti−1

(ti+1 − ti) (3-40)

Com esse valor usa-se o método de Newton novamente.

3.2.6
Modelagem da tensão interfacial

Até agora não foi considerado a tensão interfacial entre óleo e água na

formulação numérica.

Embora a tensão interfacial seja uma força que age na superf́ıcie,

considera-se para o modelo que ela é uma força distribúıda no corpo[16].

Para garantir que só atua na interface, multiplica-se o novo termo força com

a função δ(c), que é diferente de zero somente na faixa onde está a interface[15].

Por isso, o reśıduo ponderado da equação de conservação de quantidade

de movimento linear, equação (3-1), é modificado como,

Rm =

∫
Ω

(ρ
∂ū

∂t
+ ρū.∇̄ū− ∇̄. ¯̄T + σk∇̄cδ).W dΩ = 0 (3-41)

onde σ e k foram definidos anteriormente.

Por causa do novo termo, adiciona-se à equação (3-12) o seguinte,

+

∫
Ω

σk
∂c

∂r
δ(c)φi dΩ; i = 1, · · · , 9 (3-42)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921483/CA
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Da mesma maneira se incrementa à equação (3-13) o termo,

+

∫
Ω

σk
∂c

∂z
δ(c)φi dΩ; i = 1, · · · , 9 (3-43)

O novo termo da equação (3-41) depende só do campo c e suas derivadas

cr e cz, por isso apenas alguns termos do jacobiano são modificados.

– Termo adicionado a ∂Ri∗
mr

∂Cj
:

+

∫
Ω

σk(
∂φj

∂r
δ(c) +

∂c

∂r

dδ(c)

dCj

)φi dΩ; i, j = 1, · · · , 9 (3-44)

– Termo adicionado a ∂Ri∗
mz

∂Cj
:

+

∫
Ω

σk(
∂φj

∂z
δ(c) +

∂c

∂z

dδ(c)

dCj

)φi dΩ; i, j = 1, · · · , 9 (3-45)

onde o termo dδ(c)
dCj

é calculado como:

dδ(c)

dCj

=
−πφj

2ε2
sin(

πc

ε
); j = 1, · · · , 9 (3-46)

Como foi discutido anteriormente a curvatura da interface pode ser

expressa em termos do campo c(x̄), já que a isolinha c(x̄) = 0 representa a

interface entre as fases. Em coordenadas ciĺındricas a equação da curvatura,

equação (2-14), é função de derivadas segundas do campo escalar c. Como na

representação por elementos finitos, as derivadas do campo c são discont́ınuas

nas fronteiras dos elementos, o cálculo da segunda derivada não pode ser feito.

Para contornar este problema, as componentes do gradiente de c, re-

presentadas por cr = ∂c
∂r

e cz = ∂c
∂z

são considerados campos independentes,

também representados por uma combinação linear de funções base de elemen-

tos finitos:
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cr =
4∑

j=1

CRjϕj

cz =
4∑

j=1

CZjϕj (3-47)

onde ϕj é uma função Lagrangeana bilinear.

Desta forma, as segundas derivadas que aparecem no cálculo da cur-

vatura são calculadas como derivadas deste campo auxiliar, denominado de

gradiente de c interpolado.

Os reśıduos ponderados associados a estes novos campos são:

Ri
cr =

∫
Ω

(
∂c

∂r
− cr)ϕi dΩ; i = 1, · · · , 4 (3-48)

Ri
cz =

∫
Ω

(
∂c

∂z
− cz)ϕi dΩ; i = 1, · · · , 4 (3-49)

O vetor reśıduo deve ser acrescido destes termos no caso de solução de

escoamentos com número de capilaridade Ca diferente de infinito.

Da mesma forma, a matriz jacobiana deve ser acrescida dos termos

associados aos novos reśıduos ponderados e às novas variáveis do problema. O

apêndice B desta dissertação apresenta o cálculo da nova matriz jacobiana em

detalhes.

Finalmente, a tabela (3.1) resume os graus de liberdade totais por

elemento. Percebe-se o grande número de graus, o que significa um alto custo

computacional quando considera-se a tensão interfacial.
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Tabela 3.1: Número de graus de liberdade total por elemento
Campo incógnita Graus de liberdade Função base

vr 9 biquadrática
vz 9 biquadrática
p 3 linear discont́ınua
c 9 biquadrática
cr 4 bilinear
cz 4 bilinear

Total 38
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