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3
Método Numeérico

O sistema de equagoes diferenciais que descrevem o escoamento aumen-
tado da equacdo de transporte de ¢(z) do método de Level Set foi resolvido

pelo método de residuos ponderados e fungoes base de elementos finitos.

3.1
Formulacao integral das equacoes de Navier - Stokes e Level Set

O residuo da equagao (2-1) é formulado como,

R, = /(p% +puNu—V.T — fB)WdQ=0 (3-1)
Q

onde W é uma funcao peso vetorial definida como,

)= 6) ()0 () o

/N
v~ '
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w

levando em conta a definicdo de W e escrevendo a equacao (3-1) em

coordenadas cilindricas,
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onde v, e v, sao componentes da velocidade nas direcoes r e z respecti-
vamente, f, e f, sdo componentes da for¢a no contorno, fZ e fP sio forgas

distribuidas no corpo.

Os residuos ponderados nas duas direcoes r e z (desenvolvidas posterior-

mente) sao obtidos considerando-se W7 e W5 independentes.

Além disso, para fluidos incompressiveis de massas especificas iguais, o

residuo da equagao (2-2) é reduzido a,

Rpe — /Q (V.a)y d = 0 (3-4)

Finalmente, o residuo da equacao advectiva de transporte da funcao

escalar ¢(Z), equagao (2-8), é dado por:

oec = B
R. = /Q% L avedQ =0 (3-5)

3.2
Método de elementos finitos

3.2.1
Definicao das funcoes base

Os campos de velocidade u, pressao p e funcao escalar ¢ sao escritos como
combinacao linear de fungoes base em cada elemento quadrilateral do dominio.
Foram utilizadas funcoes biquadraticas ¢, para os campos de velocidade e

funcao escalar c, e fungoes lineares discontinuas x; para escrever a pressao.

. (w)z(z?lvm)
Uz S Vs
3

p o= D Py
j=1

9
c = ZCj¢j (3-6)
j=1
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As funcoes Lagrangeanas biquadraticas ¢;[18] sao definidas como,

§(E—Dn(n—1)

$1(§,m) = 1
bo(E) = §€+ 1);7( -1
ba(E) = §€+ 1);7(77 +1)
balEn) = §(€ — 1);7(77 +1)
bs(E117) = (1- 52);7( 1)
bs(E.m) = (€ + 1)2(1 )
br(E17) = (1- 52)277( 1)
be(E17) = (= 1)2(1 )
¢o(&m) = (1= €)1 —n?) (3-7)
As fungdes y; sdo definidas como,
xi(€m) =1
x2(&,m) =1
xs(§m) = ¢ (3-8)

onde £ e 1) sao as coordenadas elementares.

O vetor solucao Sy ¢ formado pelos coeficientes de expansao linear:

Vg
¢
P.

J

Sv = (3-9)

As equagoes de conservagao de massa e quantidade de movimento linear
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para fluidos Newtonianos, equacao de Navier - Stokes, sao resolvidas usando
a formulacao de Galerkin, ou seja, a funcao peso é igual a funcao base. No
entanto, a equacao de Level Set é resolvida usando a formulacao de Petrov-

Galerkin[19], onde a fungao peso v; é escrita como,

Vi = Qi + he—r (3-10)

onde h, é um parametro usado no método SUPG (Stream Upwind

Petrov-Galerkin) para estabilizar o método.

3.2.2
Calculo do vetor residuo

Considera-se que o vetor residuo é formado por quatro partes, as duas
primeiras sao os residuos da equagao de conservagao da quantidade de movi-

mento linear R’ e R! . a seguinte é o residuo da equagao de Level Set R! e

mz)

a tltima parte ¢ o residuo da equagao de conservagao de massa R!
i
Rmr

R=| ™ (3-11)

i i o3 : =
onde os termos R, e R. . sao definidos segundo a equagao (3-3) como,

ov,

R == 8”’”¢ dQ+/ p(v % + 0,50): d02
+/<Tzr% +Trr% 1T09¢z) ds2
/fr@dl“ /f Gdi=1,-- .9 (3-12)
R = [ o%rodns [ .5 + 05 )0
d de;
+/(T f +Tzrd¢)

/fz@dl‘ /f Gidi=1,- 0 (3-13)
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Além disso, a funcao residuo da equagao advectiva (3-5) é explicitada
como,

. dc Oc Oc
t— —); — — )b, cg=1.--- -14
R i atwldQ—l—/Q(vzaZ —i—vrﬁr)z/}ldﬁ,z , .9 (3-14)

Finalmente, apresenta-se também o residuo explicitado da equagao (3-4)

em coordenadas cilindricas,

~ ov ov v
i 2 r U g0 =1 1

3.2.3
Calculo da matriz jacobiana

Uma vez substituida as expansoes dos campos nas equagoes (3-12), (3-
13), (3-14) e (3-15); obtém-se um sistema de equagoes algébricas nao lineares.

Este sistema é resolvido utilizando-se o método de Newton.

A matriz jacobiana J do método de Newton é definida como:

_OR

J=—
OSv

(3-16)

A matriz pode ser dividida em 16 blocos, correspondendo as derivadas
dos quatro residuos em rela¢do aos quatro campos nao conhecidos (Vg;, Vz;,
Pje Cj):

ORi . OR!,. OR.. OR!,
OVg; OV aC; OP;
OR:,, ORY,, OR., OR..

_ OVr;  OVg; aC; OP;

J= ajo aRf OR?; 8RJ§ (3‘17)

OVg; OVz;  9C; 0P
OR!,. ORY,. OR.,. OR..
aij OVZJ‘ 8Cj 6Pj

Por ser um problema transiente, a matriz jacobiana J deve ser dividida
por uma parte relacionada com o termo transiente e uma parte relacionada

com o termo permanente.
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1
J=—M+1J -1
N + Jrp (3-18)

onde a matriz M é nomeada matriz massa e calculada como,

0 ;S 0 0

0 0 f ¢jdQ 0

0 0 0 0

e a matriz Jgp como,
ORy,  ORy,  ORy,.  ORy,
dVr; OVz; 90 aP;
ORY_  ORY_  ORY. ORI,
Jep = | O Of opb ont (3-20)

OVg;  OVz; 00, op;
ORY. ORY, ORY. ORI,
8VRJ' QVZJ‘ 6Cj an

RZ*

mr? mz)

ik %
R e R nao

incluem o termo temporal das respectivas equagoes. Por exemplo,

E importante mencionar que os termos residuos R

R, = / 2% 40,95, 40
Q

* 0z
[, e
- [roudr— [ pPoiami=1, 0 (3.21)

Em seguida mostra-se em detalhe o calculo de cada termo:

— Jacobiano de R} :

OR®. 9o, 90, Ov, / OT., O
Wiy /Qp(“Z 9. turg, T )0idd+ Q<aij 92

aTrr a¢z + 1 aTG@
8VRj or T 8VRJ-
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aRZ* avr aTzr a¢z N
aVZJ /p¢] Oz ¢Z d§) + / aVZ] Oz dQ’ZJJ - 17 79 (3_23)

a}%m'r :/(8Tzr agbz + aTTT8¢Z + 18T06¢)d9,2,] - 1 79 (3_24>

aC; — Jo 0C; 9z T aC; or v aC,

* T'r'r % 107
8Rmr_/(8 0¢; | 10Ty NdQi=1,---,9j=1,2,3 (3-25)

op, _ J,\ap, or v op,

— Jacobiano de R :

OR™ Ov, 8Tzr 8@251 .
D .
OV, / POs gy LY / Wy o) BEET =19 (3-26)

Wy /Qp< s T, g et | (G

8 VZ j 67“

+ )di,j=1,---.,9 (3-27)

ﬁRmZ . /(aTzz a¢2 aTzr a¢1) de Z,] — 17 A ’9 (3-28)

oC; ~ Jo 0C; 9z ' aC; or

aRng _ /(aTzz 8¢2
OP; — Jq OP; 0z

YdQui=1,---,9j=1,2,3 (3-29)

— Jacobiano de R} :

iﬁif=/%de9”'=1’2’3”':1““’9 o
8%6_02_1233_1 .9 (3-32)
a;z];: — 04,5 =1,2,3 (3-33)

— Jacobiano de R*:

ORY
Vg

Jc .
Qaquwzdgazmj - 17 79 (3_34)
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OR™ Oc
= [ ZpahdVi,j=1,-, -
OR 09; I, .
= r o z o Wi Qv7 :17"'7 -
ac, /Q(v o + v az)z/}d iy ] 9 (3-36)
C _0j=1 - Q9 f— _
ap, 0;1 , ,9;7=1,2,3 (3-37)

E preciso calcular a derivada das componentes do tensor de tensoes T’

em funcao de Vi;, Vz;, C; e P; (para detalhes: apéndice A).

dp
ac;
considerando a viscosidade definida na equagao (2-6) tem-se,

O célculo de é necessario para encontrar os termos do jacobiano,

d_:u o ( _ ) dHE(C>

= = m)y{1 + cos()

ci=1 ... -
> Bi=tee9 (339)

3.24
Método de Newton, solucao do problema nao linear

O método de Newton foi escolhido para resolver o problema nao linear
devido a boa convergéncia. Com um chute inicial adequado a convergéncia é

quadratica.

Entao, deve-se resolver iterativamente o seguinte sistema até satisfazer o

critério ||R|| < erro.

JASy™ ! = —R(Sy")
Sv" ™ = Sy" + ASy" ! (3-39)
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Em cada iteracao resolve-se o sistema linear usando a decomposicao LU

utilizando o método frontal para economizar memoria.

3.2.5
Método de Euler implicito, solucao do problema transiente

Para resolver o problema transiente, isto é, dependente do tempo usa-se
o método de Euler implicito. O chute inicial do seguinte instante de tempo é

calculado por uma extrapolacao linear dos dois instantes anteriores.

Svi— Svi_

Com esse valor usa-se o método de Newton novamente.

3.2.6
Modelagem da tensao interfacial

Até agora nao foi considerado a tensao interfacial entre 6leo e agua na

formulagao numérica.

Embora a tensao interfacial seja uma forca que age na superficie,
considera~se para o modelo que ela é uma forga distribuida no corpo[l6].
Para garantir que s atua na interface, multiplica-se o novo termo forga com

a funcao §(c), que é diferente de zero somente na faixa onde estd a interface[15].

Por isso, o residuo ponderado da equacgao de conservacao de quantidade

de movimento linear, equagao (3-1), é modificado como,

R = / (00 4 pi.Va VT 4 okVes) W2 =0 (3:41)
Q

onde o e k foram definidos anteriormente.

Por causa do novo termo, adiciona-se a equagao (3-12) o seguinte,

—|—/ Uk@5(0)¢i d;i=1,---,9 (3-42)
o) 37“
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Da mesma maneira se incrementa a equacao (3-13) o termo,

+/ akﬁé(c)qﬁi dvi=1,---.9 (3-43)
Q 82

O novo termo da equagao (3-41) depende s6 do campo ¢ e suas derivadas

¢, € c,, por isso apenas alguns termos do jacobiano sao modificados.

Tk

.. AR
— Termo adicionado a ==z

ac,
0, dc di(c) o
+ [ oh(GEs) + 5 T )0 = 1.9 (3-44)
— Termo adicionado a %R—éifz:
8¢j 00 d(S(C) T
+[20k(55(C)+£ de )QSZdQ,Z,j—]., 79 (3—45)

onde o termo d;éc_) ¢ calculado como:
dé(c) —mp; . mc, .
= —):5=1,---.9 3-46
i = e =1e (340

Como foi discutido anteriormente a curvatura da interface pode ser
expressa em termos do campo ¢(Z), ji que a isolinha ¢(Z) = 0 representa a
interface entre as fases. Em coordenadas cilindricas a equacao da curvatura,
equacao (2-14), é funcao de derivadas segundas do campo escalar ¢. Como na
representacao por elementos finitos, as derivadas do campo ¢ sao discontinuas

nas fronteiras dos elementos, o calculo da segunda derivada nao pode ser feito.

Para contornar este problema, as componentes do gradiente de ¢, re-

% o ¢, = % sio considerados campos independentes,
or 0z

também representados por uma combinacao linear de funcoes base de elemen-

presentadas por ¢, =

tos finitos:
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4
e =Y Crjp;
j=1

4
c: =Y Crjp; (3-47)
j=1

onde ¢; é uma fungao Lagrangeana bilinear.
Desta forma, as segundas derivadas que aparecem no calculo da cur-
vatura sao calculadas como derivadas deste campo auxiliar, denominado de

gradiente de ¢ interpolado.

Os residuos ponderados associados a estes novos campos sao:

i Jc o

R, = /Q(_ar —C)pidQi=1,--- 4 (3-48)
i dc o

R, = /Q(—az — )i dQi=1,--- 4 (3-49)

O vetor residuo deve ser acrescido destes termos no caso de solugao de

escoamentos com nimero de capilaridade C'a diferente de infinito.

Da mesma forma, a matriz jacobiana deve ser acrescida dos termos
associados aos novos residuos ponderados e as novas variaveis do problema. O
apéndice B desta dissertacao apresenta o cdlculo da nova matriz jacobiana em
detalhes.

Finalmente, a tabela (3.1) resume os graus de liberdade totais por
elemento. Percebe-se o grande nimero de graus, o que significa um alto custo

computacional quando considera-se a tensao interfacial.
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Tabela 3.1: Numero de graus de liberdade total por elemento

Campo incognita

Graus de liberdade

Funcao base

Uy 9 biquadratica

v, 9 biquadratica

D 3 linear discontinua

c 9 biquadratica

Crp 4 bilinear

C, 4 bilinear
Total 38

40
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