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A
Primeiro Apêndice

A.1
Cálculo dos termos de tensor de tensões

Em coordenadas ciĺındricas, as componentes do tensor de tensões ¯̄T são

definidas como:

Tzz = −p+ 2μ
∂vz
∂z

Tzr = μ(
∂vz
∂r

+
∂vr
∂z

)

Trr = −p+ 2μ
∂vr
∂r

Tθθ = −p+ 2μ
vr
r

(A-1)

Considerando a viscosidade como uma propriedade constante em cada uma

das fases (óleo e água) tem-se,

∂Trr

∂VRj

= 2μ
∂φj

∂r
; j = 1, · · · , 9 (A-2)

∂Tzr

∂VRj

= μ
∂φj

∂z
; j = 1, · · · , 9 (A-3)

∂Tθθ

∂VRj

= 2μ
φj

r
; j = 1, · · · , 9 (A-4)

∂Tzr

∂VZj

= μ
∂φj

∂r
; j = 1, · · · , 9 (A-5)

∂Tzz

∂VZj

= 2μ
∂φj

∂z
; j = 1, · · · , 9 (A-6)

∂Trr

∂Cj

= 2
∂μ

∂Cj

∂vr
∂r

; j = 1, · · · , 9 (A-7)

∂Tzr

∂Cj

= (
∂vz
∂r

+
∂vr
∂z

)
∂μ

∂Cj

; j = 1, · · · , 9 (A-8)

∂Tzz

∂Cj

= 2
∂μ

∂Cj

∂vz
∂z

; j = 1, · · · , 9 (A-9)

∂Tθθ

∂Cj

= 2
∂μ

∂Cj

vr
r
; j = 1, · · · , 9 (A-10)
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∂Trr

∂Pj

= −χj; j = 1, · · · , 3 (A-11)

∂Tzz

∂Pj

= −χj; j = 1, · · · , 3 (A-12)

∂Tθθ

∂Pj

= −χj; j = 1, · · · , 3 (A-13)
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B
Segundo Apêndice

Devido aos novos campos cr e cz o vetor SV tem mudado,

SV
∗∗ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

VRj

VZj

Cj

Pj

CRj

CZj

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(B-1)

Além disso, o vetor de reśıduos R também é redefinido como,

R∗∗ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ri
mr

Ri
mz

Ri
c

Ri
mc

Ri
cr

Ri
cz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(B-2)

Consequentemente a matriz JRP é dada por,

J∗∗
RP =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂Ri∗
mr

∂VRj

∂Ri∗
mr

∂VZj

∂Ri∗
mr

∂Cj

∂Ri∗
mr

∂Pj

∂Ri∗
mr

∂CRj

∂Ri∗
mr

∂CZj

∂Ri∗
mz

∂VRj

∂Ri∗
mz

∂VZj

∂Ri∗
mz

∂Cj

∂Ri∗
mz

∂Pj

∂Ri∗
mz

∂CRj

∂Ri∗
mz

∂CZj

∂Ri∗
c

∂VRj

∂Ri∗
c

∂VZj

∂Ri∗
c

∂Cj

∂Ri∗
c

∂Pj

∂Ri∗
c

∂CRj

∂Ri∗
c

∂CZj

∂Ri∗
mc

∂VRj

∂Ri∗
mc

∂VZj

∂Ri∗
mc

∂Cj

∂Ri∗
mc

∂Pj

∂Ri∗
mc

∂CRj

∂Ri∗
mc

∂CZj

∂Ri
cr

∂VRj

∂Ri
cr

∂VZj

∂Ri
cr

∂Cj

∂Ri
cr

∂Pj

∂Ri
cr

∂CRj

∂Ri
cr

∂CZj

∂Ri
cz

∂VRj

∂Ri
cz

∂VZj

∂Ri
cz

∂Cj

∂Ri
cz

∂Pj

∂Ri
cz

∂CRj

∂Ri
cz

∂CZj

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(B-3)

B.1
Cálculo dos termos adicionais da matriz JRP

– Termo adicionado a ∂Ri∗
mr

∂CRj
:

+

∫
Ω

σ
∂k(cr, cz)

∂CRj

∂c

∂r
φiδ(c) dΩ; i = 1, · · · , 9; j = 1, · · · , 4 (B-4)

– Termo adicionado a ∂Ri∗
mr

∂CZj
:
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+

∫
Ω

σ
∂k(cr, cz)

∂CZj

∂c

∂r
φiδ(c) dΩ; i = 1, · · · , 9; j = 1, · · · , 4 (B-5)

– Termo adicionado a ∂Ri∗
mz

∂CRj
:

+

∫
Ω

σ
∂k(cr, cz)

∂CRj

∂c

∂z
φiδ(c) dΩ; i = 1, · · · , 9; j = 1, · · · , 4 (B-6)

– Termo adicionado a ∂Ri∗
mz

∂CZj
:

+

∫
Ω

σ
∂k(cr, cz)

∂CZj

∂c

∂z
φiδ(c) dΩ; i = 1, · · · , 9; j = 1, · · · , 4 (B-7)

B.2
Cálculo das derivadas da curvatura k em função de CRj e CZj

∂k

∂CRj

= {(c2z
∂ϕj

∂r
− 2czϕjczr + 2crϕjczz)(c

2
r + c2z)

3
2

−3(c2zcrr − 2crczczr + c2rczz)(c
2
r + c2z)

1
2 (crϕj)}

/(c2r + c2z)
3 +

ϕj

r
[

1

(c2r + c2z)
1/2

− c2r
(c2r + c2z)

3/2
]; j = 1, · · · , 4 (B-8)

∂k

∂CZj

= {(2czϕjcrr − 2cr[ϕjczr + cr
∂ϕj

∂r
] + c2r

∂ϕj

∂z
)(c2r + c2z)

3
2

−3(c2zcrr − 2crczczr + c2rczz)(c
2
r + c2z)

1
2 (czϕj)}

/(c2r + c2z)
3 − ϕj

r

crcz
(c2r + c2z)

3/2
; j = 1, · · · , 4 (B-9)

B.3
Cálculo dos novos termos da matriz J∗∗

RP

∂Ri
cr

∂Cj

=

∫
Ω

∂φj

∂r
ϕi dΩ; i = 1, · · · , 4; j = 1, · · · , 9 (B-10)

∂Ri
cr

∂CRj

= −
∫
Ω

ϕjϕi dΩ; i, j = 1, · · · , 4 (B-11)

∂Ri
cz

∂Cj

=

∫
Ω

∂φj

∂z
ϕi dΩ; i = 1, · · · , 4; j = 1, · · · , 9 (B-12)

∂Ri
cz

∂CZj

= −
∫
Ω

ϕjϕi dΩ; i, j = 1, · · · , 4 (B-13)
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O resto dos termos não definidos da matriz J∗∗
RP consideram-se zeros.
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