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3 Processos Estocasticos

Ao contrdrio dos processos deterministicos que sdo facilmente modelados e
previsiveis, os processos estocasticos sdo regidos por fendmenos aleatérios, ou
seja, as varidveis que seguem este tipo de processo mudam imprevisivelmente de
trajetéria no tempo, dificultando dessa forma a modelagem.

Os processos estocdsticos podem ser ainda divididos em processos de tempo
continuo e processos em tempo discreto. No caso de o processo ser de tempo
continuo, as mudangas podem ocorrer em qualquer tempo. J4 no de tempo
discreto, ela ocorre somente em determinados pontos fixos no tempo. Quanto a
classificacdo da varidvel, as continuas podem variar em um intervalo de tempo
infinitesimal, ja as discretas podem ser observadas somente em valores discretos

Nesta dissertacdo, para facilitar a andlise dos dados serd considerado a
varidvel como sendo continua em tempo continuo.

De acordo com Dixit e Pindyck (1994), o processo estocastico pode ser
definido, mais formalmente, por uma lei da probabilidade para a evolugdo de x;
(varidvel x no tempo t). Ou seja, dados os tempos t; < t, < t3 < -+, é possivel
calcular a probabilidade correspondente aos valores x4, X, X3, ..., estarem em um
intervalo especifico, por exemplo:

prob(a; < x; < bj,a; < xy; < by, ...).
Quando o tempo estd em t;, pode-se observar o valor de x4, e, a partir desta

informacao, se faz possivel o calculo de eventos futuros condicionados a ela.

3.1 Processo de Markov

O processo de Markov € um processo estocdstico em particular. Neste tipo
de processo, somente o valor corrente € relevante para se prever o futuro. O
histérico de uma varidvel e todo seu comportamento anterior € irrelevante para a

previsao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0913441/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0913441/CA

24

Isto significa que a distribuicdo de probabilidade para os valores futuros
depende somente do valor hoje, e que ndo € afetado pelos valores passados do
processo ou por qualquer outra informagdo atual. Como resultado, somente o
valor de hoje € necessério para fazer a melhor previsao para amanha.

De acordo com Hull (2000), processos de Markov sdo consistentes com a
forma fraca de efici€éncia de mercado. Na forma fraca, o preco atual de uma acao
encerra todas as informacdes contidas em seu histérico de precos. Nao se requer
que eles incorporem informacdes de balanco ou informagdes privadas.

Precos de acdes sdo normalmente modelados como processos
Markovianos. Caso o preco das acdes incorporasse O seu comportamento
historico, a metodologia chamada de andlise técnica poderia funcionar, pois seria
possivel obter excesso de retorno na compra de a¢des somente pela interpretacdo e

andlise do grafico do histérico de precos.

3.2 Processo de Wiener

Também conhecido como Movimento Browniano, € um tipo especifico de
processo estocdstico de Markov, que tem sido utilizado pela fisica para descrever
o movimento de uma particula sujeita a uma grande quantidade de pequenos
choques moleculares.

Este processo é um processo estocdstico de tempo continuo com trés
propriedades. A primeira delas se refere ao fato de ser um processo de Markov, e,
portanto o preco futuro de uma commodity depende do preco corrente, mas
independe da trajetéria dos precos no passado. A segunda se refere ao fato de ter
incrementos independentes. Isto significa que a variacdo ocorrida num intervalo
de tempo € independente da ocorrida em qualquer outro intervalo de tempo. E, a
terceira e ultima, se refere ao fato de que estes incrementos seguem uma
distribuicdo normal com parametros que dependem s6 do intervalo de tempo
(incrementos estacionarios).

Formalizando tudo o que foi dito anteriormente, se z(t) for um processo de
Wiener, entdo, qualquer mudanca em z, Az, no intervalo de tempo At, deve

satisfazer as seguintes condi¢des:
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1. A relagdo entre Az e At deve ser dada por: Az = e,\/At , onde
€:~N(0,1).

2. A variavel aleatdria €; € descorrelacionada, ou seja, [€.€5] = 0 para
t # s. Isso significa que os valores de Az para dois intervalos de
tempo diferentes sdo independentes. E assim, z(t) segue um

processo de Markov com incrementos independentes.

A partir da condi¢do 1, é possivel notar que Az~N(0,At) e portanto, a
variancia de um processo de Wiener cresce linearmente com o horizonte de
tempo. O processo de Wiener €, portanto, um processo nao-estaciondrio € no
longo prazo sua variancia tende a infinito

Ja quando se faz At ser um ndmero infinitesimalmente pequeno, ou melhor,
At tender a zero, pode-se representar este incremento do processo de Wiener, dz,

em tempo continuo como:
dz = €, Vdt.

Visto que €,~N(0,1), entdo E(dz) = 0 e Var(dz) = E[(dz)?] = dt.
O termo dz = €,V/dt implica em mudancas bruscas de trajetéria. Para um
pequeno intervalo At, o movimento do desvio-padrdo serd muito maior que o

movimento do termo de tendéncia (se At é pequeno, VAt é muito maior que At).
Isso determina um comportamento serrilhado dos caminhos do processo de

Wiener. Por razdes similares, o processo de Wiener ndo tem derivada em relacao
) . _1 s
ao tempo no sentido convencional, Az / At = €:(At) /2 torna-se infinito quando

At se aproxima de zero.

3.3 Movimento Aritmético Browniano

O Movimento Aritmético Browniano (MAB) ou movimento Browniano
com drift € o caso particular mais simples de processo de Ito, pois os termos a € b

sdo constantes: a(x,t) = a e b(x, t) = 0.
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dx = adt + odz

Onde a parte deterministica é representada pelo termo adt e a parte
estocdstica por adz. Neste caso, x € dito seguir um MAB com termo de drift, ou

tendéncia, a e volatilidade o.

Possui como valor esperado E(dx) = adt e variancia, Var(dx) = o%dt
conforme pode ser observado abaixo:

E(dx) = E(adt + 0dz) = E(adt) + E(odz) = aE(dt) + cE(dz) = adt

Var(dx) = E((dx — E(dx))?) = E((dx — adt)?) = E((adt + odz — adt)?)
= E((0dz)?) = 0%dz? = g2dt

Este processo é apropriado especificamente para varidveis econdmicas que
crescem numa taxa linear e mostram um aumento de incerteza. Como
propriedades, esse movimento possui as seguintes:

1. Devido a distribuicdo normal, x pode ser tanto positivo quanto
negativo;

2. Se t+dt >t, entdo x4, 4, € um valor futuro do processo relativo
ao tempo t e sua distribui¢do segue x;,4.~N (x; + adt, c2dt);

3. A variancia da previsdo x;,4¢ tende a infinito se t + dt também

tender.

Este processo pode ser apropriado para modelar fluxo de caixa liquido. Foi
o primeiro modelo matematico usado para valorar op¢des como pode ser visto na
em Bachelier (1900). Samuelson (1965) propds o movimento geométrico
browniano para evitar os precos negativos do MAB.

O movimento aritmético browniano € um processo de Markov:

dx = x(t + dt) — x(t) = adt + odz
x(t +dt) = x(t) + adt + odz
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Isto significa que x(t + dt) depende do valor corrente x(t), mas nao dos
precos passados x(ts), onde s < t.

Pode-se observar ainda que no longo prazo a tendéncia de crescimento €
dominante, ja no curto prazo, a volatilidade é a dominante. Isso ocorre pelo fato
de o desvio-padrio ser g/t e para um t grande, ou melhor, no longo prazo,

\/f « t, entretanto para um t pequeno, ocorre 0 contrario.

3.4 Movimento Browniano Generalizado — Processo de Ito

O movimento browniano generalizado, também conhecido como processo
de Ito, € dado pela seguinte equacao:

dx = a(x,t)dt + b(x, t)dz

Onde é a(x,t) e b(x,t) sdo fungdes ndo aleatdrias e conhecidas. Sendo a
parte deterministica representada pelo termo a(x,t)dt e a parte estocdstica por
b(x,t)dz. Neste caso, x é dito seguir um processo de itd com termo de drift, ou
tendéncia a(x,t) e volatilidade b(x, t).

Seu valor esperado é E(dx) = a(x,t)dt e varidncia, Var(dx) =

[b(x, t)]dt, conforme pode ser observado abaixo:

E(dx) = E(a(x,t)dt + b(x,t)dz) = E(a(x,t)dt) + E(b(x,t)dz)
= a(x,t)E(dt) + b(x,t)E(dz) = a(x, t)dt

Var(dx) = E((dx — E(dx))?) = E((dx — a(x, t)dt)?)
= E((a(x, t)dt + b(x, t)dz — a(x, t)dt)?) = E((b(x, t)dz)?)
= b(x,t)%dz? = [b(x, t)]?dt

Os parametros a(x,t) e b(x,t) sdo também conhecidos como taxa de
crescimento esperado instantdneo e taxa de variancia instantanea do processo de

Ito.
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3.4.1 Movimento Geométrico Browniano

O Movimento Geométrico Browniano (MGB) é um dos casos mais
utilizados do processo de It6. Neste movimento, os termos a e b sdo: a(x,t) = ax
e b(x,t) = ox. Portanto, sabendo que o processo de Itd € representado por

dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz, o MGB sera escrito da seguinte forma:
dx = axdt + oxdz,

Ou, simplesmente, por:

dx
— =qdt + odz
X

Neste caso, x € dito seguir um MGB com drift ¢ e volatilidade o.

Z . .~ dx
Pode-se observar na segunda férmula anterior, que a razdo — segue um

dx
MAB. E sabe-se que —> ou melhor, a mudanga percentual em X, segue uma

normal. Isso pode ser observado da seguinte forma:

d 1 dx
—(Inx) = —dx = —
dx X X

Sendo assim, nota-se que log x tem uma distribui¢ao normal e x terd uma
e e~ dx .
distribui¢ao log-normal. Isso se deve ao fato de ao fato de — Ser o incremento no

log x e ter uma distribui¢do normal, pois seu processo é um MAB.

O MGB se tornou mais difundido e conhecido ao ser utilizado como
premissa da famosa férmula de precificacdo de opcoes de Black&Scholes. Nesse
modelo afirma-se que o log do preco de acdes segue um movimento geométrico
browniano.

Este processo é apropriado para varidveis econdmicas que crescem
exponencialmente a uma taxa média a e com volatilidade proporcional ao nivel da
varidvel.

Neste processo, dx possui como valor esperado E(dx) = adt e

variancia, Var(dx) = a?dt conforme pode ser observado abaixo:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0913441/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0913441/CA

29

E(dx) = E(axdt + oxdz) = E(axdt) + E(oxdz) = aE(xdt) + cE(xdz)
= axdt

Var(dx) = E((dx — E(dx))?) = E((dx — axdt)?)
= E((axdt + oxdz — axdt)?) = E((oxdz)?) = (0x)*dz?

= g%x?dt

Ja para o cdlculo do valor esperado da varidvel x(t), sabendo que a mesma
tem uma distribui¢do log-normal, devemos fazer F(x) = Inx que possuird uma
distribui¢cdo normal. Utilizando o lema de It temos:

oF oF 10°%F

dF = —dt + —dx + 5= dx?

ot T ax P T2 ™
oF OF 1 0°F 1
Temosque.a_o,a_;,ﬁ__x_z.

E também que: dx? = (axdt+ oxdz)? = (ax)?dt? + (ox)*dz? +
2aox?dtdz = (ox)?%dt

Logo:

1 1 dx 1
dF——dx+—(ax)2dt——+20 dt

1
dF = adt + odz + Eazdt

1
dF = (a +§02) dt + odz

Sendo assim, temos que dF~N [(a+%02),02dt], ap6s algumas

manobras chegaremos a E(x;) = x,e*’ e que sua variancia é Var(xy) =
xgemxT(eazT _ 1)‘
Como propriedades, esse movimento possui as seguintes:
1. Se x comeca sendo positivo, ele sempre serd positivo, ou seja, ele nao
varia de positivo a negativo;
2. x tem uma barreira absorvente em zero, ou seja, se x chega a zero (um

evento com probabilidade zero), entdo x permanece nesse valor. Ou
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melhor, por exemplo: se o preco de uma acdo chegar a zero, significa que
a mesma virou “p6”, que ndo tem mais valor algum;

3. Sabendo que x; segue uma distribuicdo log-normal e quando u > t,
E(lnx,) = Inx; + a(u — t) — 1/2 o?(u—t), Var(lnx,) =o(u—t)
Logo, Inx,, tem distribuicdo normal com média x,exp [a(u — t)];

4. A variancia da previsdo de x,, tende a infinito quando u tende a infinito.

Devido as suas caracteristicas, 0 MGB pode ser usado para qualquer modelo
que se comporte sempre positivamente, e que cres¢a na média a uma taxa
exponencial constante. Como exemplo de uma série com estas caracteristicas
temos as séries de precos de commodities. Também hd casos em que uma taxa de
crescimento negativa é desejada para uma varidvel positiva, 0o MGB também se

adequa a este caso.

3.5 Movimento de Reversao a Média

O Movimento de Reversdao a Média, MRM, é amplamente utilizado para a
modelagem de séries de preco de commodities e de taxas de juros. Entretanto, ndo
¢ recomenddvel sua utilizagdo para séries de curto prazo.

O MRM ¢ um processo de Markov cujo sentido e a intensidade do desvio
sdo dependentes do preco corrente, o que ndo ocorre com o MGB. Isso significa
que esse movimento nao possui incrementos independentes.

Sua forma mais simples é conhecida como processo de Ornstein-Uhlenbeck

e dado pela seguinte equagao:
dx = 77(; — x)dt +odz

Onde 71 € a velocidade de reversdo e x é a média de longo prazo, que € o nivel ao
qual x tende a reverter. Caso x seja uma commodity, X representa o custo marginal
de longo prazo de produ¢do da mesma.

Este processo modela bem as séries de commodities devido ao fato de que

as commodities tem uma tendéncia muito natural de reverter ao seu preco médio
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de longo prazo, que € justamente sua média de equilibrio de mercado, e este
processo de reversao tende a ser lento.
Generalizando a equagcdao do MRM para qualquer que seja o caso, sem ser

especificamente o de Ornstein-Uhlenbeck, temos:

dx=n(u— x)dt+ox’ dz

A escolha do parametro y € arbitrdria, e pode dar uma interpretacio a

volatilidade do processo. Segundo Shimko (1992), este processo exibe, como

principais caracteristicas, as seguintes propriedades:

1. x serd positivo desde que comece positivo;

2. Ao se aproximar x de zero, o drift € positivo e a volatilidade desaparece;

[9S)

. Quando u se tornar infinito, a variancia de uma previsao de x,, € finita.
Este processo € apropriado principalmente para varidveis econdmicas
positivas, que tendem a um preco médio de longo prazo, mas que sofrem
perturbacdes de curto prazo. Ou melhor, isso significa que no curto prazo o preco
pode subir e descer aleatoriamente, mas no longo prazo ele tende a voltar para o
custo marginal de produgao.
Ja no processo de Ornstein-Uhlenbeck, considerando o valor atual de x como

sendo igual axy, u sendo igual ax e, y =0, entdo seu valor esperado e a

variancia de x, —x em qualquer tempo 7, € deterrminada como abaixo:

A partir das equacdes anteriores pode-se comprovar que no longo prazo,

ou melhor, fazendo ¢ tender a infinito, e™ vai tender a zero e,
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conseqiientemente, o valor esperado vai tender a x. Enquanto isso, a variancia

2
o
converge em —— quando f —> oo,

O que ocorre por trds de varidveis que seguem este movimento também
pode ser explicado pela teoria microecondmica. Ou seja, quando 0s precos estdo
baixos, ou melhor, abaixo do preco de mercado, a demanda tende a aumentar e
naturalmente a oferta, a diminuir. Esse aumento de demanda ocorre pois os
consumidores destes produtos tendem a querer comprar mais do mesmo quando
eles estdo baratos. Em contrapartida, a oferta cai porque com os pregos mais
baixos, o retorno obtido pelas unidades produtoras diminui, a margem diminui, e,
com isso, investimentos passam a ser postergados e unidades menos eficientes sao
fechadas para evitar um prejuizo ainda maior, diminuindo, assim, a
disponibilidade do produto e forcando um aumento de preco. Ja caso os pregos
estiverem acima do preco de mercado, ocorre o oposto, a demanda diminui e a 0s
precos caem devido a oferta estar maior que a procura. Entretanto, a velocidade
com que esses precos revertem a média € lenta, ndo € um processo instantineo,
ainda mais porque se tratando de commodities, investimentos de porte altissimo
estardo envolvidos e tudo move mais lentamente.

Analiticamente, na férmula do processo de Ornstein-Uhlenbeck, sabendo
que variacdo esperada de x depende da diferenca entre x e x, se xestiver acima

de x é mais provavel que x caia no préximo intervalo de tempo. Caso esteja
abaixo, a tendéncia € de subida. Esse processo, além de satisfazer a propriedade
de Markov, ndo possui incrementos independentes.

J4 avaliando as variacdes de velocidade de reversdo a média 77, mantendo

2
- o A -
t constante, quando 7 > ~: e " >0 e P — 0, e por consegiiéncia E(x,) — x

e Var(x,)ﬁo. Isso significa que se a velocidade de reversdo tende a infinito, o
valor de x nunca se desviard de x mesmo que momentaneamente. Agora, se

n — 0, sabendo que dx = 77(x - x)dt + odz , com 7 tendendo a zero, essa féormula
se transformard em dx=0odz, o que se resume a um movimento browniano

simples, e, o valor esperado de X, passard a ser zero e sua variancia

Var(dx) =Vaadz) = °t, ou seja, Var(x,) — o’t. O que significa que um
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processo de reversdao extremamente lento tende a se transformar num movimento
browniano.

Outro conceito importante da reversdo a média estd na presenca de uma
medida mais gerencial da velocidade de reversao 1. Esta medida € o conceito de
half-life, ou seja, da meia-vida da reversdo, H. Ele nos d4 uma medida da lentidao
do processo. E o tempo em que a varidvel estocéstica leva para percorrer a metade

do caminho entre o seu valor corrente e a média de longo prazo. A relacdo entre n

e H para o logaritmo do preco P é dada por H = lnTZ E possivel reparar nesta

equagcdo que o valor corrente do preco e a média de longo prazo ndo sio
importantes para esta medida, somente € necessario conhecer a velocidade de
reversao.

Serd demonstrado abaixo como chegar nesta férmula em um processo de

Ornstein-Uhlenbeck. A metade do caminho entre o seu valor corrente e a média

G%) _ It posse desta informacdo e do

de longo prazo € dados por: xq + > 5

valor esperado do processo, podemos encontrar o valor da meia-vida a seguir:

E(x)) =%+ (xg —x)e™

X+ x
TO =X+ (XO - f)e‘”H
X—2xX+x
#0 = (x, — %)e ™
Xg — X
== (xo — x)e™™
2
1
—_ — p—MH
> e
nH = In2
In2
H=—
n

Ainda sabendo que o MRM ¢ mais adequado para a modelagem de taxa de
juros e commodities, ndo € facil rejeitar a hipétese de que eles seguem um MGB,
principalmente se a série for curta. Ou melhor, como ja dito anteriormente, se a
mesma for de curto prazo, a modelagem em MRM pode ser prejudicada tendo em
vista que o MGB € um processo de mais facil modelagem, e teste estatisticos

somente rejeitam o MGB para séries extremamente longas.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0913441/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0913441/CA

34

Ao analisar a convergéncia de longo prazo, nota-se que a grande diferenca
entre 0 MGB e o MRM ¢ que enquanto o MRM converge a média de longo prazo,
0o MGB, quando o tempo tende a infinito, dependendo de seu drift ser positivo ou
negativo, ele apresentard um crescimento ou uma queda e ndo convergird a média
de longo prazo.

Para se diminuir a previsibilidade de um processo de Ornstein-Uhlenbeck,
pode ser mais realista a combinacdo de um MRM com um MGB para o nivel de
equilibrio, ou entdo, adicionar um processo de salto como o de Poisson. Caso
contrario, o MRM pode ser uma escolha de modelagem pior, e obter um resultado
menos realista, que o MGB.

Estudos empiricos (Pindyck & Rubinfeld, 1991) demonstraram que com
precos de petrdleo, a légica da microeconomia indica que o processo estocastico
inclui um componente MRM. No entanto, testes estatisticos somente rejeitam o
MGB para séries extremamente longas.

Um fator que indica a presenca do processo de reversdo a média, pelo
menos dentro do horizonte de aproximadamente dois anos, € a existéncia de um
mercado futuro com estrutura a termo, ou melhor, quando duas partes combinam e
fixam um preco hoje a ser pago e entregue numa data futura. Isto ocorre pelo fato
de os investidores concordarem com que o prego estard girando em torno de uma
média de longo prazo. Nestes casos ainda € possivel perceber uma volatilidade
maior dos precos spot € menor para precos futuros, o que também € mais coerente
com a reversio a média.

Para estimar os pardmetros do MRM sera necessario a utilizagdo de um

processo auto-regressivo de primeira ordem, AR(1), dado que a equacdo
dx:n(x—x)dt+0dzé a versdo em tempo continuo para um processo auto-

regressivo de primeira ordem AR(1). Essa equacdo € o caso limite quando

At — 0 para o seguinte AR(1):

X, —X_, = x(l —e " )+ (e_” - 1))5[71 +é&,

2
Onde € ~ N(0,07) e o7 =g—(1—ez”).
n
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Logo, para que seja possivel estimar os parametros da equagdo do MRM

utilizando dados em tempo discreto deve-se rodar a regressao:
X, —Xx_ =a+bx_ +¢&

Com os resultados da regressdo, o calculo dos parametros do MRM ¢é feito

da seguinte forma:

}z—%, fi=-logl+b), &=

onde 6.€ o erro padrio da regressio.

Para saber se o preco de uma commodity ¢ melhor modelado por um MBG
ou por um MRM deve-se, primeiramente, examinar os dados, estimar a equacao

auto-regressiva de primeira ordem mostrada anteriormente, e testar se o0
coeficiente de X, ; no lado direito da equagdo € significativamente diferente de

zero. Entretanto, para Dixit e Pyndick (1994), existem dois problemas gerados por

isso, o primeiro diz respeito a hipdtese nula de que o coeficiente deve ser zero,
para que seja possivel dizer que X, segue um passeio aleatdrio. Seu estimador de

minimos quadrados ordindrios € enviesado em torno de zero, sendo assim, nao se
faz possivel a utilizagdo do teste t para se determinar onde a estimativa é
significativamente diferente de zero. No entanto, hd uma segunda alternativa de
teste que pode ser facilmente aplicada em vez do teste t. Essa alternativa se chama
unit root tests, ou, em portugués, teste de raiz unitario, desenvolvido inicialmente
por Dickey e Fuller (1981) e mais tarde ampliado e refinado. J4 o segundo
problema € ainda mais sério: a necessidade de uma série longa, com muitos anos
para que seja possivel determinar com algum grau de confianca, quando uma

varidvel segue um Movimento de Reversdao a Média.

3.5.1 Outros Modelos de Reversao a Média

No seu famoso artigo Schwartz (1997) apresenta trés modelos de

comportamento estocdstico para os precos das commodities, que levam em
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consideragdo a reversdo a média em termos de sua habilidade em precificar
contratos futuros e sua implicagdo com relacio a outras institui¢des financeiras e

ativos reais.

¢ Primeiro modelo: modelo simples de apenas um fator no qual supde-se
que o logaritmo do preco spot da commodity segue um processo de
reversao a média do tipo Ornstein-Uhlenbeck;

¢ Segundo modelo: ¢ uma variagdo do modelo de dois fatores de Gibson e
Schwartz (1990). Leva em consideracdo um segundo fator estocdstico, a
taxa de conveniéncia da commodity, presumida como um processo de
reversdo 4 média e positivamente correlacionada com o preco spot';

¢ Terceiro modelo: ¢ uma versdo extendida do modelo de dois fatores de
Gibson e Schwartz (1990). Inclui, além dos dois fatores anteriores, taxas
de juros estocdsticas. Neste modelo de trés fatores, a taxa de juros
instantanea € pressuposta como seguindo um processo de reversao a média

similar ao proposto por Vasicek (1977).

A seguir serdo descritos os trés modelos propostos por Schwartz (1997).

3.5.1.1 Primeiro Modelo: Ornstein-Uhlenbeck

Neste primeiro modelo, o preco a vista da commoditysegue um processo

estocdstico similar ao proposto por Ross (1995):
dS = k(u — InS)Sdt + oSdz

onde:
S — preco a vista da commodity
k - velocidade de reversdo a média (k > 0)
u - média de longo prazo do preco
o - volatilidade do preco do ativo
dt - variagcdo do tempo

dz - processo de Wiener

" A correlagdo positive entre as variagdes do preco a vista e as variagdes na taxa de conveniéncia
da commodity é deduzida pelo nivel de estoque. Quando os estoques diminuem, o preco spot deve
aumentar, ja que a producdo é escassa e a taxa de conveni€ncia aumenta dado que os precos
futuros ndo vao aumentar tanto quanto o prego a vista, e vice-versa quando os estoques aumentam.
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Fazendo X = [nS e aplicando o lema de It6:

dX = ade + 10°X ds?
~ a8 2 3S2

dS? = (k(u — InS)S)2dt* + (6S)?dz* + 2k(u — InS)oS?dtdz

Sabe-se que dt? = 0, dt,dz = 0 e que dz? = dt. Logo,
dS? = (6S)?dt

ds? 5
F = og“dt
Voltando ao lema de It6:
dX = aXdS + 162Xd52
oS 2082
dX—dS+1( 1)d52
S 2 52

1
dX = k(u — InS)dt + odz — Eazdt

2

o
dX—k(u—lnS—ﬁ>dt+adz

2

o
dX—k(/x—X—ﬁ>dt+adz

2

g
Fazendoa = u — —:
2k

dX = k(a — X)dt + odz

Sob medida de martingale:

dX = k(a* — X)dt + odz",

onde a* = @ — A, com A representando o preco de risco do mercado (assumido

constante).

J4 o valor esperado € o seguinte:

F(S,T) = E[S(T)] = exp {e-lenS +(1—e g + Z_Z(l _ e—ZkT)}
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E a equacao diferencial parcial é:

1/, 0282 Fss + k(u— A — InS)SFs — Fr = 0

Com equacdo de contorno igual a: F(S,0) = S.

3.5.1.2 Segundo Modelo: Variacao Modelo de dois fatores de Gibson
e Schwaritz

Neste segundo modelo, baseado no modelo de Gibson e Schwartz (1990),
sdo dois os fatores estocdsticos: o preco a vista da commodity e a taxa de
conveniéncia instantanea, §. A taxa de conveniéncia nada mais é do que o fluxo
de beneficios de possuir estoque fisico da commodity. Deve-se ao fato da
existéncia de risco de escassez, e é liquido do custo de estocagem (Kaldor, 1939;
Working, 1948, 1949; Brennan, 1958). Esses fatores assumem os seguintes
processos estocasticos:

dS = (u—6)Sdt + 0,5dz;
dé = k(a — §)dt + 0,dz,
dz;dz, = pdt

Definindo X = InS e aplicando o lema de It6:

dX = 0x ds + 10X ds?
- as 20852

ds? = ((u— 8)S) de? + (0;,5)%dz} + 2(u — 6)Saydtdz,

Sabe-se que dt? = 0, dtdz = 0 e que dz? = dt. Logo,
dSZ = (O-ls)zdt

ds? )
sz T oidt
Voltando ao lema de 1to:
dX = aXdS + 162Xd52
0S 20852
das 1 ds?
aX =2 +5(-D
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1
dX = (u—8)dt + o,dz; — Ealzdt

1
dX = (u -6 — 5012) dt + 0,dz,

Neste modelo a commodity € tratada como um ativo que paga taxa de
dividendos §. Logo, a tendéncia do processo, ajustada ao risco, serd dada por
r — 6. Sabendo que o risco da taxa de conveniéncia ndo pode ser hedgeado, o
processo de ajuste ao risco da taxa de conveniéncia terd um preco de mercado de

risco associado a ele.

3.5.1.3 Terceiro Modelo: Modelo de Trés Fatores

Os fatores estocdsticos neste modelo sdo: o preco a vista da commodity, a
taxa de conveniéncia instantinea e a taxa de juros instantanea. Assume-se que a
taxa de juros instantanea para o ativo livre de risco segue um processo estocastico
de Ornstein-Uhlenbeck, tal como o proposto por Vasicek (1977). Isto permite a
extensdo do modelo de dois fatores, resultando em um modelo de trés. Sob

medida de martingale, temos que:

dS = (r — 6)Sdt + 0,5dz;
d§ = k(@ — 6)dt + 0,dz;
dr = a(m* —r)dt + 0;5dz;
dzidz, = p,dt
dz;dz; = p,dt
dzidz; = psdt

Onde a e m* sido, respectivamente, a velocidade de reversdo a média e a
taxa média de curto prazo, ajustada ao risco do processo que segue a taxa de juros.

Logo, os precos futuros devem satisfazer a seguinte equacao diferencial parcial:

1/2 ofS?Fgs + 1/2 055 Fss + 1/2 03S?For + 010,p1SFss + 02030, Fsy
+ 0-10-3p3$F57- + (T - S)SFS + k(& - 6)5F6 + a(m* - T)F-;- - FT
=0
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Com condicdo de contorno: F(S, §,r,0) = S.

3.6 Movimento de Reversao a Média com saltos de Poisson

O movimento de reversao a média com saltos de Poisson, MRMSP, é um
modelo mais realista para varidveis econdmicas que realizam saltos infreqiientes e
discretos. Ou seja, essas séries inesperadamente podem sofrer saltos ou quedas em
alguns momentos. Normalmente, o interesse € sobre grandes salto de baixa
freqiiéncia.

O processo de Poisson € um processo sujeito a eventos, no caso saltos de
tamanho fixo ou aleatério, com uma freqiiéncia que segue uma distribuicao de
Poisson.

O barril de petréleo do tipo Brent é um excelente exemplo de série que
segue este tipo de movimento, apresentando tanto saltos para cima, jumps up,
quanto para baixo, jumps-down. Esses saltos sdo reacdes do mercado a alguma
crise e/ou noticia.

Segundo Dias e Rocha (1999), neste tipo de processo, o preco tende a
reverter a uma média de longo prazo, e esta tendéncia de reversao € maior quanto
mais afastado da média de longo prazo estiver o preco atual. Seria um movimento
andlogo ao caso da for¢a de uma mola, quanto mais estendida ele estd, com mais
forca ela volta a posi¢ao inicial.

Por ser mais realista, esse processo explica fendmenos empiricos
encontrados em séries temporais, tais como assimetria de retornos (skewness) e
maior probabilidade de eventos extremos (distribuicdo com fatter tails). Além
disso, do ponto de vista econdmico, quando comparado com a reversdo a média,
ele evita o excesso de previsibilidade.

Entretanto, ele também apresenta desvantagens tais como a dificuldade de
modelagem, tendo em vista o aumento do nimero e complexidade dos parametros
a serem estimados no modelo. Outra implicacdo deste modelo é que na teoria ndao
se faz possivel ter um portfélio com retorno livre de risco, caso existam saltos.
Isso s6 ocorre se o risco dos saltos tem prémio de risco igual a zero, que foi

justamente o que Merton (1976) assumiu. Mas, para tal suposicdo, deve-se
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analisar se € razodvel dizer que os saltos em um certo modelo t€m correlagcdo zero
com a economia ou nao.

Sendo A a taxa média de chegada de um evento (salto), em um determinado
intervalo infinitesimal de tempo, dt, a probabilidade de este salto ocorrer ¢ dada
por Adt. Ja a probabilidade de ndo-ocorréncia do evento é dada pelo seu
complemento, ou seja, 1 —Adt. Sendo a varidvel aleatéria # o tamanho do salto, e

g um processo de Poisson, andlogo ao processo de Wiener, em termos

matematicos temos o seguinte:

0 , com probabilidade 1— Adt

dq = "
u , com probabilidade Adt

Reescrevendo este processo estocdstico para a varidvel x como uma
equagdo diferencial de Poisson, ou melhor, utilizando dg, teremos uma equagao

que corresponde a um processo de It abaixo:

dx = f(x,t)dt + g(x,t)dq,

onde f(x,7) e g(x,7) sdo funcdes conhecidas e deterministicas.

Considerando H (x,7) como uma fungio diferencidvel, temos que:

dH =a—Hdt+a—de
ot 0x
dH =a—Hdt+a—H[f(x,t)dt+ g(x,1)dq]
ot ox

Ao contrdrio do que se tem em um processo de Itd, o termo dx nao

depende de ~/dt . Entio, as variacdes de dx alteram H(x,?) de duas maneiras. As
mudangas em H (x,7) ocorrerdo continua e deterministicamente em resposta ao

drift em x e se houver a possibilidade de um evento de Poisson ocorrer, x se
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modificard aleatoriamente de acordo com ug(x,t), e H(x,z) variard na mesma

propor¢do. Sabendo que a probabilidade de ocorréncia de um evento em um

intervalo dt é de Adrt, temos que:
oH
E(a— g(x,ndq)J = £ {A[H (x+ ug).6) H (x.0)
X

Onde o valor esperado que se encontra no lado direito da férmula diz

respeito ao tamanho do salto . Para o célculo de E(dH ) temos:

E[dH]z(E;—iI+ f(x,t)%_i’jmEu{z[H(Hug(x,;),t)_H(x,t)]}dt

Algumas vezes pode-se notar a combinagdo de um processo de [td com um
processo de saltos, ou seja, ele possui mudangas continuas e discretas. O primeiro
acontece o tempo todo, ji este ultimo ocorre com pouca freqiiéncia. Para isso, a

versao apropriada do lema de Ito também combina esses dois efeitos:

dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz + g(x,t)dgq

Ou melhor,
dx = dxCONTiNUO + dxCONTfNUO + delSCRETO
Deter min istico Estocdstico
Onde,
dx CONTINUO a(x ’ t)dt
Deter min istico
dxCONTiNUO = b(x,t )dz
Estocdstico

AXpscrero = 8 (x’ ! )dq

Assim o valor esperado de dH é dado por:
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Elat] - (aa—il+a(x,t)aa—lj+%b2(x,t)aa:? ]dt+ (A0 (s + ug (. ))— H (oot el

Sendo assim, isso pode ser interpretado da seguinte forma:

dH =dH +dH pscrira

CONTINUA

E (dH ) = E (dH CONTINUA )+ E (dH DISCRETA )

Note-se que a derivada de segunda ordem é relevante somente para a
contribuicdo na varia¢do da parte continua do processo. A contribui¢do dos saltos
¢ dada pelo segundo termo do lado direto da equagdo em diferentes pontos
discretamente.

Os processos de Poisson podem ser ainda de dois tipos: homogéneos e
nao-homogéneos, os homogéneos possuem incrementos independentes e
estaciondrios, € com o numero de saltos no tempo tendo uma distribuicao de
Poisson. Ja4 um processo ndo homogéneo ndo requer a premissa de incrementos
estaciondrios e a freqiiéncia destes saltos ¢ uma funcdo do tempo.

Como demonstrado anteriormente, estes processos de Poisson podem gerar
processos mistos de difusdo com saltos, com o processo de Wiener, dz e Poisson

composto, dg, independentes. Pode-se utilizar, dessa forma, combinagdes como

MGB com saltos de Poisson, ou MRM com saltos de Poisson.
No modelo proposto por Dias e Rocha (1999), supds-se que o preco de
petréleo (P) seguia o seguinte processo geométrico de reversdo a média com

saltos:

d?P = [n(p-P)- Akl + oz + dg

Onde,
p {O , com probabilidade 1 — Adt
q =

u , com probabilidade Adt
k=E[u—1]
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Com isso,

Segundo os autores, o tamanho e o sentido dos saltos s@o incertos e t€ém
como distribuicdo de probabilidade duas normais truncadas. Em caso de ocorrer
uma noticia anormal, existe 50% de chance de ocorrer um jump-up e 50% de um
Jjump-down. Ainda, no caso de jump-up, o preco deverd dobrar, enquanto no caso
de jump-down, o preco devera cair pela metade. Conforme pode ser verificado na

figura a seguir:

Figura 3.1 - Distribui¢do Aleatéria do Tamanho dos Saltos

Saltos para Baixo

Saltos para Cima

Frequéncia
Sem Salto

50% 0 +100%
Tamanho do Salto

Fonte: Dias e Rocha (1999)

Os saltos podem ainda ser classificados como sistematicos ou ndo-
sistemdticos. No caso de saltos sistemdticos, ndo seria possivel construir um
portfélio sem risco. Entretanto, no caso de saltos nao-sisteméatico poderia-se usar
contingent claim analysis. Os autores analisaram ambos 0s casos.

Por seguir um movimento de reversdo a média, um MRMSP também
necessita de séries longas, para que seja adequadamente modelado com um bom

grau de confianca.
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