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Anexo A  
Teoria de Probabilidade   

A.1.  Introdução  

É apresentado um resumo de os conceitos fundamentais da teoria de 

probabilidade. 

A.2. Variável Aleatória  

Muitos fenômenos aleatórios de interesse estão associados a resultados 

numéricos de alguma quantidade física. A variável que associa um número ao 

resultado de um experimento aleatório é chamada variável aleatória, por 

definição uma variável aleatória é uma função que confere um número real a 

cada resultado no espaço amostral de um experimento aleatório. Geralmente 

uma variável aleatória é denotada com uma letra maiúscula. Sendo X uma 

variável aleatória, (X=a) ou (X<b) pode ser a representação de eventos desta 

variável aleatória.  

Uma variável aleatória discreta é uma variável com uma faixa finita (ou 

infinita contável) de possíveis valores, enquanto uma variável aleatória continua 

é uma variável aleatória com um intervalo de números reais para sua faixa.  

 

A.3. Função Cumulativa de Distribuição (CDF) e Função Densidade 
de Probabilidade (PDF) 

Uma variável aleatória pode ser caracterizada pela sua função cumulativa 

de distribuição FX (CDF) e sua função densidade de probabilidade fX, identificada 

por PDF, definida como a primeira derivada de FX .  

Com freqüência é de interesse saber a probabilidade de que uma variável 

aleatória assuma um valor particular. A distribuição de probabilidades de uma 

variável aleatória X é uma descrição das probabilidades associadas com os 

valores possíveis de X. Uma função densidade de probabilidade pode ser usada 

para descrever a distribuição de probabilidades de uma variável aleatória

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912747/CA



120 
 

 

 

 continua X. Fornece uma descrição simples das probabilidades associadas a 

uma variável aleatória.  

A função de densidade de probabilidade é uma função matemática 

continua que tem como objetivo descrever os resultados obtidos em 

experimentos aleatórios representa estatisticamente este experimento, Sendo X 

uma variável aleatória, a sua função densidade de probabilidades fx(x) é definida 

de tal forma que: 

                               dx)x(f)
2

dx
xX

2

dx
x(P X                               (A.1) 

Usualmente uma função de probabilidade é identificada por PDF 

(Probability Density Function). A probabilidade da variável X assumir valores 

entre a e b é:  

                                      
b

a
X dx)x(f)bXa(P                                     (A.2) 

A função PDF tem que satisfazer as seguintes condições (Figura 32): 

a) 0.0)x(fX   para qualquer x 

b)  0.1dx)x(fX 




   (área unitária)    

c) )bXa(Pdx)x(f
b

a
X   

 

Figura A.1 (a) Função Densidade de Probabilidade (PDF) e (b) Função Cumulativa 

de Distribuição (CDF).  

A função cumulativa de probabilidade Fx(x) de X é definida assim: 

                                             


a

XX dx)x(f)a(F                                        (A.3) 

Fx(a) é a probabilidade da variável X assumir valores menores ou iguais a 

a. É identificada como CDF (Cumulative Distribution Function) e deve satisfazer 

as seguintes propriedades (Figura A.1): 

a) 0.0)(FX   

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912747/CA



121 
 

 

 

b) 0.1)x(F0 x     

c) 0.1)(FX   

 

A.4. Principais Parâmetros de uma Variável Aleatória Contínua  

As características probabilísticas de uma variável aleatória seriam 

completamente descritas se a forma da PDF e os parâmetros associados fossem 

plenamente conhecidos. Nem sempre é conhecida a forma que representa a 

função de distribuição de probabilidade de uma variável aleatória, pelo tanto 

certas aproximações são necessárias. Neste caso, esta variável aleatória pode 

ser descrita por sua média e por uma medida de dispersão da variável aleatória.  

O valor médio, ou a média, de uma variável aleatória X é definido como: 

                                     




 dx)x(xf)X(E xX                                        (A.4) 

Onde f xX ( )  é a PDF de X definida anteriormente. 

A variância mede a dispersão dos valores da variável em torno da média e 

é definida como: 

 




dx)x(f)x()X(Var X

2

X 












 dx)x(fdx)x(fx2dx)x(fx X

2

xXxX

2
     

 

                                            
2

X

2 )X(E)X(Var                                      (A.5) 

A medida de dispersão mais indicada é a raiz quadrada da variância que é 

chamada desvio padrão de X é definido como: 

                                                 )X(VarX                                          (A.6) 

Somente com a variância e o desvio padrão é difícil mensurar se a 

dispersão é grande ou pequena, pelo tanto o indicativo desta amplitude é dado 

pelo coeficiente de variação de X, definido como a razão entre o desvio padrão e 

a média, ou seja: 

                                                
x

x

XCOV



                                        (A.7) 

O coeficiente de variação mede, de forma adimensional (ao contrário da 

variância) a dispersão dos dados da variável aleatória em torno da média. 

Coeficientes de variação baixos indicam que os valores da variável aleatória 

estão distribuídos próximos a média, enquanto que valores altos indicam uma 

forte dispersão em torno da mesma. 
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A.5. Distribuições de Probabilidade 

A.5.1. Distribuição Normal ou Gaussiana 

É uma das distribuições mais utilizadas, sua a função densidade de 

probabilidade é dada por:  

                              

































2

x

x

x

X

x

2

1
exp

2

1
)x(f                             (A.8) 

Tem somente como parâmetros a média μx e do desvio padrão σx da 

variável aleatória e é geralmente denotada por N(μx, σx). A sua função 

cumulativa  

Introduzindo uma variável auxiliar, também conhecida como variáveis 

reduzidas pode-se reescrever a anterior equação assim:  

                             










 2

Y y
2

1
exp

2

1
)y()y(f                              (A.9) 

Para a variável reduzida a média e desvio padrão são iguais a 0 e 1, 

respectivamente, e é determinada por:   

                                                    
X

XX
Y




                                        (A.10) 

Esta transformação resulta em uma nova variável aleatória Y com PDF 

normal padrão φ(y). A CDF chamada, neste caso, de função de distribuição 

cumulativa normal padrão Ф(y) que só pode ser avaliada por integração 

numérica, ou usando tabelas disponíveis em livros de estatística. Pode ser 

obtida por:  

                                               dyyfy
y

Y 
                                  (A.11) 

A função de distribuição cumulativa de uma variável aleatória normal é 

obtida a partir de: 

                                                  















X

X

X

X
)X(F                              (A.12) 

 

 

A.5.2. Outras Distribuições  

Na seguinte tabela é apresentado valores de PDF, CDF, μX, e σX de 

distribuições de probabilidade mais utilizadas.  
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Tabela A.1. Distribuições de probabilidade mais utilizadas  

Distribuição PDF - )(f
X

x  CDF - )(F
X

x  Média - 
X

  Desvio Padrão - 
X

  

Normal 


























 


2

X
σ

X
μx

2

1
exp

π2xξ

1
 




















X

X
x

 X
  

X
  

Lognormal 





















 


2

ξ

λ(x)ln

2

1
exp

π2xξ

1
 














)xln(
 








 2

2

1
exp  1)exp( 2

X
  

Rayleigh 


























 



2

2

RR
σ

τx

2

1
exp

σ

τx
 



























 


2

R
σ

τx

2

1
exp-1  

2




R
  

2
2

R


  

Uniforme 
ab

1


 

ab

ax




 

2

ba 
 

12

ab 
 

Tipo I Máx 
(Gumbel) 

    )ux(expuxexp     )ux(expexp    



5772,0

u  
6


 

Tipo I 
Mínimo 

    )ux(expuxexp     )ux(expexp1   




5772,0
u  

6


 

Tipo II 
Máximo 




























 k1k

x

v
exp

k

v

v

k
 






















k

x

v
exp  










k

1
1v  

5,0

2 )
k

1
1()

k

2
1(v 








  

Tipo III Mín 
(Wellbull) 




























 k1k

v

x
exp

k

x

v

k
 






















k

v

x
exp1  










k

1
1v  

5,0

2 )
k

1
1()

k

2
1(v 








  
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A.5.3. Distribuições Normais Equivalentes 

Para uma variável aleatória X, cuja distribuição de probabilidades não é 

normal, uma distribuição normal equivalente num ponto x  pode ser obtida, 

igualando-se as funções densidade de probabilidade (PDF) e distribuição 

cumulativa (CDF) de uma variável normal e da distribuição real de X no referido 

ponto, conforme as seguintes expressões: 

                                            )x(F
x

XN

X

N

X 

















                                  (A.13) 

                                          )x(f
x1

XN

X

N

X

N

X






















                               (A.14) 

Onde φ( ) e Ф( ) são, respectivamente, às PDF e CDF normais padrão, 

fX(X) e FX(X) são, respectivamente, às PDF e CDF da variável X e  X
N

X
Ne  

são, respectivamente, a média e desvio padrão da normal equivalente no ponto 

x . Esses valores podem ser calculados mediante: 

                                            

  

 )x(Fx

)x(f

)x(F

X

1N

X

N

X

X

X

1

N

X












                             (A.15) 

)(1  corresponde a inversa da distribuição cumulativa normal padrão. 

Em outras palavras, )p(1 corresponde ao valor da variável reduzida cuja 

probabilidade de ocorrerem valores menores ou iguais a ela seja igual a p.  

 

A.5.4. Coeficientes de Correlação Equivalentes    

Quando as variáveis aleatórias não normais são correlacionadas é 

necessário obter os coeficientes de correlação equivalentes, para isto os 

coeficientes entre as variáveis aleatórias originais devem ser corrigidos para 

coeficientes de correlação entre as variáveis normais equivalentes, sendo:  

                                                       
ij

E

ij F                                          (A.16) 

Onde F é um valor que depende somente de ij  e dos coeficientes de 

variação das variáveis aleatórias não normais. Este valor não depende do ponto 

onde transformação está sendo realizada. Kiureghian and Liu [1986] 

desenvolveram expressões analíticas para o fator F para um grande número de 

distribuições de probabilidades. 
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Decomposição de Cholesky da matriz dos coeficientes de correlação 

equivalentes  

Se uma matriz simétrica P pode ser descomposta em das matrizes 

triangulares, em que uma é a transposta da outra, como no caso dos 

coeficientes de correlação equivalentes, pode-se obter os elementos da matriz 

triangular inferior L a partir das seguintes expressões:  

                                         

1>i           -=

i<k<1     

n 1,=i             

-

=



 






















1i

1j

2

ijii

kj

1k

1j

ijik

kk

ik

1i1i

11

L1L

LLr
L

1
L

L

0.1L

                 (A.17) 

Onde ρij é o coeficiente de correlação entre as variáveis Xi e Xj.  

Entao a matriz triangular inferior L é:  

                                            





















nnn2n1

2212

11

L.LL

....

00LL

000L

L                               (A.18) 

 

A.6. Coeficientes Parciais de Segurança  

O método dos estados limites já descrito anteriormente é um método 

probabilístico, onde são usados modelos de cálculo determinísticos, 

considerando as incertezas das variáveis envolvidas, através da aplicação dos 

coeficientes parciais de segurança. Os valores de cálculo utilizados são obtidos 

a partir da aplicação destes coeficientes a valores característicos da resistência 

e da solicitação.  

A definição dos coeficientes parciais de segurança foi feita segundo a 

experiência dos projetistas estruturais, nos últimos anos estes coeficientes são 

determinados com base cientifica, com ajuda da confiabilidade estrutural.  

Coeficiente de segurança central (λo) relaciona as medias das variáveis de 

resistência R e solicitação S.  

                                                         
S

R

0



                                         (A.19) 

 

Este coeficiente não reflete a segurança da estrutura, na estrutura real os 

valores médios utilizados podem ser tanto maiores quanto menores do que os 
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valores reais. Pelo tanto não há garantia de que esse coeficiente seja suficiente 

para garantir a segurança da estrutura.  

Para melhorar o problema anterior são utilizados os valores característicos 

a traves de fatores de segurança que minoram a resistência e majoram a 

solicitação, considerando a incerteza inerente a essas variáveis.  

 Dividindo os valores característicos de R e de S pelos seus valores 

médios. Obtém-se um coeficiente de minoração da resistência φk e um 

coeficiente de majoração da solicitação k. 

                                           1
s

1
r

S

k

k

R

k

k 





                           (A.20) 

Existe alem um coeficiente de segurança global ou característico λk  

                                            
0

k

k

Sk

Rk

k

k

k
s

r










                             (A.21) 

A escolha do nível de segurança e do coeficiente λk é subjetiva pelo tanto 

os fatores de segurança parciais não fornecem uma medida de violação de 

estados limites. Somente a probabilidade de falha pode ser considerada como tal 

medida.  

Nas normas técnicas modernas o coeficiente parcial característico pode 

ser encontrado mediante:  

                                                           
R

S

k



                                       (A.22) 

 

A.7. Valores Característicos das Variáveis  

As normas e códigos atuais para projetos de engenharia civil incorporam o 

uso de fatores de segurança e valores característicos. Os valores característicos 

são tipicamente percentiis altos ou baixos para os efeitos da solicitação e da 

resistência respectivamente. O valor característico de uma variável aleatória é 

determinado como um valor que, de acordo com a sua distribuição de 

probabilidade, representa um nível percentual de ser ultrapassado, sendo 

dependente do tipo de material e da classe da estrutura.  

Considerando que a resistência característica é admitida como sendo um 

valor que tem apenas 5% de probabilidade de não ser atingido. Uma ilustração 

típica para a resistência do material é apresentada na seguinte Figura.   
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Figura A.2. Valor característico típico para a variável Resistência S (fonte: James 

2003) 

Da figura pode-se observar que o valor característico é dado por:  

                                       )COVk1(R RRRK                                 

(A.23) 

 

Onde μR e o valor médio da resistência R, COVR é o coeficiente de 

variação da resistência e kR é um fator dependente do tipo de distribuição 

considerada para a resistência e do percentil especificado para o valor 

característico.  

Para uma distribuição normal o valor de kR representando o percentil de 

0.05 é dado por:                                               

                                         

 

  645,1k05,0k

k05,0

R
05,0

R

1

R

R

R

RK























                       (A.24) 

 

Onde Ф e Ф-1 são a função cumulativa de distribuição e a inversa para a 

distribuição de probabilidade normal padrão. Estes valores podem se encontrar 

em tabelas na literatura existente.  

 

Analogamente para a solicitação o valor característico é dado por: 

                                               )COVk1(S SSSK                               (A.25) 

 

Pode-se observar graficamente na seguinte figura:  
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Figura A.3. Valor característico típico para a variável solicitação S (fonte: James 

2003) 

Tipicamente os valores característicos têm um percentil de 50% para as 

cargas permanentes como o peso próprio o qual é o valor médio. Para as cargas 

variáveis o valor característico equivale na maioria dos casos ao percentil de 

98% do valor máximo anual. As cargas variáveis tais como as cargas de trafego 

e as de vento são dependentes do tempo pelo tanto uma descrição apropriada 

de estas cargas deve ser obtida através de processos estocásticos. Já  este 

modelo é complicado pode-se considerar que o processo estocástico é 

estacionário ou seja que o tempo é invariante. A distribuição da carda esta 

relacionada a um período de referência especificado. Este período geralmente é 

de um ano, para este período existe um coeficiente de confiabilidade ou uma 

probabilidade de falha associada  
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