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Referencial tedrico

2.1.
Modelo de Black

O modelo de Black (1976), uma variagdo do modelo de Black & Scholes —
B&S (1973), nao s6 ¢ amplamente utilizado no apregamento de opgdes européias
de futuros de commaodities, indices etc., como também pode ser utilizado para o
aprecamento de opcdes sobre titulos pré-fixados.

Ao contrario do modelo de B&S, que tem como ativo objeto o prego a vista,
no modelo de Black o ativo objeto ¢ representado pelo preco a termo do contrato
futuro. Isto posto, no caso de aprecamento de opgdes de taxa de juros, o modelo
de Black considera o preco a termo do titulo como ativo objeto.

Tal como no modelo B&S, no modelo de Black o ativo objeto possui
distribuicao lognormal no vencimento, enquanto que os retornos (ou crescimento)
do ativo objeto possuem distribuicdo normal, a taxa de juros é constante durante o
periodo de vida da opgdo e a volatilidade do ativo objeto ¢ constante. Contudo, o
modelo de Black se depara com algumas limitagdes.

Quando se trata de titulos pré-fixados, quanto mais préximo do vencimento,
menor a sua volatilidade. No Brasil, geralmente ¢ utilizada uma volatilidade
média a fim de diminuir o efeito negativo desse problema.

Outro problema é que o modelo de Black pode gerar taxas de juros nominais
negativas, visto que o ativo objeto, que possui distribuicao lognormal, pode ter um
valor no vencimento menor do que ele tem no inicio (instante zero). Ao pressupor
uma taxa de juros constante, tal modelo ndo permite considerar uma estrutura a
termo com diferentes taxas de juros ao longo do tempo. Além disso, este modelo
nao deve ser utilizado para opg¢des americanas, cujo exercicio pode ser efetivado a
qualquer momento da vida da opcao.

Apesar das limitagdes do modelo de Black e do posterior surgimento de
modelos mais sofisticados, atualmente, este modelo continua sendo o mais

utilizado no mercado para precificar op¢des de taxas de juros.
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Isto se deve ao fato de que ¢ um modelo com férmula fechada, de facil
implementagdo, que nao demanda grandes esfor¢os computacionais, com
premissas em linha com a moderna teoria de financas e que fornece resultados
satisfatorios.

Pelo modelo, o preco da call européia é expresso como segue:

C(t,T,s)=P(t,T)[P(T,s)N(d,) - KN(d,)]
(1)

Analogamente, o preco da put européia € expresso por:

P(LT,s)=P(t,T)[KN(d,)-P(T,5)N(d,)]

(2)
Onde:

ln(P(T’S)j + G—Z(T -1)
d = K 2

oNT -t
d,=d, —o~T -t

T: Vencimento da opg¢ao

s: Vencimento do titulo

P(T,s): Prego do futuro do titulo entre T e s
o : Volatilidade do Prego do futuro do titulo

K: Preco de Exercicio

2.2.
Principais modelos de equilibrio geral

2.2.1.
Modelo de Vasicek

O modelo de Vasicek (1977) ¢ um modelo de Equilibrio Geral, com
estrutura temporal de taxas de juros endogena. Destaque-se que o primeiro artigo
a propor o comportamento de reversao a média foi o de Vasicek (1977), que

apresentou o seguinte processo para taxa de juros de curto prazo:
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dr, = a(0—r, )dt + cdW,
3)

Onde:

0: taxa de juros média de longo prazo

1 taxa de juros de curto prazo

a: velocidade de reversao a média

o: volatilidade da taxa de juros de curto prazo

Wi: processo de Wiener

A reversdo a média incorpora no modelo o fato observado de que os
governos nao sustentam taxas de juros tdo elevadas (ou baixas) ad eternum. Dessa
maneira, verifica-se que ap6s um periodo de alta (ou baixa) de taxa de juros,
existe uma tendéncia de queda (ou alta) dessa taxa, retornando para uma média de
longo prazo a uma determinada velocidade.

Outra importante qualidade deste modelo ¢ que ele permite a elaboragdo de
formulas fechadas para opgdes européias.

Contudo, por ser um modelo onde a determinagdo da estrutura de taxa de
juros ¢ endogena, por defini¢do, faz-se necessdria a custosa calibragdo dos
resultados do modelo para se chegar a mesma estrutura de taxas de juros vigente
no mercado. Além disso, o modelo de Vasicek permite que taxas de juros
nominais venham a ser negativas. Neste modelo a volatilidade ¢ considerada

como constante.

2.2.2.
Modelo CIR

O modelo Cox-Ingersoll-Ross (1985), ou CIR, ¢ um modelo de equilibrio

geral, com reversdo a média, que pode ser considerado como uma extensdo do
modelo de Vasicek (1977) ao acrescentar /I, multiplicando ¢dW;, e com isso,

portanto, ndo permitindo taxas de juros nominais negativas, desde que seja

atendida a condigdo de que 2a8>o".
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Segue abaixo o processo para taxa de juros de curto prazo do modelo CIR:
dr, = a(@—r, )dt+ /1, adW,
4)

Uma férmula fechada para opgdes européias também podem ser gerada a
partir deste modelo.

Sendo um modelo com estrutura de taxas de juros endogena, também deve
ser realizada a custosa calibragao dos resultados obtidos para ajusta-los a estrutura
de taxas de juros de mercado. Neste modelo também ¢ considerada a volatilidade

constante.

2.3.
Principais modelos de ndo-arbitragem

2.3.1.
Modelo Ho-Lee

Ho e Lee (1986) criaram o primeiro modelo de ndo-arbitragem, que tem
como principal caracteristica considerar a estrutura de taxas de juros exdégena. Ou
seja, este modelo traz como grande virtude o ajuste automatico da estrutura de
taxa de juros do modelo com a do mercado.

Neste modelo ndo ha reversdo a média, porém, houve a evolu¢do de
considerar o drift # variando com o tempo. Segue abaixo o processo de taxa de
juros de curto prazo de Ho-Lee:

dr, = 6,dt + odW,
(5)

Devido ao fato de este processo ser um processo de Markov, o que
possibilita que se construa uma 4arvore binomial recombinante, tem-se
consideravel diminui¢do de esfor¢o computacional. O modelo permite ainda a
elaboracdo de uma formula fechada para opgdes européias. Neste modelo também

¢ considerada a volatilidade constante.
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Como ja foi dito anteriormente, pode-se considerar o modelo Ho-Lee como

um caso particular do modelo geral do HIM (1992).

2.3.1.
Modelo Hull-White

O modelo de Hull-White (1990) pode ser interpretado como uma extensao
do modelo de Vasicek (1977) com o drift § variando com o tempo ou até mesmo
o modelo de Ho-Lee (1986) incorporando reversdo a média. Segue abaixo o
processo de taxa de juros de curto prazo de Hull-White:

dr, = (6, —ar, Jdt + odW,
(6)

Sendo um modelo de nao-arbitragem, sua estrutura de taxas de juros ¢
exdgena e, conseqlientemente, apresenta ajuste automatico da estrutura de taxa de
juros do modelo com a do mercado.

Como o modelo possui o processo de Markov, pode-se gerar uma arvore
recombinante, acarretando em consideravel diminuigdo de esfor¢o computacional.
A volatilidade neste modelo ¢ considerada como constante e, para opgdes
européias, pode-se chegar a uma foérmula fechada. No caso de opcdes americanas,
Hull e White (1996) utilizam arvores trinomiais.

O modelo Hull-White também ¢ um caso particular do modelo geral HIM

(1992).

2.3.3.
Modelo Black-Derman-Toy

O modelo Black-Derman-Toy (1990), ou BDT, ¢ um modelo de nao-
arbitragem que, além de possuir reversao a média, considera que a taxa de juros
de curto prazo tem distribui¢cdo lognormal, o que acarreta na ndo negatividade das
taxas de juros nominais. Segue abaixo o processo de taxa de juros de curto prazo
de BDT:

din(r,)= (6, — aIn(r, ))dt + odW,

(7)
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Com uma estrutura de taxas de juros exogena, o modelo possui ajuste
automatico da estrutura de taxa de juros do modelo com a do mercado. O modelo
também apresenta o processo de Markov e, portanto, ¢ possivel construir uma
arvore recombinante, o que implica em considerdvel diminui¢do de esforco
computacional. Sua volatilidade ¢ tida como constante.

Destaque-se que, para o modelo de BDT, ndao ha uma féormula fechada.

O modelo BDT também ¢ considerado um caso particular do modelo geral

HIM (1992).

2.3.4.
Modelo HIM

O modelo Heath-Jarrow-Morton (1992) é tido como o caso geral dos
modelos de ndo-arbitragem, visto que a partir dele é possivel derivar os demais
modelos, como Ho-Lee (1986), Hull-White (1990) e BDT (1990). Entre suas
peculiaridades, destaca-se o fato de sua modelagem ser derivada a partir da
evolucdo de taxas de juros a termo instantdneas, ao invés de utilizar a taxa de
juros de curto prazo, apresentada nos modelos anteriores, e também apresentar
volatilidade instantanea, como pode ser observado abaixo:

df (t,T) = a(t, T)dt + o(t, T)dW(t)
(8)

Outra particularidade ¢ que seu drift estd em fungdo de uma estrutura a

termo da volatilidade da taxa a termo, como expresso abaixo:

a(t,T)= O'(t,T)J. o(t,u)du

)

Com isso, ¢ possivel perceber que o processo estocastico das taxas a termo ¢
caracterizado totalmente pela estrutura a termo da volatilidade das taxas de juros,

como apresentado abaixo:

df (t,T) = o(t,T)[ or(t,u)dudt + o (t, T)dW (1)

(10)
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Ressalte-se que o ativo objeto no modelo HIM ¢ a curva inteira e atual das
taxas de juros.

Com uma estrutura de taxas de juros exogena, o modelo possui ajuste
automatico da estrutura de taxa de juros do modelo com a estrutura do mercado.

Com um processo nao-Markov, o modelo gera uma 4arvore nao-
recombinante, o que significa um grande esfor¢o computacional.

Para o modelo HJM, nao ha férmula fechada.
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