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Método de Monte Carlo com Cadeia de Markov

3.1

Introducao

No capitulo anterior, foram apresentados algoritmos de geracao de amos-

tras de variaveis aleatorias com funcao densidade de probabilidade uniforme e

nao uniforme. Para variaveis aleatoérias nao uniformes, mostrou-se que amos-

tras podiam ser obtidas através do Método da Transformada Inversa [7] (caso

de distribuigoes com funcao distribui¢ao de probabilidade inversiveis), ou Mé-

todo de Box-Muller (em caso de variaveis aleatorias Gaussianas).

Entretanto, esses métodos podem nao serem eficazes em problemas mais

complexos. Eles sao dificeis de serem aplicados em problemas que por exemplo:

— envolvem varidveis aleatérias com funcao de distribuicao de probabilidade

dificil de ser invertida;

envolvem variaveis aleatoérias com funcao de distribuicao de probabilidade
dificil de ser normalizada. Ou seja, a funcao tem a forma de uma
determinada distribuicao de probabilidade, porém a constante pela qual
deve ser multiplicada para se tornar de fato uma distribuicao (a integral
da fungdo em seu dominio, ¥, deve ser igual a um) é dificil de ser

determinada.
necessitam gerar amostras de distribuicoes de probabilidade condicional.

necessitam gerar amostras de vetores aleatérios (com uma func¢ao densi-

dade de probabilidade conjunta);

Dessa forma, os métodos apresentados tem utilidade limitada e novos

métodos mais abrangentes foram desenvolvidos. Nesse capitulo da disserta-

¢ao, serd analisado o método de geracao de amostras de variaveis e vetores
aleatorios: Monte Carlo com Cadeia de Markov (MCMC).
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3.2
Processos Estocasticos e Cadeias de Markov

Para tratar do método de Monte Carlo com Cadeia de Markov, é
necessario previamente estudar processos estocésticos e cadeia de Markov.

No capitulo anterior, uma variavel aleatoria real foi definida como uma
funcao real X que associa a cada ponto-amostra w, pertencente ao espaco de
amostras €2, um nimero X (w) € R.

Um processo estocastico é definido como um mapeamento que associa a
cada ponto amostra w € ) uma funcao real de um parametro ¢ pertencente
a um conjunto 7 (na maioria dos processos estocasticos, o parametro t esta

associado ao tempo) [27]|. Dessa forma, cria-se uma familia .# de fungoes de ¢

(te 7).

X: Q —

(3-1)
w — X(t,w), teT

Assim, um processo estocéstico é uma fungao de duas variaveis (w e t)
cujos dominios sao 2 e 7 C R, respectivamente. Ao se fixar, por exemplo,
o valor w; para w, o processo estocastico passa a representar uma tnica
fungao X (t,w;) de t. Ao se fixar o valor ¢; para t, o processo estocéstico passa
a representar uma variavel aleatoria que associa a cada ponto amostra um
namero real X (¢;, w).

Para simplificar a notagao, X (¢,w), usada para representar um processo
estocastico, a variavel w serd omitida. Dessa forma, sera utilizada a represen-
tagao X (t).

Um processo estocéstico pode ser interpretado como um niimero infinito
de variaveis aleatorias indexadas pelo parametro t. Fixado um valor de t = ¢;,

a variavel aleatoria X (t;) possui uma fungao distribui¢ao de probabilidade:

Pxy(x) = Pr(X(t;) <) (3-2)
e uma fung¢ao densidade de probabilidade px ().
A média de um processo estocéstico, X (¢), é definida pela equagao (3-3),

a variancia por (3-4), a autocorrela¢ao por (3-5) e a autocovariancia por (3-6):

ux(®) = BX(@)] = [ pxole) do (3-3)
0% (1) = E{X (D) — ux (0] = EX2(0)] — (EIXQ@) (34)

Rxx(t1,t2) = E[X(t1) X(t2)] (3-5)
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oxx(ti,ta) = E[{X(t1) — px(t)} {X(t2) — px(t2)}]
= E[X(t:1)X(t2)] — px(t1)px(ta) (3-6)
= Rxx(ti,t2) — px(t1)px(t2)

O coeficiente de autocorrelacao é:

oxx(t1,12)
ty,ty) = ——= 3-7
pXX( 1, 2) Ux(tl)Ux(tg) ( )
Um processo de Markov é um processo estocastico no qual tendo-se
1 <ty < ... < tyq < ty, tem-se [5]:
PT(X(tn) S $n|X(tn_1) =Tp—1y--- ,X(tl) = ZL‘l) =
= Pr(X(t,) < x| X(th-1) = xp_1) (3-8)

ou seja, a probabilidade do processo estocastico X (¢) assumir um valor z,, em
t = t,, depende apenas de X (t,_1). Essa definicao também vale para processos
estocasticos de parametro discreto (caso em que X(,) pode ser substituido
por X,,).

O conceito de cadeia de Markov foi criado por um matematico russo
(Andrei. A. Markov) em 1906. Mas somente na década de 20 o termo "cadeia
de Markov"comegou a ser empregado. Foi Bernstein (outro matematico russo)
que o utilizou pela primeira vez em um artigo no ano de 1926.

A cadeia de Markov é formada por um processo de Markov com parame-

tro discreto, ou seja por uma sequéncia de variaveis aleatorias:

Xi Xy Xy X,y e Vn € N. (3-9)

Defini¢do de Cadeia de Markov [14]: Seja [T'] uma matriz k x k com elementos:

T,; i, j = 1,---,k. Um processo estocéstico com parametro discreto
(Xo, X1,--+) com um namero finito de estados S = {sy,---,s,} € dito ser
uma cadeia de Markov com matriz de transi¢do [T, se para todo n, todo

i, je{l,---  k} etodoig, -+ ,in_1 € {1, -, k}, tem-se:

P(Xn+1 = 5j|Xn =5;, Xpo1 = Sip_15" " , X1 = Sil,Xo = 51'0)

= P(Xn+1 = Sj|Xn = Si)

=T, (3-10)
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Os elementos da matriz [T'] sio chamados de probabilidades de transigao.
O elemento T; ; representa a probabilidade da cadeia assumir no instante n 41
o estado s; dado que no instante n ela assume o estado i. Quando a matriz [7]
¢ invariante no tempo, a cadeia de Markov ¢ dita ser homogénea.

Toda matriz de transicao satisfaz:

T‘zJZO VZ,]G{L,]’C}, (3_11)
e

k

Ty =1 Vie{l,-- k} (3-12)

j=1

ou seja, o somatorio dos elementos de qualquer linha de 7" é sempre igual a 1.
A propriedade (3-11) esté associada ao fato de que probabilidades sao sempre

nao negativas e, a propriedade (3-12) ao fato de que:

(3-13)
+ P(Xn+1 = 5k|Xn = Si) =1.

Outra importante caracteristica (além da matriz de transicao) de uma
cadeia de Markov (X, X7, -+) é sua distribui¢do de probabilidade inicial. Essa

distribuigao é representada por um vetor {m(0)} de k£ componentes:

{r(0)} = [m(0) m(0) -+ m(0)]

(3-14)
= [P(Xo=s1) P(Xo=82) - P(Xo=sp)].

Cada componente 7;(0) de {7(0)} estd associada a probabilidade da
cadeia ter no instante inicial (Xj) o estado s;. Como {m(0)} é uma distribui¢ao

de probabilidade, tem-se:

Zm(()) =1 (3-15)

De forma similar, os vetores {7(1)},{m(2)},--- denotam as distribuictes

da cadeia de Markov nos instantes 1,2, ---. Assim, no instante n:

{r(n)} = [m(n)m(n) - m(n)]
= [P(X,=51) P(X, = 83) -+ P(X, = s3]

com:
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k
> min) = 1. (3-17)
i=1
A distribui¢ao de probabilidade de uma cadeia de Markov (X7, Xs, -+ ),
com um numero finitos de estados {si,---,sx} e com distribui¢ao inicial de

probabilidade {7(0)}, em qualquer instante n satisfaz a equagdo de Chapman-

Kolomogrov [18]:

{m(n)} =A{=(0)} [T]". (3-18)
Demonstragao de (3-18): para todo j € {1,--- ,k}, tem-se que:

min+1) = P(Xpp = 7y)
k
- ZP(Xn - Si’Xn-i-l = xj)
=1

k
3-19
= Y P(Xy=s;). P(Xpp1 = 5| X, = 5;) (3-19)
=1

&
= Z 7T,L(n> ﬂ’j.
=1

Escrevendo (3-19) em forma matricial: {m(n+ 1)} = {7(n)}[T]. Assim,

recursivamente:

{r(n)} = {rn = D}TT=A{x(n =2} [TNT] = {x(n - 2} [T]*

A seguir sao enunciadas algumas definicoes que serao importantes para
a apresentacao do Método de Monte Carlo com Cadeia de Markov feita na

proxima secao da dissertacao.

Definicao de cadeia de Markov irredutivel: =~ uma  cadeia de  Markov

(X0, X1,--+), com um namero finito de estados S = {s1,--+,sx} e com
matriz de transicao [T, é dita ser irredutivel se, para todo s;, s; € S, In € N

tal que 77", > 0.
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Definicao do periodo de um estado da cadeia de Markov: o periodo de um es-

tado s;, s; € S de uma cadeia de Markov, d(s;), é definido como:

d(s;) =mdc{n>1: T/, >0} (3-21)
onde mdc{ay,as,---} indica o maximo divisor comum de ay, as, - - - . Quando

d(s;) = 1, entao o estado s; é dito nao-periddico.

Definicao de cadeia de Markov nao-periédica: uma cadeia de Markov, com

um namero finito de estados S = {s1,- -, sx} € dita nao-periddica se todos os

seus estados sao nao-peridodicos.

Definicao da distribuicao de probabilidade estacionéaria de uma cadeia de Markov:

seja uma cadeia de Markov (Xg, Xi,---) com um ntimero finito de estados
S = {s1, -+, Sk} e com matriz de transicao [T]. O vetor {n*} é dito ser uma
distribuicao de probabilidade estacionaria, ou invariante, da cadeia de Markov

se:

7r>0 parai=1,---,k e Zﬁ-*zl (3-22)

{7 I =A{="}. (3-23)

Para qualquer cadeia de Markov irredutivel e nao-periodica, existe uma

tnica distribuicdo de probabilidade estacionaria {n*} [14]. Para calcula-la,

basta resolver o problema de auto-vetor associado ao auto-valor 1: {7*} [T] =
{m*}.

Existe um teorema que afirma que a distribui¢ao de probabilidade {m(n)}

(quando n — o0) de uma cadeia de Markov irredutivel e nao-periodica

converge para distribuicao de probabilidade estacionaria, ou seja:

{r(n)} n = oo {7*} (3-24)
lim 2SIt = )] = 0 (3-25)

Detalhes da prova desse teorema podem ser encontrados em [14].

Definicao da distribuicao de probabilidade reversivel de uma cadeia de Markov:

Uma distribuicao de probabilidade {7} em S é dita ser reversivel se, para todo
i, j€{l,---  k} tem-se:

T T‘i,j = 7Tj T‘Jﬂ (3—26)
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Quando uma cadeia de Markov possui uma distribuicao de probabili-
dade reversivel é considerada uma cadeia de Markov reversivel. Além disso,
se {7} é uma distribui¢do de probabilidade reversivel da cadeia, sera também

distribuicao estacionaria.

Exemplo 3.2.1 (Cadeia de Markov). Suponha que a matriz de transigao [7]]

de uma cadeia de Markov com 4 possiveis estados seja:

1/2 1/2 0 0
/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
0o 0 0 1

7] = (3-27)

Essa cadeia é nao irredutivel, nao-peridédica e possui uma distribuicao
estacionaria {7*} = [0 0 0 1]. Verifique que {7*} é o auto-vetor associado ao
auto-valor 1: {7*} = [T]{7*}.

Uma forma usual de representar uma cadeia de Markov é através de um
grafico chamado grafo de transicao. O grafo consiste de nos representando os
possiveis estados da cadeia e setas ligando os nos representando as probabili-
dades de transicao entre os estados. Quando a probabilidade de transicao de
um estado ¢ para o outro j é nula, ou seja, T;; = 0, ela nao deve ser mostrada
no grafo.

O grafo da cadeia de Markov para esse exemplo (com os estados si, s,

s3 e s4) € mostrado na figura (3.1).

1/2 1/2 1/2
CoZ 26 7 2@ @
1/2 ‘11|ﬁ ju\_g) |<x___d_,«-/|'\i:i/l -‘\/J'(:_l/;lé/'l

12 1/2

Figura 3.1: Grafo de Transicao de uma cadeia de Markov com quatro estados
(51, 52, 83 € 84).

Exemplo 3.2.2 (Cadeia de Markov). Suponha que a matriz de transigao [T

de uma cadeia de Markov com 4 possiveis estados seja:
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1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
0 0 1/2 1/2
0 0 1/2 1/2

[T] = (3-28)

Essa cadeia é nao irredutivel, nao-periddica e possui duas distribuicoes
estacionérias: {7*} =[1/21/200] e {7*} =[001/21/2].

O grafo da cadeia de Markov para esse exemplo ¢ mostrado na figura
(3.2).

1/2 1/2

DN TH ) TN T T
Ve — & ) e~
1/2 1/2

\:/

Figura 3.2: Grafo de Transi¢ao de uma cadeia de Markov com duas distribui-
coes estacionarias.

Exemplo 3.2.3 (Cadeia de Markov). Suponha que uma maquina de uma
fabrica possui dois possiveis estados de operagao: quebrada (estado s1) e fun-
cionando (estado s3). No primeiro dia de operacao da fabrica, a probabilidade
da méaquina estar quebrada é m(0) e, a probabilidade de estar funcionando
é m5(0). Além disso, a probabilidade do estado da méaquina (funcionando ou
quebrada) em um dia n depende somente de seu estado no dia anterior, ou
seja, de n — 1.

De acordo com essas suposicoes, o estado de operacao da maquina no
decorrer dos dias forma uma cadeia de Markov Xy, X1, Xo,---. A distribuicao
de probabilidade inicial dessa cadeia é um vetor {7(0)} de 2 componentes (os

dois possiveis estados):

{m(0)} = [m1(0) m2(0)] (3-29)

com:

1 (0) -+ 7T2(0) =1 (3—30)
Considere a que as probabilidades da maquina estar funcionando /ou
quebrada em um dia n, dado que dia anterior, n — 1, estava funcionando /ou

quebrada sao:
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P(Xn+1 = 81|Xn = 81) =1 —p P(Xn+1 = SQ’Xn = Sl) =P
P(X,i1 = 511X, =$2) =¢ P(X,41 = 5]X,=3s2)=1—g¢.

com p,q > 0. Assim, a matriz de transigao [T] 2 x 2 dessa cadeia sera:

e ¢ l-—gq

l=p P ] (3-31)

Pergunta-se: Qual a distribui¢ao de probabilidade estacionaria {7*} dessa
cadeia?
A probabilidade da maquina estar quebrada no dia n + 1 em funcao do

seu estado em n é:

P(Xn+1 = 81) = P(Xn = 51, Xn+1 = 81) + P(Xn = S9, Xn+1 = 81)
= P(Xn = Sl)P(XnJrl = 51|Xn = 51>

(3-32)
+P(Xn = 32)p<Xn+l = Sl‘Xn - SQ)
= (1—-p) P(X,, = s1) +q P(Xn = s2)
ou seja:
m(n+1) = Ty m1(n) + Toy ma(n). (3-33)

A probabilidade da méaquina estar funcionando no dia n + 1 em funcao

do seu estado em n é:

P(Xpi1=52) = P(X, =51, Xpp1 = 52) + P(X,, = 59, Xpy1 = 59)
= P(Xn = Sl)P(Xn—f—l = SQan = 81)

(3-34)
+P(Xn == SQ)P(Xn_H = SQ‘Xn = 82)
= pPX,=s5)+(1—-¢q) P(X, = s9)
ou seja:
7T2(n + 1) = T12 7T1(n> + T22 ’7T2(7L). (3—35)

Dessa forma, a distribuicao de probabilidade da cadeia no dia n + 1,

{m(n+ 1)}, pode ser determinada a partir da distribui¢do do dia anterior,

{m(n)}:
{r(n+ 1)} = {=(n)} [T]. (3-36)
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De forma recursiva, pode-se determinar {m(n)} em fun¢ao de {m(0)}

(equagao de Chapman-Kolomogrov (3-18)):

{r(n)} =A{=(0)} 11" (3-37)
Desenvolvendo as contas para essa cadeia, cada elemento do vetor {m(n)}

é representado em termos de {m(0)} como:

m(n) = (1 —p—q)"m(0) + qni (1-p—q)
Ea (3-38)
() = (1=p=q)'mO) +p)_ (1-p—q).

A partir desse ponto, as contas podem ser separadas em 2 casos:

— 1%caso: p=q=0:

{ mm; = m(0) (3:39)

3
(]
3
Il
3
(]
=

—2%caso: 0<p+qg<2

n—1 n
_1-(0-p—0q)
(1-p—q) = : (3-40)
pars p+q
Assim, substituindo (3-40) em (3-38):
q n q
mn)=——+1-p—q) |m((0) — ——
=g rarma o)
p n p
mn)=——+(1—p— m(0) — ——
o) = A (L —p—g)" |m(0) =

Lembrando que:

{ mi(n) =Tu" m(0) + To1" m2(0) = Tii" m1(0) + 12:"[1 — m1(0)] (3-42)

ma(n) = Tho" m(0) + Too" me(0) = T1o" [1 — m(0)] 4 Toe™ m2(0)

{ T (n) = [Tlln — T21n] ! (0) + Tn" (3_43)

ma(n) = [The" — Th9"] mo(0) + 112"

e supondo que 0 < p+ g < 2, pode-se determinar cada um dos elementos de

[
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q

=

q p]+(1—p—Q)"[ p —p]' (3.44)

q p Ptq —-q q

Tomando-se o limite de (3-44) quando n — oo:

lim [7]" = —1—
n—00 p+q

P ] (3-45)
q p

Observe que quando n — oo, todas as linhas da matriz [T]" sao iguais,
ou seja, a probabilidade da cadeia ter um determinado estado no instante n+1
nao depende de seu estado do instante n.

Visto que a cadeia desse exemplo é irredutivel e nao-periddica, a distri-

buicao de probabilidade estacionéaria {7*} existe e pode ser calculada por:

{r"} = lim {7(n)} = {x(0)} lim [T7". (3-46)
Assim:
 _ 1 tap )
{m"} =[ m(0) wQ(o)].p+q ; p]. (3-47)

O grafo da cadeia de Markov para esse exemplo da maquina da fabrica

(com os estados s; e s9) € mostrado na figura (3.3).

p

. - S ~—

Tn=1-p ((s1) 2(?/2> In =1-4
q

Figura 3.3: Grafo de Transi¢ao de uma cadeia de Markov com dois estados (s;
e 82).

3.3
O Algoritmo de Metropolis-Hastings Aplicado a Variaveis Aleatoérias

A historia do algoritmo de Metropolis-Hastings comegou no ano de 1953,
quando Metropolis percebeu que poderia simular o movimento molecular
utilizando uma cadeia de Markov. Ao invés de fazer simulacoes baseadas

em estatisticas (da energia potencial minima de uma colegao de particulas),
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ele optou por considerar que a distribuicao espacial das moléculas em um
determinado instante era funcao apenas da distribuicao no instante anterior.
Ou seja, um processo de Markov.

Quase duas décadas depois, Hastings expandiu o trabalho de Metropolis e
formalizou o método de Monte Carlo com Cadeia de Markov (MCMC) baseado
no algoritmo de Metropolis-Hastings. O algoritmo permite gerar amostras
M 2@ 2@ de uma determinada variavel aleatoria X, no dominio 2 e
com uma complicada funcao densidade de probabilidade p. Vale observar que
p pode ser uma densidade conjunta ou até mesmo nao normalizada.

A simplicidade do método esta associada ao fato de que ao invés de de
gerar amostras de X a partir de p, gera-se a partir de uma outra variavel
aleatoria Y. Essa variavel deve estar definida no mesmo dominio 2 e X e, tem
uma funcao densidade de probabilidade, h, chamada de distribuicao proposta.

Essa funcao h é definida pelo usuario do método e, cada amostra u® de
Y é aceita ou rejeitada como uma amostra =¥ de X de acordo com um critério
definido pelo algoritmo de Metropolis-Hastings.

As amostras de X formam uma sequencia de valores z(9, i € N e, as
amostras de Y formam uma sequencia u(?, i € N. O valor inicial (") deve ser
especificado pelo usuério do algoritmo e, tendo o termo z(, as etapas para

obter-se o proximo termo (1) sio [32] [16]:

1. Gerar uma amostra u) de Y segundo um procedimento desejado (pode-

se utilizar por exemplo o método da Transformada Inversa para a funcao

densidade h).

2. Calcular a fungdo R (geralmente chamada de razdo de Metropolis ou

razao de Hastings):

i) (i (u?) h(z?)
R(z® u) = im. (3-48)

3. Avaliar a funcao o dada por (3-49):

a(z9 u¥) = min 1, R(z", u(i))} . (3-49)

4. Sortear um valor p¥ da distribui¢ao uniforme unitaria no intervalo [0, 1].

5. Aceitar u como a nova amostra zt1) com probabilidade a ou rejeita-1a

com probabilidade 1 — «, isto é:

2D = (3-50)
2@ se pl) >
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A sequéncia de amostras de X geradas através do algoritmo de
Metropolis-Hastings formam uma cadeia de Markov. Cada amostra u(® é aceita
como uma nova amostra (" dependendo apenas do valor de 2 (e ndo das
amostras anteriores).

Quando a razao de Metropolis é maior ou igual a um, a funcao
a(z®, u) = 1 e, assim o valor u( & sempre aceito. Entretanto, se R < 1,
a funcio a(z® u®) = R(z u) e, o valor proposto u'? é aceito com pro-
babilidade a = R. Dessa forma, a probabilidade de transicao do estado z(®
para u¥ ¢ calculado pela multiplicacdo da probabilidade de gerar v (isto &,
h(u'))) com a probabilidade de aceita-lo como 20V (isto &, a(z®, u®)).

Ty y) = h(u(i)) 04(35("), u(i)) (3-51)

O teorema da convergéncia da distribuicao de probabilidade de uma
cadeia de Markov, enunciado na secao anterior da dissertacao, garante que se
um numero suficiente de amostras de uma cadeia irredutivel e aperiddica for
gerada, a distribuicao de probabilidade da cadeia 7 converge para a distribuicao
estacionaria 7*.

Assim para demonstrar que as amostras geradas através do algoritmo de
Metropolis-Hastings estao de acordo com a distribuicao de probabilidade p, é
necessario mostrar que elas convergem para a distribuicao estacionaria 7* da
cadeia.

Porém, como uma distribuicao de probabilidade estacioniria atende
sempre a condicao de reversibilidade, basta provar que a equacao (3-26) é

satisfeita, ou seja, que:

p(@) Ty oo = p(ul) T ) (3-52)
Com efeito, combinando as equagoes (3-52), (3-49) e (3-48):

p(e N0 00 = (I(Z )h(u )Oé( @) Uz))

Como 1/R(z", u®) = R(u®, 2@), tem-se que:

(N Ty o = p)h(u?)a(u®,29) = p(u) Ty 4o - (3-54)

T u
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Exemplo 3.3.1 (MCMC). Para exemplificar o uso do método de Monte Carlo

com Cadeia de Markov, suponha que deseja-se calcular a seguinte integral:

I= /000 (x — aB)? p(x) dz (3-55)

onde p é a fungao densidade de probabilidade Gamma (3-56) e T a fungao

Gamma.

ple) = ﬁrl(a) ()" e (3-36)

Essa integral (3-55) representa a variancia da fungdo densidade de
probabilidade Gamma e vale I = af?. Para calcula-la através do MCMC,

utilizou-se a seguinte distribuicao proposta h:

h(u) = 0,5 exp—0,5u u > 0. (3-57)
Supés-se como valor inicial da cadeia z(!) = 1. Como parametros da
distribuicdo Gamma supos-se: o = 2 e = 1. As amostras v, v, ... com

distribuicdo de probabilidade h sio geradas por u) = —21In (v®), onde cada
vl ¢ sorteado da distribui¢io uniforme no intervalo [0, 1].

Nesse exemplo, a razao de Metropolis vale:

] i 1 a—1 . .
- fu®) h(2x®) B u® u® — 2@ o “
T F@0) hu®) — \ 2@ Xp g exp —0,5(z" —u')  (3-58)

e a atualizacao das amostras, segundo o algoritmo de Metropolis-Hastings, é

feita da seguinte forma:

u®  se p@ < min[l, R]
g = (3-59)
2@ se p® > min[l, R].

onde p é sorteado da distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1].
A partir das N amostras geradas (), 2® ... 2®™) a integral (3-55) é

estimada pela expressao (3-60) e o desvio padrao por (3-61).

1 & 0 1
Iy=~ > @ —ap) :NZ (3-60)
=1 1=1

N

o(Iy) = % 3 ((xu) —ap)? - IN>2 (3-61)

i=1

Duas rotinas MATLAB foram desenvolvidas na implementacao do algo-
ritmo de Metropolis-Hastings nesse exemplo: MCMC  VARIAVELALEATORIA
e MCMC INTEGRALGAMMA.
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Com o objetivo de avaliar a qualidade dos resultados fornecidos pelo
MCMC, a integral (3-55) também foi estimada a partir de amostras geradas
com a funcao random(’gam’,cr, ) do MATLAB.

A tabela (3.1) mostra os resultados obtidos para diferentes nimeros de

amostras (V).

N MCMC Funcao random(’gam’,a, B)
IN:|:0'<IN) INZEU(IN)

10* | 1.9635 + 0.0440 2.0672 £ 0.0477

10° | 1.9871 4 0.0140 2.0063 £ 0.0144

10% | 1.9885 4 0.0044 1.9982 + 0.0044

107 | 1.9979 4 0.0014 2.0001 4 0.0014

Tabela 3.1: Estimativas da variancia da funcao densidade de probabilidade
gamma (a=2e f=1)

Tanto o método de MCMC quanto a funcao do MATLAB
random(’gam’,a, f) fornecem resultados que convergem para a resposta
correta I = 2. Em ambos os casos, quanto maior o nimero de amostras menor
¢ a variancia. A figura (3.4) mostra semelhanga de formato entre o histograma
das amostras obtidas por MCMC (107 amostras) e a funcido densidade de
probabilidade gamma (3-56).

Histograma: MCONC Densidade de Probabilidade Gamma

(@)

Figura 3.4: (a) Histograma das amostras obtidas por MCMC (10* amostras).
(b) Fungdo densidade de probabilidade gamma (02 = «3?).
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3.3.1
Aquecimento da Cadeia de Markov

Muitos livros recomendam descartar os primeiros elementos da sequéncia
gerada pelo algoritmo de Metropolis-Hastings. Esses elementos constituem o
periodo de aquecimento ("burn-in") da cadeia de Markov e, representam o pe-
riodo em que a cadeia ainda nao convergiu para a distribuicao de probabilidade
estacionéaria.

Despreza-los ¢ uma opcao de anular o efeito que eles geram sobre
a distribuicao das amostras obtidas com o MCMC, fazendo com que essa
distribuicao fique mais proxima da distribuicao desejada.

Entretanto, quando o niimero de amostras N é suficientemente grande,
esse periodo de aquecimento pode ter pouca influéncia sobre a distribuicao das

amostras obtidas. Podendo assim ser desprezado.

3.3.2
Distribuicido de Probabilidade Proposta

4

No algoritmo de Metropolis-Hastings é necessario definir uma variavel
aleatoria Y com funcao densidade de probabilidade h e gerar amostras u; de
Y. Como essa distribuicao é escolhida arbitrariamente, é costume utilizar-se
uma distribui¢do simples e de facil amostragem (como por exemplo a uniforme
ou a exponencial). Para esta tarefa pode-se por exemplo utilizar o Método da
Transformada Inversa apresentado no primeiro capitulo.

Em principio, a definicao de h é totalmente livre, porém é usual escolher-
se a distribuicao h com uma forma semelhante a distribuicao da qual deseja-
se gerar amostras, p [18]|. Essa escolha faz com que a razao de Metropolis,
R, assuma na maioria das iteracoes do algoritmo um valor préoximo a 1, e
consequentemente mais rapidamente as amostras geradas abrangeriam todo o
espaco amostral.

Dessa forma, uma escolha apropriada de h pode reduzir o nimero de
iteracoes necessarias para obter-se uma distribuicao de amostras préximas a p.

O termo mistura ("mixing") é utilizado para representar a taxa em que
o espago amostral é explorado. Uma cadeia é dita ser mal misturada ("poorly
mixing") se com um elevado nimero de amostras apenas uma pequena regiao
do espago amostral é ocupada. Caso contrério, é dita ser bem misturada ("well
mixing") |18|. Escolhendo-se a fun¢do h = f, a razao R serda sempre igual
a 1 e, dessa forma, a cadeia teria uma mistura perfeita. Porém, para essa
escolha ser possivel, gerar amostras de p deveria ser uma tarefa simples (o que

consequentemente nao justificaria o uso do algoritmo de Metropolis-Hastings).
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No proximo exemplo é mostrado a influéncia da escolha da distribuicao

proposta, h, na taxa de mistura da cadeia.

Exemplo 3.3.2 (MCMC). Suponha que se deseja gerar amostras de uma va-
ridvel aleatoria X com a seguinte distribuicao de probabilidade Qui-Quadrado
Inversa Escalada p:

p(x) =C 7% exp ;—;. (3-62)

O parametro a vale 4, n = 5 e C' é uma constante de normalizacao.
Supde-se que o valor inicial da cadeia é () = 1.

Como distribuicao proposta h, escolhe-se inicialmente a distribuicao
uniforme no intervalo [0,100]. Posteriormente, escolhe-se a distribuicao qui-
quadrado X7.

h(u) = L w2 e/ (3-63)
21/21°(1/2)

A rotina MCMC _MISTURACADEIA implementada em MATLAB tes-
tou o algoritmo de Metropolis-Hastings para as duas distribuicoes propostas.
Na figura (3.5) é possivel comparar as primeiras 500 amostras para as duas
fungoes h. No caso da distribuicao uniforme, a cadeia pode ser considerada
mal misturada ("poorly mixing") (ha uma grande repeti¢do sequencial de
elementos), enquanto no caso da distribui¢ao chi-quadrado (com forma mais

semelhante a fungao p), é considerada bem misturada ("well mixing").

Amostras: MCMC Amostras: MCMC

&0

a0 -

ant 4 6L

w30

0+

Tl NN

. . . . . . . . . ‘
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350
(a) Numero de Amostras () Numero de Amostras

Figura 3.5: Amostras geradas de X obtidas utilizando-se (a) h uniforme e (b)

h qui-quadrado.

Exemplo 3.3.3 (MCMC). Suponha que se deseja gerar amostras de uma

variavel aleatoria X com a seguinte distribuicao de probabilidade Gamma p:

I
400

I
450

a00
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=4 () g (5) oo () oo

Observe que (3-64) é uma forma alternativa de se escrever a distribuicao
Gamma, onde z ¢ a média de X, dx o coeficiente de variacao (0x = ox/z) e
ox o desvio padrao.

Como distribuicoes propostas para o MCMC, duas func¢oes,h; e ho, de
suporte positivo (0, +o00) foram analisadas. A primeira, (3-65), tem uma forma
totalmente diferente da distribui¢ao de probabilidade p, enquanto a segunda,
(3-66), possui uma forma similar. Os graficos de p, hy e hy sdo mostrados na
figura (3.6).

hi(u) = Xe ™ (3-65)

a—1
(2) o—(u/B)° (3-66)

0.7

PE,
06} — i

by

PDF

Figura 3.6: Fungao densidade de probabilidade p (com z = 3.0, x = 0.25 e
ox = 0.75) e as duas distribui¢des propostas: hy (com A = 0.08) e hy (com
a=30efB=35).

O algoritmo de Metropolis-Hastings foi aplicado para gerar amostras de
X usando cada uma das distribuicoes propostas, hy e hy, e um valor inicial
da cadeia de (") = z = 3.0. Os resultados obtidos sdo mostrados na figura
(3.7). Para as duas funcdes propostas, é possivel notar que 5 x 103 amostras sao
insuficientes para reproduzir p. Porém, quando esse niimero cresce para 5 x 104,
ambas as funcoes, h; e hy, apresentam bons resultados, embora o histograma
gerado com hy se assemelha mais com a funcao de densidade de probabilidade
desejada p.

Com este exemplo, verifica-se que a escolha de uma distribuicao proposta
de h que melhor aproxima a forma de p, reduz o niimero de amostras necessarias

para o MCMC apresentar um bom desempenho. No entanto, é importante
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Figura 3.7: Gréfico de frequéncia de (a) 5 x 10 e (b) 5 x 10* amostras de X.

notar que se um numero suficiente de amostras é gerado, essencialmente
qualquer distribuicao de proposta h pode ser eficaz.

Como a gama func¢ao densidade de probabilidade ¢ muito usual, muitos
softwares ja desenvolvidos incluem em suas bibliotecas comandos capazes
de gerar amostras segundo essa distribuicado. No MATLAB, esta fungao é
chamada de gamrnd. Comparando na tabela (3.2) as estimativas de média
e variancia de X calculadas a partir de amostras do MCMC e gamrnd,
observamos que ambos os métodos apresentam resultados semelhantes, mesmo

quando o numero de amostras é pequeno.

Tabela 3.2: estimativas de média e variancia de X calculadas a partir das
amostras geradas com MCMC e com o comando gamrnd do MATLAB.

N hy ho MATLAB
Ttox Ttox Tt ox

10% | 3.0583 4 0.7013 | 3.0252 £ 0.7550 | 3.0080 + 0.7548

10* | 2.9714 4 0.7519 | 2.9957 + 0.7439 | 3.0067 + 0.7487

105 | 2.9983 4 0.7454 | 2.9998 4 0.7523 | 3.0008 4 0.7495

A influéncia de h; e ho na sequéncia de amostras de MCMC pode ser
observado na figura (3.8). Note-se que com hy, a sequéncia de valores de
2@ apresenta poucos valores repetidos, formando Cadeia de Markov bem
misturada. Com hy, 0 oposto ocorre (tem muitos periodos de valores repetidos),

formando uma Cadeia de Markov mau misturada.

34
O Algoritmo de Metropolis-Hastings Aplicado a Vetores Aleatoérios

Nesta secao do trabalho é mostrado uma extensao do algoritmo de

Metropolis-Hastings para casos em que se deseja gerar amostras de vetores
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Figura 3.8: Primeiras 500 amostras da sequéncia (¥ obtidas pela distribuicio

proposta (a) hy e (b) ho.

aleatorios.

Um vetor aleatorio real de dimensao n é definido como uma funcao real,

{X}, que associa a cada ponto amostra w, pertencente ao espago de amostras

), um ponto do espago n-dimensional, {x(w)} € R"™ [27]|. Pode-se escrever:

{X}: Q +— R"
w — {z(w)}.

(3-67)

O mapa representado em (3-67) é esquematizado na figura (3.9) para o

caso em que n = 3.

Figura 3.9: Vetor aleatorio (mapa de €2 para R3).

Assim, um vetor aleatério { X} com dimensao n é um vetor formado por

n variaveis aleatoérias:

1
450

500
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X,
(xXy=3: . (3-68)
Xn

A funcao distribuicao de probabilidade associada a um vetor aleatorio
{X} é a funcao:

P: R +~— [0,1]

(3-60)
{z} — P({z})
onde
P{z})=Pr(X; <z, Xo<uz9,--, X, <up). (3-70)
A funcao densidade de probabilidade, p, do vetor aleatorio { X} é:
aTL
= P =71
p({l‘}) aXl 8X2 . '8Xn ({x})7 (3 7 )

chamado também de densidade de probabilidade conjunta das variaveis alea-
torias Xq,---, X,,.

Cada amostra de {X} é um vetor de dimensao n:

{2} = ¢ ¢ (3-72)
0

Assim como no caso de geracao de amostras de varidveis aleatorias, o
Algoritmo de Metropolis-Hastings para gerar amostras de vetores aleatérios
baseia-se no mesmo critério de rejeicao ou aceitagao de amostras geradas por
uma distribuicao de probabilidade proposta h. Porém, essa distribuicao pode

Ser:

— conjunta, de forma que, a cada iteragao do algoritmo, é gerada um vetor
u® de dimenséao n;

— nao conjunta. Nesse caso, n fungoes hy,, hy,, - , h,, sdo utilizadas (uma
para cada componente de {X}). A cada iteracdo, é escolhida uma
componente j para ser gerada segundo h,;. Assim, o vetor {u}(“H) é

dado por (3-73). A escolha da componente a ser gerada pode ser de

forma sequencial ou aleatoéria.

{u}(iJrl) _ Mz) ugi) N S B u?] (3-73)
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Exemplo 3.4.1 (MCMC aplicado a vetores aleatorios). Suponha que deseja-
se gerar amostras do vetor aleatorio {X} = [X; X,|7 com a seguinte fungio
densidade de probabilidade conjunta Gaussiana mostrada na figura (3.10) com

3 1.0 0.1
média my = e matriz de covariancia C' = :
3 0.1 1.0

! L -1 (r — m
(3-74)

05

oo ;,}a,m“h‘\ Ll
: Rl
005 : : U

EhE
i Ja'\‘ﬁ'i'l‘i“
i

el

Figura 3.10: Densidade de probabilidade Gaussiana.

Como distribuigées de probabilidade propostas, duas distribui¢oes (uma

para componente de {X} ) sao utilizadas. Assim:

h([u1 UQ]) = hl (Ul) X hg('u,z) (3—75)
Cada funcao, hy e ha, esté definida no dominio (—oo, 00). Sdo dadas por:
h N1 = 3-76
uyp) = 1) = -
0.1 —0.1|uz|
hQ(’LLz) = — ¢ " (3—77)

2
Para gerar amostras S segundo hy, um nimero 5 é sorteado com
2 )

distribui¢ao de probabilidade uniforme unitaria no intervalo [0, 1] e faz-se:

In (28%)/0.1 se BD < 0.5
uf! =< 0 se B8O =05 (3-78)
In (2 —26%)/0.1 se B9 > 0.5

O algoritmo de Metropolis-Hastings multidimensional foi implementado
em MATLAB através da rotina MCMC  VETORALEATORIO. A Figura (3.11)
mostra os histogramas obtidos com dois niimero de amostras. E possivel notar

que 10* amostras nao sao insuficientes para construir um histograma similar
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a densidade p. No entanto, quando este niimero cresce para 10°, o histograma
torna-se representativo. Como no exemplo anterior, o método MCMC foi
comparado com a funcao do MATLAB munrnd capaz de gerar amostras de
um vetor Gaussiano. Estimativas do vetor de médias e matriz de covariancia

para diferentes niimeros de amostras sao apresentados na tabela (3.3). Nas

3
simulagoes, considerou-se a média my = ( 5 ) e a matriz de covariancia
1.0 0.1
C = .
0.1 1.0
Tabela 3.3: Estimativas de my e C.
N MCMC MATLAB
mx C mx C
105 3.0017 1.0022 0.0961 3.0019 1.0054 0.1043
2.9916 0.0961 1.0175 3.0054 0.1043 0.9946
106 2.9985 0.9977 0.1019 3.0004 1.0002 0.1003
3.0030 0.1019 1.0027 2.9995 0.1003 1.0015
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qog

02t

Figura 3.11: Histograma para uma distribuicao de probabilidade de um vetor
aleatorio de duas dimensoes (a) 10 e (b) 10° amostras.
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