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4
Vibracoes Estocasticas em Sistemas com Um Grau Liber-
dade

4.1
Introducao

Este capitulo da dissertacao é dedicado ao estudo de sistemas de um
grau de liberdade sujeitos a um forcamento caracterizado como um processo
estocastico F'(t), como mostra a figura (4.1). O parametro ¢ representa o tempo.
Considera-se o sistema possui propriedades deterministicas, sendo composto
por uma massa m, uma mola com constante de rigidez £ e um amortecedor

com constante de amortecimento c.
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Figura 4.1: Sistema massa-mola-amortecedor submetido a uma forca estocas-
tica F(t).

Conhecendo-se a média em func¢do do tempo do forcamento (urp(t)), a
variancia (0%(t)) e a autocorrelagao (Rp(t)), deseja-se determinar as carac-
teristicas estatisticas do processo estocastico que caracteriza a resposta do
sistema X (¢).

O ponto de partida do estudo é a equagao (4-1), que permite calcular
para cada realizacao do forcamento F(t) (representado pela letra minuscula f)

a resposta deterministica do sistema, ou seja x [20].

x(t) = / flt—0)g(0)do t>0 (4-1)
onde f(t —0) =0 para 6 > t, e a fungdo g representa a resposta do sistema ao

impulso unitario (4-67) com condigoes iniciais de deslocamento e velocidade

nulas. Supde-se que f(t) = 0 para t < 0.

1
t)=——e “"sinwgyt 4-2
g(t) dee sin wy (4-2)
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Para o sistema mecanico considerado, w, representa frequéncia natural
de vibracao (4-3), c. o coeficiente de amortecimento critico (4-4), ¢ o fator de

amortecimento (4-5) e wy a frequéncia natural amortecida (4-6).

Wy, = % (4-3)
Ce=2muw, (4-4)
(== (4-5)

wyg = wpy/1— (2 (4-6)
Para trabalhar-se com vibragoes estocasticas, é indispensavel estudar-se

previamente:

— processos estocasticos definidos no dominio da frequéncia; e

funcao de resposta do sistema mecanico ao impulso unitario, no dominio

da frequéncia, £, chamada também de funcao resposta em frequéncia.

Por isso, as proximas duas secoes deste capitulo sao dedicadas a esses
dois temas. Somente nas secoes posteriores, o assunto de vibracoes estocasti-
cas volta a ser tratado. Dois tipos de forcamento sio analisados: quando F'(t)
é caracterizado por um processo estocastico estacionario e quando é caracteri-

zado por um ruido branco.

4.2
Processos Estocasticos no Dominio da Frequéncia

E usual representar-se processos estocéasticos estacionarios no dominio
da frequéncia ao invés de no dominio do tempo [22|. Por isso, a Transformada
de Fourier (capaz de transformar uma fun¢ao no dominio do tempo para o
dominio da frequéncia) torna-se uma poderosa ferramenta de trabalho.

Na primeira parte desta secao, sao mostradas as defini¢coes bésicas da
Transformada de Fourier. Posteriormente, a transformada é aplicada a funcao
de autocorrelacao de um processo estocastico estacionario no sentido amplo,

resultando na funcao densidade espectral.

4.2.1
A Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier originou-se a partir das séries de Fourier, em
que uma fungao periodica ¢ (com periodo T') pode ser representada através de

um somatorio de senos e cossenos, de acordo com (4-7):
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- 2nm - 2nm
t)=a a, cos ——t b,, sin ——t. 4-7
q(t) = ag + 2_; ot 2_; - (4-7)
O coeficiente ag representa o valor médio de ¢ ao longo de um periodo
(—=T/2 a T/2) e, os coeficientes a,, e b, representam a amplitude dos termos

seno e cosseno. Eles sdo calculados por (4-9) para n=1,2,---:

1 [T/2
=7 [ at)d (4:8)
T J 1)
2 /T/2 (2n7r
ap = — q(t)cos | —t | dt
T 7T/2 T
2 (T2 2nm
b, = —/ q(t) sin (—t) dt. (4-9)
A série de Fourier também pode ser escrita na forma de uma exponencial
complexa:
1 « 2
q(t) = T n:z:oo Cp €XD (Z ;Wt> (4-10)
com o coeficiente ¢, definido em (4-11) paran=---,—=2,—1,0,1,2,---:

I 2
Cp = T/ q(t) exp (—Z ;mt> dt. (4-11)

—T/2
Os coeficientes a,, b, e ¢, sao relacionados por:

n n —n 2071727"'
a c +c para n (4_12)
b, = i(c,—c_,) paran=1,2---
e
(a, — iby) , n>0
e =14 lag . n=0. (+-13)
%(a_n +ib_y) , n<0

Fazendo algumas manipulacoes mateméticas e considerando o caso em
que o periodo T se aproxima do infinito, pode-se definir através da série de
Fourier um par de fungoes que caracterizam a Transformada de Fourier (4-
14) e (4-15). Fazendo a Transformada de Fourier de uma fungao ¢ definida no
dominio do tempo, obtém-se a funcao g definida no dominio da frequéncia.
Fazendo-se a Transformada Inversa de Fourier de uma funcao g definida no
dominio da frequéncia, obtém-se a funcao ¢ definida no dominio do tempo.

g(w) ! /00 q(t) exp (—iwt) dt (4-14)

:% N
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q(t) :/ g(w) exp (iwt) dw (4-15)

[ee]
Em algumas situacoes é necessério calcular-se a Transformada de Fourier

da derivada de uma fungao no tempo (por exemplo quando deseja-se escrever
a equagao uma equacao diferencial no dominio da frequéncia). Tomando-se
dq / dt e aplicando a definigao (4-14), tem-se que [20]:

dg 1 [ dq .
B G — — ) 4-1
]:{dt} 27T/oo pn exp (—iwt) dt (4-16)

Integrando por partes:

f{%}:%e}{p<—mt>q<t>r s o) [ e (i) dr. - (+17)

o 2T o

Assumindo que ¢ é uma fungao integravel, valera zero em —oo e em oo.

Dessa forma:

}'{%} = i) [ Zq<t> exp (—iwt) dt

(4-18)
= (iw) F{q(®)}.

Fazendo uma procedimento semelhante para d?q / dt?, pode-se determi-

nar:

]—"{%} = 5 [ att) exp (i) a

2 oo

(4-19)
= (—w’) F{a(®)}.

Exemplo 4.2.1 (Transformada de Fourier). A Transformada de Fourier da

funcao:

q(t) = 2meel (4-20)

¢ determinada por (4-14) como:

1 [~ 2
g(w) = %/ ome™ M exp (—iwt) dt = Faw?' (4-21)

Exemplo 4.2.2 (Transformada de Fourier). Aplicando-se a Transformada de

[e.9]

Fourier a funcdo ¢(t) = 1, obtém-se a fung¢ao delta de diract d(w). Tem-se
assim o seguinte par de funcoes:

o0

d(w) = —/ 1 exp (—iwt) dt (4-22)

[e.o]
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1 :/ d(w) exp (iwt) dw (4-23)
Exemplo 4.2.3 (Transformada de Fourier). Aplicando-se a Transformada de

Fourier & funcdo delta de diract ¢(t) = d(t), obtém-se o valor 1/27. Tem-se

assim o seguinte par de funcoes:

1 1 [

o =9 | d(t) exp (—iwt) dt (4-24)
5(t) = /_ N % exp (itt) dew (4-25)

4.2.2
Funcao Densidade Espectral

A Funcao Densidade Espectral (Sx) descreve como a poténcia de um
processo estocastico X () se distribui em fun¢do da frequéncia. Dessa forma,
torna-se uma importante ferramenta para analisar processos estocésticos esta-
cionarios [23] [8].

Sendo X (t) um processo estocastico estacionario no sentido amplo, pode-
se afirmar que tanto a média quanto a variancia de X (¢) sao uma constantes (4-
26). Além disso, a fungio de autocorrelagio Rxy depende apenas da diferenga
entre dois valores de parametro ¢, ou seja depende apenas de 7 = t5 — 1, como
indicado em (4-27).

o =
RXX(th tg) = Rxx(t,t + T) = E[X(t)X(t + 7')] == Rx(T) (4—27)

A autocovariancia e o coeficiente de autocorrelacao também dependem

apenas 7 = tg — t1:

oxx(1) = Rx(1) — pix (4-28)
pxx(T) = UX;;). (4-29)

Assim:
Rx(1) = oxx(1) + ux = pxx(T)o% + 1k (4-30)

Como o valor do coeficiente de autocorrelagiao estd sempre entre +1 e

—1, ou seja, [pxx(7)| <1, tem-se que:

—0% + 1k < Rx(7) < ok + ik (4-31)
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Observando que em 7 = 0, Rx(0) = 0% + p%, pode-se afirmar:

|Rx(7)| < Rx(0). (4-32)

Aplicando a Transformada de Fourier a funcao de autocorrelacao de

um processo estocastico estacionario no sentido amplo, obtém-se a funcao
densidade espectral, Sy, definida no dominio da frequéncia. Aplicando a

Transformada Inversa Fourier & Sy, obtém-se a funcao de autocorrelagio Ryx.
Assim, pode-se definir o par de fung¢oes (4-33) e (4-34):

Sx(w) = % /OO Rx (1) e ™" dr (4-33)
Rx(1) = /OO Sx(w) e™7 dw. (4-34)

E importante ressaltar que a existéncia de (4-33) e (4-34) depende da
integrabilidade da funcdo de autocorrelacio ([~ |Rx (1) dr| < o).

Porém, na maioria dos processos estocasticos estacionarios no sentido
amplo de interesse em vibracoes estocasticas, o coeficiente de autocorrelacao
tende a zero para grandes valores de 7. Ou seja, X (¢) e X(t + 7) se tornam
descorrelacionados quando 7 é grande. O limite de Rx quando 7 — oo é entao
o quadrado da média do processo estocéstico:

lim Ry () = pi. (4-35)

Dessa forma, somente tem-se [~ |Rx(7) dr| < co quando a média do
processo valer zero.

Caso deseje-se analisar o espectro de um processo estacionéario no sentido
amplo Y (f) com média uy # 0, Y(¢) deve ser transformado em um processo
estocastico X (t) de média nula. Para isso, basta subtrair py de cada uma das
realizagoes do processo Y (t) e, consequentemente o novo processo X (t) podera

ser submetido a Transformada de Fourier.

Exemplo 4.2.4 (Processo estocastico estacionario de média nao nula). Con-
sidere um processo estocastico estacionario no sentido amplo Y (¢) com média
py # 0. Defina um processo X (t) = Y (t) — py, tal que a média de X (¢) seja
nula. Compare as fun¢es densidade espectral de X (¢) e Y(¢).

A fungao de autocorrelagao do processo Y (t) é segundo (4-27):

Ry(r) = E[Y()Y(t+7)]
= E{X({)+ v} {X{E+7)+ v}
B X({t) X(t+ 7))+ uyE[X@)] + puy E[X(t + 7)) + ¥
= Rx(7)+ 43

(4-36)
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Assim, a densidade espectral de Y'(¢) é:

1 [ A
Sy(w) = — Ry (7) e 7" dr

2m J_ o

1 [ ,
- - / {Rx(7) + 43} e dr (4-37)

1 [ -
— S 4 2 —iwT dr.
w5 [
De acordo com o par de fungoes da Transformada de Fourier do exemplo

4.2.2, a expressao (4-37) pode ser escrita como:

Sy () = Sx(w) + 123(w). (4-38)

A funcao densidade espectral assume valores reais nao negativos para

todo w, é simétrica e sendo integrada de menos infinito a mais infinito apresenta
area igual a variancia do processo estocastico de média nula.

Abaixo segue uma explicagdo mais detalhada dessas propriedades |[8]:

— Simetria:
A funcao de autocorrelacao ¢ uma fungao real par, Rx(7) = Rx(—7).
Assim a Transformada de Fourier de Ry também deve ser uma fungao

real par, ou seja:

Sx(w) = Sx(—w) (4-39)

Essa simetria pode ser utilizada para simplificar o calculo Sx. Pois, o par

de transformadas de Fourier dado por (4-33) e (4-34) pode ser substituido

por:
S (w) = % /0 " R(r) cos (wr) dr (4-40)
Rx(1)=2 /000 Sx(w) cos (wr) dw. (4-41)
Variancia:

A integral da fun¢ao de densidade espectral de menos infinito a mais
infinito é igual a variancia do processo estocéstico de média nula. Essa
propriedade pode ser verificada fazendo-se 7 = 0 na equagao (4-34):

oo o0

Rx(0) = E[X*(t)] = ox* = / Sx(w)e’ dw = / Sx(w) dw. (4-42)

—00 —00

Quando trabalha-se com a a funcao de densidade espectral, é muito

comuinn:
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1. adotar-se como unidade de frequéncia hertz ao invés de radianos por
segundo, ou seja, faz-se: f = w/2m. Nesse caso, para manter a érea sob
a curva de Sy igual a variancia do processo estocéstico (4-42), a fungao

de densidade espectral deve ser multiplicada por 2.

Sx(w) = 2m Sx(f) (4-43)

2. descartarem-se as frequéncias negativas, ou seja, considera-se w € (0, 00).
Nesse caso, a funcao de densidade espectral deve ser multiplicada por 2,
para manter a area sob a curva de Sy igual a variancia do processo

estocastico.

Rx(0) = /_OO Sx(w) dw = 2/000 Sx(w) dw (4-44)

o
A indicacao Wyx é utilizada para representar a densidade espectral

quando considera-se w € (0, 00):

Wx(w) = (4-45)

2 Sx(w) , w>0
0 , w<0

Na figura (4.2) sdo mostradas quatro representacoes da fungao de densi-

dade espectral no dominio da frequéncia em rad/s e em Hz.

Sx (w) Sx(f)
1 2
~ i + = 1 = f
_L"“'D 'D Lv[:, {] f[j: ‘I“""EI_."I:QTI—
Wi (w) Wx(f)

]
oy
=

i —
> W ! ki

| o | e

Figura 4.2: Representacgoes da funcao densidade espectral.
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4.2.3
Ruido Branco

O ruido branco é um processo estocastico idealizado, presente em muitos
estudos e analises teoricas de vibragoes estocasticas [8]. Ele é definido por uma
funcao de densidade espectral constante para todas as frequéncias de —oo até
+00.

Sx(w) = So — 00 < w < 400 (4-46)
O espectro de um ruido branco Sy é esquematizado na figura (4.3).
Sy (uJJ .T(Tt)
M
—— 5,

L "f
Cal = |

)

(@) " (b)

Figura 4.3: Representagio (a) do espectro de um ruido branco Sx(w) = S e
(b) de uma realizagdo do processo estocastico X () ao longo do tempo.

Aplicando a Inversa da Transformada de Fourier (4-34) & fun¢ao densi-

dade espectral de um ruido branco, obtém-se a funcao de autocorrelacao:

Rx (1) = / So e dw = 271 Sy (7). (4-47)

onde §(7) é a funcao delta de dirac.

O ruido branco possui variancia infinita. Dessa forma, para poder ge-
rar realizagoes do ruido e utiliza-las em simulacdes numéricas, é necessario
transforméa-lo em um processo de variancia finita. Costuma-se trabalhar com

a definicao:

;

SO ) |OJ| < We
Sx@) =4 Sof2 | wl = (4-45)
0 ,w| > we.

\

O intervalo de frequéncias em que a funcao densidade espectral vale Sy é
limitado, ou seja, é como se o ruido branco fosse submetido a um filtro passa

baixa com frequéncia de corte w.. O processo estocéastico resultante possui
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funcao densidade espectral uniforme para todas as frequéncias abaixo de w,

como mostra a figura (4.4).

Sx (w)

M

Ef----

e 0 W T
Figura 4.4: Representagao do espectro de um ruido branco Sx(w) = S

submetido & um filtro passa baixa com frequéncia de corte w,.

A funcao de autocorrelacao correspondente a (4-48) vale:

Rx (1) = / So e dw = 2/ cos (wT) dw. (4-49)
—00 0
Resolvendo a integral:
o% , 7=0
Rx(r) = s (4-50)
22 sin (w,r) , T#0.

T

Como a area sob a curva da funcao densidade espectral é igual a variancia

do processo estocastico (4-42), tem-se que:

0% = 2w, So. (4-51)

Assim, a funcao de autocorrelagao do ruido branco vale:

ox , 7=20
Rx (1) = _ (4-52)
ox —Smcfcfﬂ , T #0.

Exemplo 4.2.5 (Ruido branco). A simulac¢do de processo estocastico X ()
caracterizado por um ruido branco, com densidade espectral dada por (4-48)
pode ser feita através de realizacoes de X(t). Utilizam-se, por exemplo, as
funcoes densidade de probabilidade normal ou uniforme.

Em cada instante de uma realizacao, o processo X (t) assume valor igual

a uma amostra da funcao densidade de probabilidade escolhida. Devido a
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condigao (4-51), é mnecessario garantir que a variancia dessa densidade de
probabilidade seja igual a 2w, Sj.

Como nas proximas secoes do trabalho o ruido branco é utilizado para
caracterizar o processo estocastico da for¢a F'(t) que atua sobre o sistema
massa-mola-amortecedor, foi desenvolvido um programa em MATLAB capaz
de gerar realizagoes desse processo estocastico (GERADOR__RUIDOBRANCO).

Esse gerador fornece duas opgoes para a escolha da fungao densidade de
probabilidade utilizada para gerar as realiza¢oes de X (¢): normal (com média
nula e variancia igual a 2w, Sy) e uniforme no intervalo [a,b|. Os valores de a
e b estao relacionados ao valor Sy definido para o ruido branco.

Sabe-se que a variancia da densidade de probabilidade uniforme em |a, b|
¢ igual a 1/12 (b — a)®. Assim, para gerar realizacoes de um ruido branco S,

através de um distribui¢do uniforme em [a, b], deve-se ter que:

1
0% = i a)® = 2w, Sy (4-53)

Fixando a = 0, o valor de b deve ser:

b= /12(2w.S) (4-54)

Na figura (4.6) mostra-se duas realiza¢oes de dois ruidos brancos com

So = 1 e frequéncia de corte 107 [rad/s|. Um deles foi simulado a partir de

uma densidade de probabilidade uniforme em [0, 1/12(2w.S5)]. O outro foi
simulado a partir da distribui¢ao normal (média nula e variancia 2w, S).

Verifica-se que apesar dos dois processos terem densidade espectral cons-

tante igual a Sy = 1, as suas realizagoes ao longo do tempo sao completamente

diferentes.

4.2.4
Estimativa da Funcao Densidade Espectral

A partir de realizagoes de um processo estocastico X (t) é possivel
estimar-se a sua funcao densidade espectral. Para isso, parte-se da definicao
da Transformada de Fourier para um processo estocastico X (t), representado

por X(w):
X(w) = % /oo X (t)e ™" dt. (4-55)

Porém, se X(t) for estacionario, / | X (t)| dt & indefinido e assim, a

[e.e]
Transformada de Fourier X(w) nao existe. Nesse caso, uma opgao é utilizar a

definicao Transformada de Fourier truncada:

1 [T '
X(w,T) = — X (t)e~t dt. (4-56)
2m —T/2
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rlt) it

a0
a0} |
10} .
0
A0F b -0
20 R 2ot J
o : 0 15 20 g 5 0 15 20 2%

(a) Tempo (s) (h) Tempo (s)

Figura 4.5: Realizagao ao longo do tempo de um ruido branco simulado a partir
da fun¢ao densidade de probabilidade: (a) uniforme (b) normal.

Calculando-se a variancia de X(w,T") para dois valores de w; e ws, tem-se:

T/2 [ T)2
EX(w, T)X(we, T)] = / / Rx(ta —t1)
1 i 7/2J-1/2 xll2 =t (4-57)

27r
. eXp w1t1 — Wth)] dtl dtg

onde X(w,T) representa o complexo conjugado de X(w,T). Supondo que

T =1y — 11 e que w = w; = we, (4-57) torna-se:

T/2—ts [ T/2
E Ux(w,T)ﬂ S / [ Rx (1) exp (—iwT) dT] dty.  (4-58)

(27T)2 —T/2—ty |J-T/2

Resolvendo a integral, chega-se a:

E [|X(w,T)]2} = ﬁ /_T(T — |7 Rx(7) exp (—iwT) dr. (4-59)

Multiplicando (4-59) por 27/T" e tomando o limite quando 7" — oc:
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i 27E (@ )7 = Jim & [ (1= ) Re(ryexp (- d
T1—I>IoloT W, = Tl_I)I;o% . ? X \T)exp 1WT T
T
= S Rx(7)exp (—iwT) dr (4-60)
2 -
= Sx(w).

Assim, uma estimativa da funcao densidade espectral (SX) de um pro-
cesso estocastico X (t) pode ser obtida a partir de realizacoes desse processo

com uma longa duracao 7T'. Para n realizacoes, a estimativa sera:

Sx(w) = 2% > x(w, TP (4-61)

Exemplo 4.2.6 (Estimativa da fun¢ao densidade espectral). Uma rotina
MATLAB (EsTIMATIVA_DENESPEC) foi desenvolvida para estimar a fun-
¢ao densidade espectral de um processo estocastico X (t). Supondo que esse
processo é um ruido branco, a estimativa Sy & feita através da expressao (4-
61).

Para gerar as amostras do ruido branco necessarias a estimativa, utiliza-
se a rotina GERADOR_ RUIDOBRANCO ja explicada no exemplo anterior 4.2.5.

Na figura (4.6) mostram-se as estimativas das densidades espectrais de
dois ruidos brancos com Sy = 1 e frequéncia de corte 107 [rad/s|. Um deles
foi estimado a partir de realizagoes segundo uma densidade de probabilidade
uniforme em [0, 1/12(2w.Sp)]. O outro foi estimado a partir da distribuicao
normal (média nula e variancia 2w, Sp).

Como esperado, as estimativas de Sy coincidem com o valor especificado

para Sy = 1.

4.3
Resposta ao Impulso Unitario no Dominio da Frequéncia

Para determinar a resposta do sistema mostrado na figura (4.1) ao
impulso unitario no dominio da frequéncia, parte-se da equacao de movimento

deterministica:

m E(t) +ci(t) + kz(t) = f(t) (4-62)
onde f representa uma realizagao do forcamento F'(t), e x a resposta determi-
nistica do sistema.

Utilizando as expressoes (4-14), (4-18) e (4-19) pode-se determinar a
Transformada de Fourier de (4-62):
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Sh Ruido Branco Sh Ruido Branco

3F 3F =
25¢ i 25} .
2 21 J
15 15 R
1 fpumrier o e [ —— - N 4
0.5 0s R
DD 5I 'IID 'II5 2ID 2:5 3ID 35 DD 5I 1ID 1I5 2ID 2;5 3ID 35

(a) Frequencia (rad/s) (h) Frequencia (rad/s)

Figura 4.6: Estimativa da funcao densidade espectral de ruido branco simulado
a partir da fungao densidade de probabilidade: (a) uniforme (b) normal.

(—w* m+iw e+ k)x(w) = f(w) (4-63)
onde f e x representam a Transformada de Fourier da for¢a f e deslocamento

x respectivamente.

(W) =~ mtiwet k) fw) = Aw)f(w) (4-64)
A funcao de resposta em frequéncia, £, define a relacao entre o forcamento
e o deslocamento (4-65). Ela é usualmente chamada de fun¢ao de transferéncia
8].
1

I — 4-65
) —wm4iwce+k ( )

Considerando que o forcamento é um impulso unitario o aplicado no

instante ¢ (4.7), equagao de movimento do sistema é escrita como (4-66), onde

a fun¢ao g indica a resposta em deslocamento da massa.

5(t)

A 4

Figura 4.7: Representagao da funcao impulso.

§(t) + 20wy §(t) + wy g(t) = 0(2). (4-66)
A solugao dessa equacao diferencial ((4-66)) é conhecida [20]:
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1
t) = “entsinwg t. 4-67
g(t) dee sin wy ( )

Representando por g a Transformada de Fourier de g e sendo a Trans-

formada de Fourier de §(t) igual a 1/27 (segundo o exemplo 4.2.3), tem-se

que:
(w) ! (4-68)
w) = , }
g 21 [—w? m +iw ¢ + k]
Assim, a equagao (4-64) pode ser reescrita como:
x(w) =21 g(w) f(w). (4-69)

Comparando (4-64) e (4-69), verifica-se que as funcdes g e A estao
relacionadas por (4-70):

h(w) = 27 g(w). (4-70)
Dessa forma, g(t) e A(w) formam um par de transformadas de Fourier
(4-71) e (4-72):

h(w) = /_OO g(t)e ™" dt (4-71)

g(t) = % /_OO A(w)e™! dw (4-72)

Com as defini¢oes apresentadas nesta se¢ao do trabalho, a equagao (4-1)
pode ser verificada. Para isso, aplica-se a Transformada de Fourier inversa na

equagao (4-69) e a partir do teorema da convolugao, obtém-se:

FHa®)} = 207 {gw)f (W)}

z(t) = /_ ) f(r)g(t —7)dr (4-73)

_ /_OO o(P)f(t — 7)dr.

o0

Esse resultado é idéntico a expressao (4-1). Sabendo-se que tanto g quanto

f valem zero para t < 0, a equagao (4-73) pode ser expressa por:

x(t) = /_t f(r)g(t —7)dr
h (4-74)

= [ atns=rin
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Além disso, supondo que a forca é somente aplicada a partir do instante

zero, uma forma alternativa de (4-74) é:

= f Frglt — )
(4-75)

_ /Otg(T)f@ 7).

4.4
Resposta do Sistema para um Forcamento caracterizado como Processo
Estocastico Estacionario

Nesta secao da dissertacao é mostrado como podemos obter informagoes
da resposta X (t) de um sistema massa-mola-amortecedor quando ele esta
submetido a um forcamento F(t) caracterizado por um processo estocastico
estacionario no sentido amplo (média constante up e fungao de autocorrelagao
Rr dependente apenas da diferenca entre dois valores do parametro ¢, ou seja
T =1ty — 1) [19].

4.4.1
Média do Deslocamento

Como dito anteriormente, o ponto de partida do estudo é a equagao (4-
1), que permite calcular a resposta x do sistema para cada realizagao f do
forgamento. Dessa forma, para obter-se a média do processo estocastico X (t),

pode-se fazer:

ux(t) = E[X(t)]=E[ | Pogte—ryar

—0o0

= /t E[F(7)]|g(t — 7) dr (4-76)

— 00

t
= ,UF/ gt —7)dr

Observando-se a expressao (4-71), verifica-se que a integral de (4-76)
quando ¢ — oo equivale ao valor da fungao £ avaliada em w = 0, ou seja, £(0).

Assim:

lim i (1) = pr A(0) = 2L (4-77)
t—o0 kj
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Dessa forma, quando ¢ — oo a média ux pode ser calculada de uma
forma muito simples, e o resultado estd de acordo com a Lei de Hooke para

uma analise estética (deslocamento proporcional ao forcamento).

Exemplo 4.4.1 (Média do deslocamento px). Suponha que deseja-se calcular
a média da resposta de um sistema massa-mola-amortecedor com equacao de

movimento dada por:

X(t) + 26w, X (t) + w2 X(t) = F(2) (4-78)
onde F(t) é um processo estocastico estacionario. Suponha que as condigoes
iniciais de todas as realizagoes de X(t) sejam nulas e que a massa, rigidez e

amortecimento sejam deterministicos.

Solugao:
A resposta do sistema em deslocamento é dado pela soma da solugao da
equagao homogénea e particular. Dessa forma, para cada realizacao x de X,

tem-se:

n . r(0) _ .
z(t) = x(0)e @t (COS wat + Cw— sin wdt) + &6 wnt sin wgyt

Wy Wy
(4-79)
t
+/ gt —7)f(r)dr
0
onde g é dado por (4-67). Dessa forma, o valor esperado de X (t) sera:
E[X(t)] = E[X(0)] e st (cos wat + C& sin wdt)
Wd
(4-80)
) 1 ¢
+E[X(0)] —e ! sinwgt + / g(t — 1) E[F(7)|dr
(JJd 0
com:
t
| st =) ElFr
0
(4-81)
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Como foi suposto que as condigoes iniciais de posicao e velocidade sao
nulas em todas as realizacées: E[X(0)] =0 e E[X(0)] = 0.

Tomando o limite da expressao (4-81) quando t — oo, a média uy
converge para pp/k (resultado de acordo com a média de X(f) no regime
estacionario calculada previamente (4-77).

Além disso, com o aumento de ¢, px se aproxima de um valor limite com
uma taxa de convergéncia dependente do valor do amortecimento do sistema
C.

Para verificar essas duas propriedades, foi implementada uma rotina em
MATLAB (CONVER_ MEDIA) que calcula a média do deslocamento X (¢) de
um sistema massa-mola-amortecedor submetido a forcamento F'(t) (processo
estocastico estacionario) para diferentes valores de (.

Nessa rotina, puy é estimado através do método de Monte Carlo,
considerando-se 10? realiza¢es da resposta de deslocamento de X (t) para cada
valor de (. Em cada uma dessas realizagoes, x(t) é calculado através das equa-
goes (4-1) e (4-67). A figura (4.8) mostra os resultados obtidos. Percebe-se que
quanto maior o amortecimento, mais rapidamente a solucao entra em regime

permanente.

o
.
T

1
a g oW 15 20 2\ 30 3\ 4 45
wp t
n

Figura 4.8: Média pux para vérios valores de amortecimento do sistema (.
Exemplo 4.4.2 (Média do deslocamento ao quadrado). Considere o sistema

mecanico do exemplo exemplo anterior 4.4.1. Deseja-se determinar a média da

resposta em deslocamento ao quadrado, ou seja E[X?(t)].
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Lembrando que equacao (4-1) permite calcular a resposta x do sistema

para cada realizacao f do forcamento F'(t), tem-se que:

:Létzfgﬁ-—Tﬁg@—-h)RFﬁé—'ﬁﬁhldﬁ- (4-82)

A fun¢do Rp em (4-82) pode ser substituida por:

Rp(t) = /_OO Sr(w) cos (wt) dw. (4-83)

o0
Assim:

/ / / Sr(w) cos (w(rz =) (4-84)

t—Tl (t—TQ) dwdﬁ dT2

Aplicando a func¢do ¢ definida em (4-67), resolvendo as integrais e

assumindo que o processo estocastico F'(t) é um ruido branco, ou seja,

SF(W) = SOZ

S
E[XQ(t)] — 2§ZT2 <1 - e—anCt <]_ + \/% sm det + 21 Sln Wdt)>
Tomando-se o limite de (4-85) quando t — oo, verifica-se que E t

converge para um regime estacionario [8] [19], assim como pux.
S()?T

20wy

Esse resultado foi verificado através de uma simulagao feita em MATLAB

tll}f& E[X%(t)] = (4-86)
(CONVER__ AUTOCORRELACAO). Nessa simulagio, E[X?(t)] é estimado atra-
vés do método de Monte Carlo, considerando-se 10* realizacoes da resposta
de deslocamento de X () para diferentes valores de amortecimento (. Percebe-
se que quanto maior o amortecimento, mais rapidamente a solucao entra em

regime permanente.

4.4.2
Funcdo de Autocorrelacao

Uma andlise semelhante a feita para a média mx pode ser desenvolvida
a autocorrelagdo do processo estocastico X (t). A seguir é mostrado como
conhecendo-se a fungao de autocorrelagao do for¢amento F'(t), ou seja, Rp,

pode-se determinar a funcao de autocorrelacao Rx.
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=
.

o
ka
T
1

D 1 1 1 1 1
o g 10 14 20 25 30 35 40 45

Wy, t

Figura 4.9: para véarios valores de amortecimento (.

Primeiro, é necessario determinar a correlagao cruzada entre o forcamento
F(t) e aresposta X (t), Rxp. Para isso, a equacao (4-1) é aplicada na expressao

de correlacao cruzada, obtendo:
RXF(Oél) = RXF(—OQ) = E[X(t)F(t — Oél)]

_ B Ut Ft — m)g(r) dr . F(t — ay)

. (4-87)
= / g(m)E[F(t—7n)F(t—ay)] dny

t
_ / 9T Re(r — ay) dry.

A préxima etapa para determinar-se Ry é multiplicar ambos os lados da

expressao (4-1) por X (¢ + aw) e tomar-se o valor esperado.
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Rx(a2) = E[X(t)X(t+ ag)]

— / g(n)E[F(t — 1) X(t + a)] dry (4-88)

—00

t
= / 9(72) Rxp (T2 + a) do.

—0o0

Substituindo a expressao encontrada para Rxp (4-87) em (4-88):

Ri(a) = / / 9(m)9(r)Ri(my — (72 + ) dry drs (489)

e fazendo a seguinte mudanga de varidveis: 7 = as, a = 11 e [ = Ty, chega-se

a seguinte fungao para Rx:

t t
Rxx(r) = / / 9()g(B)Rpp(T + B — a)dadp. (4-90)
A partir dessa expressao da autocorrelacdo, a variancia de X (t), definida

em (3-4), quando t — oo pode ser aproximada por:

ok = E[X*(t)] - (B[X(1)*
(4-91)

- oo 2]

4.4.3
Funcao Densidade Espectral

Assim como a média e a autocorrelagao do processo estocastico X (t), a
densidade espectral, Sx, também é uma importante ferramenta na analise das
vibragoes aleatorias.

Para determiné-la, substitui-se a equacao (4-90) em (4-33) com \ =
T+ —o
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1 [~ .
Sx(w) = — Rx(T)€_MT dr

2 J_

_ L : oo { /_ Z /_ Z 9(@)g(B) Rer(r + 8 — @)dadﬁ} dr

2w
(4-92)

= /OO g(a)e ™“*do - /00 g(B)et™Pap - L /OO Rp(N)e ™Ad\

o oo 2 J_
= h(w) A(—w) Sp(w).

Sendo A(—w) = A(w), onde £ é o complexo conjugado de £, a densidade
espectral Sx(w) é definida por [19] [31][23]:

Sx(w) = |A(w)]*Sp(w). (4-93)

4.5
Resposta do Sistema para um Forcamento caracterizado como um Ruido
Branco

Quando o forgamento a que esta submetido o sistema da figura (4.1) é

um ruido branco, tem-se que:

Sr(w) =Sy —00 < w < 00. (4-94)
Dessa forma, a densidade espectral Sx(w) é expressa por:

So

(k —mw?)® + cw?’

Sx(w) = |A(w)[*Sr(w) = (4-95)

Exemplo 4.5.1. Para verificar esse resultado, foi implementada uma rotina
em MATLAB (DeENsSEsPECX FRUIDOBRANCO) capaz de calcular a densi-
dade espectral da resposta um sistema massa-mola-amortecedor quando sub-
metido a um forcamento caracterizado como ruido branco. O célculo foi feito
de duas formas diferentes, a fim de poder-se comparar os resultados. O pri-
meiro modo foi através da expressao analitica (4-95), e o segundo foi fazendo-se
uma estimativa com 10* realizagoes do deslocamento X () [8] [33].

Em cada simulacao do sistema, uma realizacao do forcamento f é ob-
tida através da rotina GERADOR RUIDOBRANCO e o deslocamento corres-
pondente, x, é calculado através das equagoes (4-1) e (4-67). Para estimar a
fungao densidade espectral Sy, utiliza-se a expressao (4-61).

Os resultados obtidos pela rotina MATLAB sao mostrados nas figuras

(4.10) e (4.11). Como esperado, Sx calculado através da expressao analitica
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coincide com o estimado através das realizagoes de X (). Nas simulagoes foram
utilizados os seguintes valores para massa, rigidez e amortecimento: m = 1

[Kg|], =3 [N/m] e ¢c = 0.8 [kg/s]|.

Densidade Espectral do Forcamento
3 C T T T T T T T T T _]

28¢ -

0&F -

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5

Frequencia (H =)

Figura 4.10: Densidade espectral do forcamento (ruido branco).

Densidade Espectral do Deslocamento: Sx
35 T T T T T T T T T

""" Sy estimado

0 — Sy analitico [

0r .

Sy

15+ .

10+ .

0 0s 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Frequencia (H z)

Figura 4.11: Densidade espectral da resposta em deslocamento (for¢a modelada
como ruido branco).
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