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4. O Makespan com Tempos de Preparacdo de Maquina

Dependentes da Sequéncia

Para problemas de sequenciamento em um unica maquina com todos os r; =
0 ¢ tempos de preparagdo de maquinas (tempos de set up) independentes da
sequéncia, o makespan ¢ igual a soma dos tempos de processamento (t;).

No entanto, quando os tempos de set up sdo dependentes da sequéncia, o
makespan depende do sequenciamento.

Sejam dois pardmetros (a; e bj) associados ao trabalho j e o parametro sjx = |
ax - b; | . Essa estrutura de tempo de set up pode ser descrita como segue: ap0Os a
conclusdo do trabalho j, a maquina é posta em estado b; e para ser capaz de iniciar
o trabalho k, a maquina deve retornar ao estado ax. O tempo total de preparagido
necessario para passar a maquina do estado b; para o estado ayx é proporcional a
diferenga absoluta entre os dois estados. Essa variavel denominada “estado”
poderia ser, por exemplo, temperatura (no caso de um forno) ou a medida de
algum outro ajuste da maquina. Além disso, assume-se que, no tempo zero, o
estado ¢é by e que, apds completar o tltimo trabalho, a maquina tem de ser deixada
no estado ay (isso implica que um tempo adicional de limpeza € necessario apos o
ultimo trabalho ser completado).

E, na pratica, os tempos de preparagdo muitas vezes t€ém uma estrutura
especial. Algumas estruturas de tempo de set up em particular permitem a

resolucdo do algoritmo em tempo polinomial. (PINEDO, 2008)

4.1. O Problema do Caixeiro Viajante

A descricdo de um algoritmo com uma estrutura de tempo de preparacio
especial que pode ser resolvida em tempo polinomial é melhor compreendido no
contexto do Problema do Caixeiro Viajante (TSP — Travelling Salesman

Problem).
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Os algoritmos, portanto, apresentados no contexto de um TSP consideram
n + 1 cidades; Seja a cidade adicional chamada de cidade 0 com parametros ag e
bo. Sem perda de generalidade, pode-se supor que by< b; < ... < b,. O caixeiro-
viajante saindo da cidade j para a cidade k (ou, equivalentemente, o trabalho k é o
trabalho seguinte ao trabalho j) é denotado por k = & (j). A sequéncia de cidades
em uma viagem ¢ denotada por @, que ¢ um vetor que mapeia cada elemento do
conjunto {0, 1, 2,. . ., n} em um unico elemento de {0, 1, 2,. . ., n} pelas relagdes
k = (j), indicando que o caixeiro-viajante visita a cidade k apos da cidade j (ou,
equivalentemente, o trabalho k ¢ a tarefa seguinte a tarefa j). Tais mapeamentos
sdo chamados mapeamentos de permuta¢do. Note que nem todos 0os mapeamentos
de permutacdo possiveis do conjunto {0, 1, 2,. . .,n} constituem caminhos do TSP
viaveis. Por exemplo, {0, 1, 2, 3} mapeadas em {2, 3, 1, 0} representa um TSP
viavel, como mostrado na Figura 9-a. Nesse caso viavel, o Mapeamento de
Permutagdo ¢ ®={2= (0); 3= (1); 1 = (2); 0= (3)}, ouseja, 0 > 2 —
1 — 3 — 0. No entanto, {0, 1, 2, 3} mapeadas em {2, 1, 3, 0} ndo representa um
caminho vidvel, jAque = {2=0 (0); | =J (1); 3= (2); 0= (3)} e esta
estrutura representa duas subviagens disjuntas, a saber: as subviagens 0 — 2 — 3
— 0 e a subviagem 1 — 1, que consiste de uma unica cidade, como apresentado
na Figura 9-b. Dessa forma, define-se & (k) = k para significar uma viagem

redundante, que comeca e acaba em K.

OB OB ORI ©

OO0 Q)

(a) (b)

Figura 9 — Mapas de Permutacéo

Fonte: Adaptado de Pinedo (2008)
@{0,1,2,3} — {2,3,1,03 (b){0,1,2,3} —{2,1,3,0}

Analogamente como descrito acima para a estrutura de tempo de Set up,
para a estrutura de custos especial de ir da cidade j para a cidade k é evidente que

esse custo ¢ igual a altura vertical da reta que liga b; com ay, ou seja ¢ a diferenga


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012715/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012715/CA

42

absoluta entre os parametros ay e b; referentes as duas cidades, como mostrado na

Figura 10.

O custo para ir de j para
ke ak—bj

blii=k

Figura 10 — Custo de ir de j para k (s — < (j) = k)
Fonte: Adaptado de Pinedo (2008)

Define-se o custo de uma sub-viagem redundante, ou seja, & (k) = k, como
a altura vertical de uma reta de by para ay.

Assim, qualquer mapeamento de permutagdo (o que podera eventualmente
ser constituido por sub-viagens) pode ser representado como um conjunto de retas
que ligam b;, j=0, ..., n, para ag, k =0,. .., N, e os custos associados com esse
mapeamento ¢ simplesmente a soma das alturas verticais das n+1 retas.

Definindo uma troca I(k, j) como o procedimento que, quando aplicado a
um mapeamento de permutacido @, produz outro mapeamento ®’, afetando apenas
as atribuigoes de j e k e deixando as outras inalteradas, mais precisamente, a nova
atribuicdo @’ = ®I(j, k) é definida como:

@K =2 (),
@ ()) =3 k),
e

M= O),1e {0,1,..,n} —§, k!

para todos | ndo iguais a j ou k. Seja por exemplo o seguinte Mapeamento de

Permutagdo &={2 = (0); 4=0 (2); 1 =D 4); 5= (1); 3= (5); 0= (3)},


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012715/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012715/CA

43

ouseja, 0 > 2 >4 -1 —>5—>3—0. A troca I(j, k) = I(4,5) promovera um

novo Mapa de Permutagdo tal que: &’(k) =3 (§), 8°(G) =D (k) e &’(1) =D (1).

>(5)=2D (4)=1
D(4)=D (5)=3
@ (0)=2 (0)=2
F(1)=D(1)=5
Q)= (2)=4
@3)=2 (3)=0

O novo Mapa de Permutagdo @’ ¢ composto por duas sub-viagens 0 —2 —
4 >3 —>0el —5— 1. Observa-se nesse novo Mapa de Permutacdo que
somente as posigoes j ¢ k foram alteradas. Essa transformagdo também pode ser
denotada por &°(j) = D (j) I(j, k). Nota-se que isso ndo ¢ equivalente a uma troca
de pares adjacentes de uma sequéncia, uma vez que um mapa de permutacdo @
nem sempre representa uma sequéncia inicial (uma viagem do TSP vidvel). Mais
intuitivamente, isso representa apenas uma troca das retas saindo de b; e by ¢
deixando todas as outras retas inalteradas. Em particular, se essas retas cruzam
umas com as outras antes, elas ndo se cruzardo agora e vice-versa. O que tal troca
implica, em termos da viagem atual e de subviagens, ¢ bastante surpreendente.
Conforme apresentado no exemplo acima, a troca I (j, k) tem o efeito de criar duas
subviagens a partir de uma, se j e K pertencem a mesma subviagem em ®. Por
outro lado, quando uma troca I (j, k) ¢ aplicada a duas subviagens diferentes j e k
pertecentes a @, elas combinam-se em uma s6 subviagem.

A definicdo a seguir quantifica o custo total da troca I (j, k), aplicado a
sequéncia @. O custo da troca ¢ denotado por co I(j,k). Na defini¢do, o intervalo
dos pares [a, b] que n3o estdo em uma sequéncia se refere a um intervalo

pertencente a reta dos niimeros reais. Dessa forma, tem-se:

2(b-a) seb> a

[a.b]| :{ 4.1

2(a—b) seb< a
Onde ||[a,b]| ¢ a norma do intervalo [a,b].

Se for aplicada uma troca I(j,k), quando as duas setas que ndo se cruzavam
(representadas em linhas cheias na Figura 11), passam a se cruzar (representadas
em linhas tracejadas na Figura 11), entdo o custo da viagem ¢ aumentado e vice-

versa. A magnitude desse aumento ou decréscimo ¢ dada por:
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co IG.k) = H [bj’bk]m[a(ﬁ(j)’a(ﬁ(k)] H (4.2)

Onde a mudanga no custo H [b j,bk]m [a ¢G),a¢(k)] H ¢ igual ao comprimento da

sobreposic¢ao vertical dos intervalos [b;, by] € [ag (j), a )], como mostrado na
Figura 11.

b i)

e A mudanga no custo devido
p - 3 troca I(.k)

Figura 11 — Mudanca do custo devido a troca I(j,k)
Fonte: Adaptado de Pinedo (2008)

Essa defini¢do ¢ importante, pois fornece uma indicagdo visual para redugao
de custos quando as setas sdo descruzadas e ajuda a quantificar a reducdo de
custos em termos de quantidades de sobreposi¢do de determinados intervalos. A
partir dessa interpretacdo visual, conclui-se que um Mapeamento de Permutacao
otimo, ®*, é obtido se bj <by— ag) < agr(k).

Apesar desse Mapeamento de Permutacdo 6timo ndo ser necessariamente
uma viagem viavel, ele fornece um limite inferior para o custo 6timo de qualquer
TSP. Esse Mapeamento de Permutacao 6timo, ®*, pode consistir em p subviagens
distintas, (Subviagem);, (Subviagem),, ..., (Subviagem),. Como apresentado
anteriormente, ao se realizar uma troca I(j,k), com j e K pertencentes a subviagens
distintas, essas subviagens se unem em uma Unica viagem € o custo aumentara
(isso se as retas que ndo se cruzavam antes da troca agora se cruzem) de cox 1(j,k).
E desejavel selecionar j ¢ k de subviagens diferentes de tal forma que esse custo
da unido das subviagens ce+ I(j,k) seja minimizado.

Para determinar essas trocas, em vez de considerar o grafico direto que
representa as subviagens do caixeiro-viajante, considera-se a versdao ndo
direcionada de um mesmo grafico. Neste caso, as subviagens representam ciclos

distintos de subviagens redundantes e sdo simplesmente nés independentes. Para
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conectar os elementos disjuntos (ou seja, os ciclos correspondentes as subviagens)
e construir um grafico conectado, arcos adicionais devem ser inseridos neste
grafico indireto.

Os custos dos arcos entre as cidades que pertencem a diferentes subviagens
neste grafico ndo direcionado sdo escolhidos para serem iguais ao custo de
realizar as trocas correspondentes na viagem do caixeiro-viajante no grafico
direto. O custo desta troca pode ser calculado facilmente por 4.2. Os arcos
utilizados para ligar subviagens disjuntas sdo selecionados de acordo com o
Algoritmo Guloso': selecione o arco mais barato que liga duas das subviagens p
no grafico indireto; selecionar entre os arcos restantes ndo utilizados, o mais
barato arco ligando duas das (p — 1) subviagens restantes e assim por diante. Uma
propriedade dos arcos selecionados diz que o conjunto de arcos que conectam o
grafico indireto com o minimo custo contém somente arcos que conectam a
cidade j a cidade j+1.

Essa propriedade pode ser provada, pois os custos dos arcos (co+ 1(j,k))
necessarios para conectar os ciclos distintos do grafico indireto sdo computados a
partir do Mapeamento de Permutagdo 6timo (obtido se b; < by — agej) < ag=«)), 0
qual ndo possui duas setas se cruzando. Como mostrado em 4.2, o custo para se
trocar duas setas ndo adjacentes ¢ no minimo igual ao custo de se trocar todas as
setas entre elas. Dessa forma, percebe-se que o custo ¢ considerado como a

intersegdo de dois intervalos dados por 4.2. Em particular, se k > j+1,

A k-1
Cox1(),K) = ZH [bbs ] a0, H (4.3)
i=j
A k-1
cor1(,K) = 3 ¢, 1(,i+1) (4.4)
i=j
Entdo, o arco (j,K) pode ser substituido pela sequéncia de arcos (i,i+1), i =j,

..., k-1 para conectar as duas subviagens para as quais j e kK pertencem como menor
ou minimo custo.

E importante notar que na construgdo do grafico indireto, o custo designado
para os arcos que conectam as subviagens foram computados sob a premissa de

que as trocas sdo aplicadas em ®* onde as setas ndo se cruzam. No entanto, como

! Greedy Algorithm ou Algoritmos Gulosos constroem a solugdo parte por parte,

escolhendo sempre o proximo movimento que lhe ofereca o beneficio mais 6bvio e imediato.
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as trocas sdo executadas para conectar as subviagens, esta condicdo ndo
permanece mais valida. No entanto, se a ordem em que as trocas sdo executadas
for determinada com aten¢do, o custo das trocas ndo sera afetado pelas trocas
anteriores, entretanto o exemplo seguinte mostra que a sequéncia em que as trocas
sdo executadas podem ter um impacto no custo final.

Considere as situagdes das Figuras 12-a e Figuras 13-a, onde o custo da
troca 1(2,3), co 1(2,3), ¢ igual a 1 e o custo da troca 1(1,2), ce I(1,2), também ¢
igual a 1. Como mostrado na Figura 12, se a troca 1(2,3) é executada primeiro que
a troca 1(1,2), a sobreposicao dos intervalos que determina o custo de troca das
mudangas de posicdo permanece inalterada. Entretanto, se a sequéncia das trocas ¢
invertida, ou seja, a troca I(1,2) ¢ executada antes da troca 1(2,3), entdo os custos
mudam: o custo da primeira troca permanece inalterado, mas o custo da secunda
troca, cg 1(2,3) agora se torna 2 em vez de 1, como apresentado na Figura 13.

O ponto chave aqui ¢ que as duas trocas consideradas t€ém uma seta em
comum, isto é, b, — agy (7). Esta seta aponta para “cima” e qualquer troca que
permaneca apontando para cima ndo afetard o custo da troca abaixo dela, uma vez
que a sobreposi¢ao dos intervalos ndo muda.

Esse exemplo sugere que se uma sequéncia de trocas precisa ser executada,
as trocas cujos arcos menores apontam para cima podem ser executados
comecando pelo topo em direcdo para baixo sem mudar os custos das trocas
abaixo deles. Uma analogia similar pode ser deduzida com respeito as trocas cujas
setas mais baixas apontam para “baixo”.

Para tornar essa nocao de “cima” e “baixo” mais rigorosa, classifica-se os
no6s em dois tipos. Um no ¢ dito do tipo I se a; < bg (), isto ¢, as setas apontam para
cima. E um n¢ € do tipo II se a; > bg j). Uma troca ¢ do tipo I se seu menor n6 ¢ do
tipo I e € do tipo II se seu menor n6 ¢ do tipo II. Pela razdo anterior, ¢ facil
deduzir que, se as trocas I(j,j+1) do tipo I sdo executadas em ordem decrescentes
dos indices dos nos, seguidas pelas trocas do tipo II em ordem crescentes dos nos,
uma unica viagem ¢ obtida sem nenhuma mudanga ce+ I(j,j+1) envolvidas nas

trocas.
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A3y
) b (2
"'J‘P[:' b a3
p -'J"P[l:l \ aq-[l:l
(a) (b)
Figura 12 — Troca 1(2,3) antes da troca 1(1,2)
Fonte: Adaptado de Pinedo (2008)
Ag(3) b i)
A2} P Ayl
Ao} P dg2)

(a) (b)

Figura 13 — Troca 1(1,2) antes da troca 1(2,3)
Fonte: Adaptado de Pinedo (2008)

4.2. Algoritmo paraum TSP

O algoritmo para se achar a viagem 6tima num TSP pode ser descrito em

sete passos, conforme Quadro 1:
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Quadro 1 — Algoritmo para um TSP

Passo 1:
Organize os pardmetros b; em ordem de tamanho e renumere os trabalhos tais que:

b0§b1§' ° T Sbn

O mapa de permutagdo @ ¢ definido por &(j) =k,
Onde k ¢ tal que ay € o menor (j+1)-ésimo elemento entre os pardmetros a;

Passo 2:

A partir de um grafico indireto com n+1 nos e arcos indiretos A g+ j, conectando o j-ésimo
16 ¢ 0 &' (j)-ésimo no.

Se o grafico possuir somente um elemento, entdo PARE.

Caso contrario, siga para o passo 3

Passo 3:
Associe os custos de troca co*1(j,j+ 1) paraj=0,...,n—1:
co*1(j, j + 1) = 2max(min(bj:1, a g+ (+1)) — max(bj, a = (), 0)

Passo 4:

Selecione o menor valor de co*1(j, j + 1) tal que j € um componente e j+1 ¢ outro (desfaca as
conexdes arbitrariamente)

Insira o arco indireto A, j 4, no gréfico e repita este passo até que todos os componentes do
grafico indireto sejam conectados.

Passo S:

Divida os arcos selecionados no passo 4 em dois grupos:
grupo 1: composto pelos arcos A; j+; para os quais a g= > b;
grupo 2: composto pelos arcos restantes.

Passo 6:

Ache o maior indice j; tal que A P esteja no grupo 1;
Ache o segundo maior indice j, e assim por diante;

Ache o menor indice k; tal que Aknku .1 esteja no grupo 2;

Ache o segundo menor indice k, e assim por diante;

Passo 7:
O percurso 6timo @ ¢ formado aplicando-se a seguinte sequéncia de trocas 4 permutagdo
o

D= ®1(j1,j1+1) 1Gaat1) - IGpaper) Mkt 1) I kot1). .. I(Kgpoket1).

Fonte: Adaptado de Pinedo (2008)

O custo total do percurso resultante pode ser visto como a composicdo de
duas componentes. Uma das componentes ¢ o custo do mapeamento de
permutacdo irrestrito ®" antes da realizacdo das trocas. O outro componente ¢ o
custo adicional causado pelas trocas.

Este algoritmo realmente leva a um percurso ideal e pode ser mostrado em
duas etapas. Primeiramente, um limite inferior € estabelecido para o custo total de
um mapeamento de permutacdo arbitrario. Em segundo lugar, ¢ mostrado que este

limite inferior, no caso do mapeamento de permutacdo, representa uma viagem
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real, ¢ maior ou igual ao custo total da viagem construida no algoritmo. Estas duas
etapas, entdo, provam a otimalidade do percurso do algoritmo.
Como exemplo, considere sete cidades com os seguintes parametros,

conforme mostrado na Tabela 1:

Tabela 1 — Parametros iniciais para o TSP

Cidades 0 1 2 3 4 5 6
b; 1 15 26 40 3 19 31
a 7 16 22 18 4 45 34

Fonte: Adaptado de Pinedo (2008)

Passo 1.
Reordenando as cidades tais que um percurso b; < bj+; (ordem crescente de
* .
bj) resulte na ordem e no mapeamento & (j) = Kk, com ax < ay:; (ordem crescente

de ay), como apresentado na Tabela 2, tem-se:

Tabela 2 — Parametros reordenados para o0 mapeamento & (j)

Cidades 0 1 2 3 4 5 6
b; 1 3 15 19 26 31 40
a; 7 4 16 45 22 34 18
a=agx) 4 7 16 18 22 34 45
k=" (j) 1 0 2 6 4 5 3

Fonte: Adaptado de Pinedo (2008)

Passo 2.

Construir o grafico indireto com j conectados a Q*(j). Os nés 0 e 1 devem ser
ligados um ao outro; os nés 3 e 6 tém de ser ligados um com o outro; 0s nds 2, 4 ¢
5 sdo independentes (cada um destes trés nos esta ligado a si proprio). Ou seja,
nesse primeiro Mapeamento de Permutacdo, ®*, as cidades estdo divididas em
duas subviagens: 0 —» 1 — 0 e 3 — 6 — 3, além das trés subviagens redundantes:
2—>2,4—>4¢5—5,ouseja, O*={J (0)=1, I(1) =0, D) =2, I3) =6,
D(4)=4,d(5)=5,D(6) =3}
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O custo de ®* ¢é: Z| b,—a, | =3+4+1+1+4+3+5=21.No entanto, esse
i=1

Mapeamento de Permutagdo ndo representa uma trajetoria viavel. Uma trajetoria
viavel aleatoria seria, por exemplo, 0 - 1 -4 -6 -5 —>2 — 3 — 0, cujo

custoé3+19+8+6+15+30+12=93.
Passo 3. Calculo dos custos de co+I(j, j + 1):
coI(j, j + 1) = 2max[min(bj:1, ag«j+1)) - max(bj, ags)), 0]

co+1(0, 1) = 2max[min(3, 7) - max(1, 4), 0] =2max(3 — 4, 0) = 2max(-1, 0) =0
col (1,2)=2(15-7)=16
coxl (2,3)=2(18—16)=4
coxl 3,4)=2(22-19)=6
coxl (4,5)=2(31-26)=10
col (5,6)=2(40-34)=12
Passo 4.

Os arcos indiretos A, Az3, Az 4 € Ass sdo inseridos no grafico.

Passo 5.
Os quatro arcos devem ser divididos em dois grupos. Para determinar os grupos,

cada b; deve ser comparado ao seu ag«; correspondente, como indicado na Tabela

3:

Tabela 3 — Diviséo dos grupos

Arcos b; a g+ (j) Grupo
Aln b;=3 agxy=ap=7 1
Az | ba=15 | agsp=a,=16 1
Ay | b3=19 | agez=as=18 2
Ays by =26 | agxu=as=22 2

Fonte: Adaptado de Pinedo (2008)
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Passo 6.
j1:2,j2: 1,1(1:361(2:4.

Passo 7

O percurso 6timo ¢ obtido apés as seguintes trocas.® = @ I(j1,ji+1) 1(jajo+1)
o IGpapt]) Ik kit1) Ik, koF1)... I(Kmokmt1). Dessa forma, @ = @". 1(2, 3) I(1,
2)1(3, 4) I(4, 5).

Como foi visto, @*={J (0) =1, D(1) =0, D(2) =2, D3) =6, J(4) =4, D(5) =
5,0(6)=3},ouseja,0 >1—>0,3 >6—>3,2—>2,4—>4¢5—>5.

Aplicando inicialmente a troca I(2, 3) a @, teremos, ® ' = {&’(0) = 1, &°(1) = 0,
D’2)=93)=6,8’Q)=(2)=2,°@4) =4, D (5) =5, D’(6) =3}, ou seja

0-51—-50,2—-6—>53—>52,4—4,5->55

Aplicando agora I(1,2) a @', teremos @ = {&”°(0) = 1, &’(1) = B°(2) = 6,
@7(2)=’(1)=0,73) =2, @) =4, F(5) = 5, D**(6) = 3}, ou seja

0-1-6—>53—-52—>50,4—>4,5->5

Analogamente, aplicando agora I(3,4) & @, teremos @, onde @*”’(3) = @”’(4) =
4e D (4)=D(3) =2 e todos dos outros J’(1)= ’(1), ou seja

0->1-6—>3—>54—52—>50,5->5

Por ltimo, aplicando 1(4,5) 4 @, teremos finalmente @, onde &**(4)= &"**(5)

=5, J*¥*(5)=*’(4) = 4 e todos os outros J**(1) = J**(1), ou seja
0-1-6-53-54-55-2-0

Ocustode @ ¢3+15+5+3+8+15+8=57
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Na pratica, quando os tempos de preparagdo de maquina tém uma estrutura
arbitraria, a regra do Menor Tempo de Preparacdo de Maquina (Shortest Setup
Time — SST), como visto em 3.3.1, ¢ frequentemente usada. Essa regra implica
que quando um trabalho terminar, o trabalho com menor tempo de preparagao de
maquina ¢ selecionado para ser o proximo. A regra SST ¢ equivalente a regra do
Vizinho Mais Proximo para o TSP. Aplicando a regra SST ao exemplo acima

tem-se que:

0-1-2—>56—>3—>54—>55—>0

E o custo dessa viagem ¢é: 3 + 13 + 3 + 5 + 3 + 8 + 24 = 59, superior ao

encontrado pelo algoritmo, porém é uma boa aproximacao da viagem o6tima.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012715/CA




