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6. Modelagem Matematica para Solucdo por Método Exato

Os primeiros modelos a tratarem do Problema de Programacdo da Producao
datam das décadas de 50 e 60. Destes modelos, destacam-se os modelos propostos
por Manne (1960) e Wagner (1959). Ambos sdo modelos de programagdo linear
inteira mista, propostos inicialmente para o problema de job shop.

O modelo de Wagner (1959) usa o problema classico de alocagdo de tarefas
para assinalar trabalhos a posigdes na seqiiéncia de producdo. J4 o modelo de
Manne (1960) utiliza um par de restricdes dicotomicas para controlar a ordem
relativa dos trabalhos dentro da seqiiéncia de produgao.

Varios modelos baseados em Wagner (1959) e Manne (1960) sdao encontrados
na literatura para os diversos problemas de programacao da produgdo. Stafford-Jr.
et al. (2005) fazem uma avaliacdo comparativa entre diversos modelos baseados
nessas formulagdes para o problema de flowshop com o objetivo de minimizar a
data de término da tltima operagdo a ser processada.

Neste capitulo, sera apresentado o Problema a ser estudado e as
caracteristicas levadas em considera¢do para fins de modelagem e em seguida
serdo apresentados os resultados obtidos com a resolu¢do do modelo através do
software de otimizacdo AIMMS. Posteriormente sera feita uma andlise sem levar
em conta as datas prometidas, com o objetivo de se minimizar o makespan da
sequéncia a partir da minimizacdo dos Tempos de Preparagdo de M4aquina,

utilizando a metodologia do Problema do Caixeiro Viajante.

6.1. O Problema Estudado

O problema estudado nesta dissertagdo é o problema de sequenciamento em
uma maquina com penalidades por antecipagdo e atraso da producdo com tempo
de preparagio da maquina dependente da sequéncia de producdo e datas

prometidas para cada trabalho, possuindo as seguintes caracteristicas:

(a) Uma maquina deve processar um conjunto de n trabalhos.
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(b) Cada trabalho i possui um tempo de processamento t; ¢ uma data prometida, di,

desejada para o término do processamento.

(c) A maquina executa no maximo um trabalho por vez e, uma vez iniciado o
processamento de um trabalho, o0 mesmo deve ser finalizado, ou seja, ndo é

permitida a interrup¢ao do processamento.

(d) Todos os trabalhos estdo disponiveis para processamento no tempo 0.

(e) Quando um trabalho j é sequenciado imediatamente apés um trabalho i, é
necessario um tempo Sj; para a preparagdo da maquina. Assume-se, ainda, que a
maquina ndo necessita de tempo de preparacdo inicial, ou seja, o tempo de
preparacdo da maquina para o processamento do primeiro trabalho na seqiiéncia é

igual a 0.

(f) E permitido tempo ocioso entre a execucio de dois trabalhos consecutivos.

(g) Os trabalhos devem ser finalizados o mais proximo da data prometida. Se o
trabalho i for finalizado antes de d; entdo ha um custo de manutencdo de estoque.
Caso o trabalho seja finalizado ap6s di, entdo ha associado um custo por atraso. Os
trabalhos que forem finalizados na data prometida ndo proporcionardo nenhum

custo adicional.

(h) Os custos unitarios por antecipacdo e atraso da producao sdo dependentes dos
trabalhos, ou seja, cada trabalho possui um custo de antecipacdo o € um custo de

atraso [3i.

(i) O objetivo a ser alcangado com a resolucao deste problema ¢ a minimizagdo do

somatorio dos custos de antecipacao e atraso da producao.
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6.2. Modelo

O modelo matematico desenvolvido foi baseado no trabalho de Manne
(1960).

Sejam N o nuamero de trabalhos a serem processados, ti o tempo de
processamento do trabalho i, s; o tempo de inicio do processamento do trabalho i
(si = 0) e S;; o tempo de preparagdo da mdaquina necessario para processar o
trabalho j depois do trabalho i.

Diferentemente de Bustamante (2006), foram utilizados dois trabalhos
ficticios, 0 (zero) e n + 1, de tal forma que 0 antecede imediatamente a primeira
tarefa e n + 1 sucede imediatamente o ultimo trabalho na seqiiéncia de producéo.
Admite-se que ty € ty+ sdo iguais a zero e que Sp;=0¢ S;pi1 =0, V i=1, ..., n.

Para garantir que haja um tempo suficiente para completar um trabalho i antes
de comecar um trabalho j, caso este Ultimo trabalho j seja processado
imediatamente ap6s um trabalho i, sem nenhum trabalho intermediario, ¢
necessario impor as restrigdes (6.1) ¢ (6.2). Dados dois trabalhos i e j, pode-se
estabelecer uma restricdo dependendo da precedéncia: caso I preceda j, aplica-se

(6.1) e caso j preceda i, aplica-se (6.2).

§>si+6+S;  Vi=0,1,2,..,0 Vj=0,1,2,..,0+ ¢i# 6.1)
ou
SiESj‘f'tj"‘Sji Vi=1,2,..,n+l, Vj=0, 1,2,...,nei¢j (6.2)

Como estas restrigdes sdo disjuntas, faz-se necessdria a introdu¢do de uma
variavel y;; € [0; 1] para que esta disjun¢do ndo aparega no modelo matematico. A
varidvel yj; ¢ definida da seguinte forma: y; = 1, se o trabalho j ¢ seqiienciado
imediatamente apods o trabalho i e y;j = 0, caso contrario.

Desta maneira, as restrigdes (6.1) e (6.2) podem ser substituidas pelas

restrigdes (6.3). Neste novo conjunto de restricdes, M ¢ um valor muito grande.
si—si—(M+ Sy yij=ti-M Vi=0,1,2,....,n, ¥V j=1,2,....,ntl ei#]j(6.3)

Desta forma, quando y;; = 1, a restrigdo (6.3) torna-se:
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Sj = si Tt + S;; (6.4)

Por outro lado, quando y;; = 0, a restri¢do (6.3)

si—si—ti=-M (6.5)

A restrig@o (6.3) €, desta forma, desativada, pois a equagdo (6.5) € indcua, ou
seja, a parcela (sj — s; — t;) serd sempre maior que —M.

Estas restrigdes garantem que cada trabalho tenha somente um trabalho
imediatamente antecessor e um trabalho imediatamente sucessor, respectivamente.

Além disso, estas restricdes eliminam o problema da desigualdade triangular.

Dy, =1 vji=1,2,..,n+l (6.6)
i=0,1#]

n+l

Dy, =1 vi=0,1,2,..,n (6.7)

j=l,iz

Seja d; a data prometida do trabalho i, E; o tempo de antecipagdo do trabalho i
e T; o tempo de atraso do trabalho i. As restrigdes (6.8) a (6.11) garantem que o
tempo de antecipacdo E; seja o méaximo entre 0 e d; — t; — s; € que o tempo de

atraso T; seja o maximo entre 0 e s; + t; — d;.

ss+ti+E>d  Vi=1,2,..,n (6.8)
sitti—-T;<di Vi=1,2,..,n (6.9)
Ei>0 Vi=1,2,..,n (6.10)
T,>0 Vi=1,2,..,n (6.11)

Sejam q; e PBi os custos de antecipagao e atraso da produgdo do trabalho i por
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unidade de tempo, respectivamente. O custo total por antecipagdo ¢ dado por

n n
Z:aziEi e o custo total por atraso ¢ dado por z BT, . A fungdo objetivo, que
i=1 i=1

consiste em minimizar o somatorio dos custos totais de antecipagdo e atraso da

produgdo, ¢ dada pela equacdo (6.12).

minZ=Zn:(aziEi +BT) (6.12)

Resumindo, as variaveis de decisdo do modelo proposto sdo:

— s;: tempo de inicio do processamento do trabalho i.

— i : variavel que determina a seqiiéncia de produgdo, se
yii=1 o trabalho j ¢ processado depois do trabalho i e 0 caso
contrario.

— Ei: tempo de antecipagao do trabalho i.

— Ti: tempo de atraso do trabalho i.

E o modelo correspondente de Programacao Linear Inteira Mista ¢:

minimizar Z =Z:(oziEi +5T) (6.13)

i=1

sujeito a: si—si—M+Spyij>ti-M Vi,j=1,2,...,nei#] (6.14)

Dy =1 Vj=1,2,..,n+l (6.15)

i=0,1#]

n+l

Dy =1 Vi=0,1,2,..,n (6.16)

j=1,i#j

s;+t,+E;>d; Vi=1,2,...,n (617)

si+t—T;<d; Vi=1,2,..,n (6.18)
$i>0 Vi=1,2,..,n (6.19)
Ei>0 Vi=1,2,..,n (6.20)

Ti>0 Vi=1,2,..,n (6.21)
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yije {0,1} Vi,j=0,1,2,..,ntl (6.22)

A fungdo objetivo, representada pela equagdo (6.13), tem como critério de
otimizag¢do a minimizacdo dos custos de antecipagdo e atraso. As restricdes (6.14)
definem a sequéncia de operacdes sobre o recurso (maquina) utilizado. As
restrigdes (6.15) e (6.16) garantem que cada trabalho tenha somente um trabalho
imediatamente antecessor e um trabalho imediatamente sucessor, respectivamente.
As restricdes (6.17) e (6.18) definem os valores do atraso e da antecipacdo de
acordo com a data prometida desejada para o término do processamento do
trabalho i, caso estes existam. As restrigoes (6.19) a (6.22) definem o dominio das

variaveis do problema.
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