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2
O caso de nao linearidade Lipschitz

Na Secao 2.1, demonstramos o teorema de Dolph-Hammerstein: se f é
Lipschitz, f'(R) C [a,b] e o(—A) N [a,b] = (), entdo a fungao

F:X—=Y, u——-Au— f(u) (2-1)

¢ um homeomorfismo bi-Lipschitz, isto é, Lipschitz com inversa Lipschitz.
Na secao seguinte, apresentamos o teorema de Ambrosetti-Prodi, seguindo a
abordagem geométrica de Berger e Podolak, e demonstramos um primeiro
resultado sobre existéncia de solugoes quando [a, b] é o fecho convexo de f'(R)
ea< A <b< .

Antes de mais nada, é preciso mostrar que a funcao F' estd bem definida.
Para isso, basta verificar que f(u) estd em Y para toda u € X. Em verdade,
a propriedade vale para toda u € Y e f Lipschitz. Pelo teorema fundamental

do célculo, se f é M-Lipschitz, para x € €2,

If(U(x))l==|f(0)-%1ttv)jg f'(tu(z))dt | < |f(0)] + Mlu(x)].

Como u(Q) < oo, |f(0)| + M|u| € Y, donde f(u) €Y e F estd bem definida.

Denotamos por ||.]jo a norma de L*(Q2).

2.1
O Teorema de Dolph-Hammerstein
Teorema 2.1.1 Seja f Lipschitz e f'(R) C [a,b]. Se [a,b]No(—=A) =0, entdo

a funcao F definida em (2-1) é um homeomorfismo bi-Lipschitz.

Prova: De duas uma: existe k tal que \y < a < b < Ay, oua < b <
A1. Provamos o teorema apenas para a primeira situagao, uma vez que a
demonstracao para a segunda é andloga. Suponha, sem perda de generalidade,
que k = 1.

Seja v = (a+b)/2 e defina f: R —» R

f(x) = f(x) — vz. Entéo
f(z) — fy)
Y

—(b=7)=a—-7< <b-—7. (2-2)

T —
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Para
T:X—=Y, u——-Au—~u

vale Fl(u) = Tu — f(u).
Como v ¢ o(—A), T é um isomorfismo linear. Se demonstrarmos que a
€composicao
YSXi)Y, w— w— f(T7'w)

¢ um homeomorfismo bi-Lipschitz, entao F' também o é. Observamos que
FoT™! édaforma I — K. Primeiro demonstramos que K (w) = f(T " w) é uma
contracao, donde I — K é uma bijecao Lipschitz. Por 1iltimo demonstramos que
sua inversa é Lipschitz.

Sabe-se que 77! : Y — Y é um operador auto-adjunto, compacto, cujo

espectro é dado por
oI ={(e=7)"2=7) "2 >0> N —7)"},
donde o = sup |o(T")| = (min|o(T)]) ™" = (min{[As — 7], [A2 —1}) " e
17~ wllo < allwllo, (2-3)

pelo Lema A.0.6.
As desigualdades (2-2) e (2-3) implicam que:

1F (T w) = F(T71w)lo < (b= DIT ™ w = T 'wlo
< (b=7)afw —wlo.

Agora verificamos que (b —y)a < 1. Como A\ < a < b < Ag,

Ao ==X —7y>b—7
M —=-M+7>—-at+ty=b—1,

donde ¢ := (b—7)a < 1, isto é, K é contragao e, portanto, I — K é uma bijegao
Lipschitz.

Resta ver que sua inversa também ¢ Lipschitz:

I = K)w — (I = K)wllo = [{(w — ) — (K(w) — K(@)]lg
2 [lw =wllo = |(K(w) = K(@))llo

> (1= )[lw — @o.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012848/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012848/CA

Capitulo 2. O caso de nao linearidade Lipschitz 16

2.2
A geometria subjacente a Ambrosetti-Prodi

Sao conhecidos os espagos de Sobolev W*P(Q) e W (Q). Como sempre,
HE(Q) = WF(Q) e HE(Q) .= WP*(Q). Em X = H*(Q) N HL(Q), usamos
o produto interno (A. ,A. ). Além disso, Y = L*(Q), com o produto interno
habitual. Como na introducao, seja ¢; > 0 tal que —Ap; = A1, ||¢1]lo = 1.
As autofuncgoes {p;} s@o ortogonais nos dois produtos internos.

A abordagem geométrica sugerida por Berger e Podolak foi delineada na
introducao, e leva ao teorema 1.0.1 — a semelhanca entre esse resultado e o
teorema de Dolph-Hammerstein salta aos olhos.

Definimos os subespacos verticais
Vx =W = (¢1),
e 0s horizontais
Wx =(p1)" CX Wy =(p)" CY,
aonde as ortogonalidades se referem aos produtos internos em X e Y. Assim,
X=WxaVx, Y=WyalW.

Defina ainda as projecoes ortogonais Py e )y de Y sobre Wy e Vi,
respectivamente.

Agora, demonstramos o teorema 1.0.1. Recordamos que

FR) Cla,b], a<X <b< .

Novamente, para vy = (a + b)/2, a funcéo = — f(z) = f(z) — vz satisfaz

fo-iw _,

—(b—7)=a-7< - 7.

Fixe v € Vx. Entao

—A(u+v) = f(u+wv)]
—A =) (u+v) = (f(u+v) = 7(u+v))]
= (=A —Y)u— Py f(u+v).

—~
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O operador
T:-Wx - Wy, u——Au—~u,

esta bem definido, pois, para todo u € Wy, Tu € Wy, além de ser inversivel,

pois v < Ay = min{o(—Apy,)}. Assim,
Fy(u) = Tu — Py f(u+v).
Novamente, a composi¢ao
71 F, =1
Wy — Wx =5 Wy, w—w—Prf(T 7w+ ).

é da forma F, o T™' = I — K com K(w) = Py f(T"'w + v). Como T é um
isomorfismo linear, se mostrarmos que I — K é um homeomorfismo bi-Lipschitz,

F, também o sera. Para isso, basta provar que K é uma contracao.
E claro que max{o(T")} = (\a =) " e |f(z) = f(y)| < (b =)z —y].
Para w,w € Wy,

1Py [f(Tw +v) = f(T7' + v)][lo
< AT w+v) = (T +0) o
< (b—PINT 'w+v— (Tw +v)llo
= (b =NNT(w —w)llo

O oy~
w —w .
)\2—7 0

<

Como v < b < Ay,

_b-n
Ay — 7y

c: <1,

isto é, K é contracao, o que termina a demonstracao.

O que fazer para estudar a dimensao faltante? Um primeiro passo, que
tomaremos, é empregar a familia de homeomorfismos F,, como uma troca de

variavel. O diagrama abaixo serve de orientacao.

Wy @& Vy N =N
O-1=(F, 1d) \ " Fod=(id,¢)
Wy & Vy

Como uma aplicacao do teorema anterior, demonstramos, no Lema A.0.7,

que a funcao &~ é um homeomorfismo bi-Lipschitz, e é tomada como troca
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Vx Vv
(I)(w>t901) w + h(t)(pl
|
/]
g
®(w, 0) w
\ Wy l Wy

Vy
D (unten)y /
Fod

T W

Figura 2.1: A composicao F o ® preserva a componente horizontal. Além disso,
o conjunto {w+h(t)e;} é uma semi-reta, conforme demonstramos na préxima
secao.

de variavel. Assim, estudar F' é equivalente a estudar a diagonal F' o &, que é
da forma
Fod(w,v) =w+ ¢(w,v).

Em particular, retas verticais vao sobre si mesmas.

Assim, cada reta {w + ty; : t € R} tem uma fungao altura natural,
h:R—R , t— <S01a ¢<w7 t@1)>7 (2_4)

de modo que
Fo®(w,tpr) =w+ h(t)e;. (2-5)

Em suma, estudar o nimero de solugoes da equagao original F'(u) = g se
reduz a estudar a fungdo altura restrita a reta {g + t¢1}.

Uma consequéncia geométrica simples do teorema 1.0.1 combinado com
a troca de variavel é o fato que a inversa por F' de cada reta vertical é uma
curva Lipschitz que encontra cada subespaco afim v+ W uma tunica vez. Pela
troca de varidvel, essa curva, chamada de fibra em (8), é levada a uma reta
vertical.

Existem extensoes naturais do teorema 1.0.1 para a situagao em que a
nao linearidade interage com um numero finito de autovalores \;. O resultado
tem uma demonstragao absolutamente analoga a apresentada aqui para o caso

mais simples.
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2.3
Comportamento assintético da funcao altura
Proposigao 2.3.1 Seja F(u) = —Au — f(u), f Lipschitz com f'(R) C [a,b],
satisfazendo
lim f'(t)=a <\ < b:tlimf’(t) < Ao
—00

t——o0

Entao, para cada w € Wy, a fungdo altura h(t) = (1, F o ®(w,tpy)) satisfaz

lim h(t) = —o0.

t—=+o0
Prova: Considere a fungao altura h correspondente a reta por w. Como ¢
e I’ sao Lipschitz, h é continua. Parametrize a fibra associada a reta por w
por altura, isto é, escreva u(t) = w(t) + ty1, uma decomposigdo em vetores
horizontal e vertical, aonde o vetor vertical tem tamanho t em L*(Q2). Assim,
h(t) = (1, F(u(t)))-

Pelo lema A.0.8
lim f'(t)= lim f(¢t)/t, lim f'(t)= lim f(t)/t.
t——o0 t—o0 t—o0

t——o00

Vamos estudar o comportamento asssintotico de h quando ¢t — oo, o outro
caso sendo analogo. Este, por sua vez, segue da existéncia de ¢_ < 0 tal que,
para toda sequéncia (t,) € R com t, — oo, existe uma subsequéncia (tx) tal

que

lim t)

k—o0 tk

<c

Nosso primeiro objetivo é obter, para toda sequéncia t, — oo, uma
subsequéncia (t) tal que ||w(tg)/ty —w|lo — 0 para algum w € Y. Seja t,, — o0,

e assim, sem perda, |t,| > 1. Como a fungao ¢ — w(t) é Lipschitz,

leo(ta) = w(O) iy < Mltal = Jw(ta)llm2@) < 110(0) 12y + Mlta|

w(ty)
= 1«

||H2(Q) S Ma

Pelo teorema de Rellich-Kondrachov, existe uma subsequéncia (w(tx)/tx)x
convergente a w € L*(Q), que pode ser tomada convergindo ¢.t.p. a w.

Da definicao,

h(t) = (p1, F(u(t)) = (p1, —Aw(t) — Aty — f(u(t)))

= th — /f

Sejam €2, {2y e _ os subconjuntos de 2 onde u = w + ¢y é positivo,
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zero ou negativo, respectivamente. Assim, usando fungoes caracteristicas,

h(tr)
7%

= )\1 — /Q %}j’g))gpl(.)fgﬁ_ + XQO =+ Xﬂ_)

Estimamos a integral acima fazendo uso dos Lemas A.0.8, A.0.9.

Em € vale a convergéncia q.t.p.

w(tx) (@
lim —( £ () = u(x)
k—o0 tk
que, restrita a cada subconjunto €2, 2y e {2_, tem por limites valores positivos,
nulos e negativos.

Se x € Qy, u(ty)(z) — oo e obtemos a convergéncia q.t.p.

u(ty)(z)
t ATk
lim M%(I) — lim M%(m)
k—o0 tr k—oo [
P T (@)
Rt B

= b u(z)p:1(2).
Analogamente, para = € {)_

i L) @)

dim == () = a u(z)e ().

Para x € )y, como f é Lipschitz,

‘f(u(iz)(l“)) < f(u(iz)(x)) _fzf,?) N f;l?)
— max{lal, [b]} ““‘;Z("”) + ft(f) 0
donde
lim f( (Z)(iﬂ))%(@ _0

Concluimos que

i L) (@)

oo i 1(x) = b u(x)pr(r) X, +a u(z)p:(x)Xo_.
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Queremos demonstrar que

Se obtivermos uma sequéncia (gx) que domine f(u(tx))e1/ty e convirja em

— 0.

L'(2), o Lema A.0.9 garante a convergéncia acima.
Como ¢ é positiva (5, Teorema 8.38) e limitada (5, Teorema 8.37);
0 < ¢1 < s. Além disso, como f ¢é Lipschitz, f é absolutamente continua.

Aplicando o teorema fundamental do calculo obtemos, para cada x € (),

f(ulty)(x)) /(0) H©) r(s)
‘ w | <ol 52 el [T B
/(0) u(te)(x)
<s . +sM ];—k = gr(x).

Seja g = sM|u|. Como || — ul|o — 0, entdo / lgr — gl — 0, pois Q
Q

179
tem medida finita. Assim, o Lema A.0.9 garante que:

h(t
lim (k):)\l—b/ ugal—a/ upy.
k—o0 tk Q+

Por fim, como ¢p; >0 ew € <<P1>L7

1.a<b,0<—/ ug01:>—a/ ug01<—b/ uPs .
Q_ - Q-
2./u<p1:/wgpl+/g0%:1.

Q Q Q

Desta forma,
h(t
lim M:)\1—19/ ugpl—a/ upr

S)\l—b/ U@l—b/ (1]
o Q.

:)\1—():07<0.

como gostariamos. [ ]

Assim, em cada reta vertical do contradominio, a fungao altura atinge um
valor maximo. Para obter um comportamento parecido com o de uma parabola,
que é o que se descreve no teorema de Ambrosetti-Prodi, s@o necessarias

hipéteses adicionais.
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