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3.
Modelagem de Lajes por Elementos Finitos

Este capitulo apresenta um estudo sobre a modelagem de lajes protendidas,
macicas e nervuradas, que faz parte da analise paramétrica de pavimentos
constituidos por ditas lajes, que € discutida mais adiante no capitulo 4.

Para obter modelos confiaveis e precisos de lajes foram preparados diversos
modelos de lajes macicas e nervuradas usando o programa de andlise estrutural
SAP2000. Estes modelos foram desenvolvidos com a finalidade de selecionar o
nivel discretizacdo necessario para convergéncia bem com os tipos de elementos
finitos mais adequados a serem utilizado.

A partir desses estudos, concluiu-se que elementos tipo casca sdo
adequados para modelar a mesa e a faixa de concreto onde € aplicada a protensao,
e elementos viga sdo satisfatorios para modelar as nervuras da laje. Quanto a
modelagem dos pilares optou-se por simula-los como um apoio aplicado em um
unico ponto correspondendo ao centro do pilar uma vez que foram obtidos
resultados satisfatérios tanto em termos de momento como de reagdo quanto
comparados com a solucdo analitica. Foi também concluido que a discretizagdo da
malha usando elementos com tamanho tipico de 25 cm produziram resultados
adequados e, portanto, serd usada no estudo paramétrico das tensGes que sao

descritos no capitulo 4.
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3.1
Estudo de Convergéncia para a Definicdo da Malha de Elementos
Finitos

3.1.1.
Laje de Referéncia

A laje em estudo é uma laje lisa maci¢a (10m x10m) com 20 cm de
espessura apoiada diretamente sobre pilares. O carregamento adotado é um
carregamento uniformemente distribuido de 7,7 kN/m2, que representa a soma das
cargas permanentes e variaveis. No programa SAP2000 encontra-se a op¢ao “shell
uniform load”, que ¢ uma opcao pré-definida para este tipo de carregamento.

As propriedades mecanicas do concreto para este estudo séo:

e Resisténcia caracteristica a compressao: fck = 35MPa
e Mobdulo de elasticidade E: E = 4760vfck
e O coeficiente de Poisson. v=0,2

As analises realizadas em todos 0s estudos a seguir correspondem ao estadio
I, ou seja, para concreto ndo fissurado e comportamento elastico linear,
considerando os deslocamentos diretamente proporcionais ao carregamento

aplicado.

3.1.2.
Modelagem por Elementos Finitos

Realizou-se um estudo de convergéncia para definir o nivel adequado de
refinamento da malha de elementos finitos. E importante frisar que foram
consideradas malhas constituidas por elementos tipo casca bem como malhas
constituidas por elementos solidos. Inicialmente, adotaram-se malhas menos
refinadas, com elementos tipicos de 100 cm de lado. Gradativamente, as malhas
foram sendo mais refinadas e os deslocamentos obtidos em pontos de controle
selecionados foram observados. A malha com maior refinamento considerada
neste estudo possuia elementos com dimenséo tipica de 10 cm de lado.

Para realizacdo do estudo de convergéncia bem como a selecdo do tipo de
elemento finito apropriado, optou-se por modelar inicialmente uma laje macicga
apoiada por pilares nos seus quatro cantos. Neste estudo os pilares foram

simulados como um apoio pontual. Trés tipos de modelos foram considerados:
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e Laje modelada wusando elementos casca sem consideragdo da
excentricidade (Offset) entre o plano médio da laje e os apoios.

¢ Laje modelada usando elementos casca, considerando excentricidade entre
o plano médio da laje e os apoios (Offset).

e Laje modelada usando elementos solidos com os apoios localizados em

sua posicao real.

.ﬁ.

Figura 3.1 — Modelo com elementos tipo Casca e considerando o excentricidade
entre apoios e plano médio da laje e com elementos de 25cm de lado.

3.1.3.
Resultados do Estudo de Convergéncia

Iniciou-se o estudo de convergéncia com uma malha grosseira dividindo a
laje em 10 x10 elementos, tanto no eixo X como no eixo Y. Subsequentemente
foram feitos refinamentos dividindo-se a laje em 20x20, 40x40, 60x60, 80x80,
100x100 e 120x120 elementos em cada eixo. Os deslocamentos analisados foram
0s méaximos encontrados no centro da laje. Quando elementos sélidos foram
usados, os maiores deslocamentos foram na face inferior do elemento foram
usados ja que os deslocamentos na face superior foram praticamente 0s mesmos
que na face inferior. A Tabela 3.1 mostra os resultados de deslocamentos no
centro da laje dos modelos descritos acima para as diferentes discretizagdes. A

Figura 3.2 ilustra estes resultados.
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Tabela 3.1 — Deslocamento (cm) do ponto central para os diferentes niveis de
discretizacéo.

Deslocamento (cm)
Elemento Semn Com
tipico (cm) excentricidade | excentricidade Solidos
100.00 -10.11 -6.85 -6.10
50.00 -10.20 -7.31 -6.96
25.00 -10.23 -7.65 -7.51
16.67 -10.23 -7.82 -7.73
12.50 -10.23 -7.92 -7.87
10.00 -10.23 -8.00 -7.97
8.33 -10.23 -8.05 -8.05
Deslocamentos
-10.5 oo T T T "‘ﬂ“
00 { €T ‘ """" A
T e S
o ; ; ; ; . ; .
S -9.0 -+ - ; ;
GC) -85 T :
% -8.0 + ! =¢=Sem offset
8 75 ~=-Com offset
m -
A 707 Sélidos
6.5 +
-6.0

Figura 3.2 — Deslocamento (em cm) do centro da laje para os diferentes niveis de
discretizagao.

Os modelos usando elementos de casca que ndo consideram a
excentricidade (Offset) entre o plano médio da placa e os apoios, o0 deslocamento
tende a convergir mais rapido. No entanto, é importante notar que este modelo €
uma simplificacdo da estrutura real, ja que no problema real a laje ndo é apoiada
no seu plano medio. De fato, pode-se observar que este modelo produz maiores
deslocamentos (~27%) do que os obtidos pelos outros dois modelos (Tabela 3.1 e
Figura 3.2). Portanto a desconsideracdo da excentricidade entre a placa e os

apoios resulta em uma estrutura bem mais flexivel do que a real.
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Pode-se concluir, portanto, que na modelagem de uma placa apoiada por
pilares a consideracdo da excentricidade entre a placa e os apoios (Offset) é muito
importante para a obtencéo de resultados confiaveis.

Observe-se na Figura 3.2 que a partir da laje com malha de 25 cm os
deslocamentos apresentam pouca Vvariagdo ao serem modeladas com
excentricidade ou com elementos sélidos. A partir desta discretizacdo a
modelagem pode ser feita considerando dita excentricidade, j& que modelo com
solidos requer mais tempo de execuco.

Na Tabela 3.2 observa-se que a convergéncia é obtida a partir da laje
discretizada em elementos tipicos de 8.3 cm, a qual tem um deslocamento no seu
ponto médio de -8.05cm nos modelos que consideram excentricidade e com
elementos sélidos. Com este valor pode ser feita uma comparacdo dos
deslocamentos para todos os modelos das lajes, como mostrado na Tabela 3.2,
onde a laje com elementos tipicos de 25 cm tem uma diferenca de 5% com

respeito a solugdo convergida.

Tabela 3.2 - Quadro comparativo dos deslocamentos respeito ao deslocamento
convergido.

Deslocamento (cm)
Malha (cm) Com %
excentricidade | diferenga
100.00 -6.85 14.95%
50.00 -7.31 9.25%
25.00 -7.65 5.00%
16.67 -7.82 2.95%
12.50 -7.92 1.65%
10.00 -8.00 0.72%
8.33 -8.05 0.00%

Conforme o observado para os deslocamentos das lajes com os diferentes
modelos, a laje com discretizagdo de malha de 25 cm considerando uso de
excentricidade tem uma diferenca de 5% comparada com a solucdo convergida, e
ndo requer muito tempo de execucdo no SAP2000 e, portanto, sera usada no

estudo paramétrico das tensdes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012305/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012305/CA

61

3.2.
Modelagem dos Pilares como Apoios

Nesta segunda etapa, a modelagem dos pilares é avaliada. Em particular,
deseja-se saber o efeito da inclusdo das dimens6es dos pilares no modelo nos

resultados.

3.2.1.
Laje de Referéncia

Foi adotada uma laje lisa de 10x10m, com 20 cm de espessura, com as
mesmas propriedades mecanicas e carregamento da laje do estudo anterior.
A laje é apoiada diretamente sobre pilares localizados nos quatro cantos da

laje e um pilar central, como se mostra a Figura 3.3.

+ 74 7

2 50 2 50 |

Figura 3.3 — Geometria da laje de referéncia.

3.2.2.
Solucao Analitica da Equacdo Diferencial das Placas

A equacdo de Lagrange valida para materiais em regime elastico linear para
uma placa retangular simplesmente apoiada de dimensdes a e b (Figura 3.4)
submetida a um carregamento bisenoidal distribuido sobre toda a superficie é

dado pela equagéo 3.1.

4 4 4
0 \:V+ 02w2 +a \:V:&sen%senﬂ (3.1)
OX ox“oy® oy D a b
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< >

Figura 3.4 — Geometria da laje de referéncia.

Na analise de uma placa qualquer, uma carga p(x,y) qualquer pode ser

desenvolvida a através de uma Série de Fourier infinita, com a expressao:

P =ii p,sen % sen ™Y dxdy (3.2)
n=1 n=1 a b
onde
4 b a 7Zy
= X, y)sen —sen —2 dxd 3.3
P apr( y)sen = > oy (33)

A solucéo geral da Equacdo Geral de Lagrange, desenvolvida em séries de
Fourier para um carregamento qualquer para placas retangulares simplesmente

apoiadas é dado por:

A P mzx __ nay
w(X,y) = ™ sen sen 3.4
) ;nZ:;‘ﬂAD(mz+zzz a b (34)
m2  n?
) ( 2 +UE) m7x nﬂy
m (% y)=>>" a L, Sen sen (3.5)
m=Ln=1 7T (m — a b
2
( UE) mzx ___ nzy
m, (X, y) = ZZ < —sen——sen (3.6)
m=ln=l 7T (m b2 a b
m, (X, y)=-(1-0)D> > — —-sen M sen " (3.7)
m=1 n=1 7T (m a b

3
Esta solucdo geral é desenvolvida por Hennrichs [17] para os seguintes
casos particulares de lajes retangulares:
e Figura 3.5 (a). Laje retangular sujeita a carregamento uniformemente
distribuido.

e Figura 3.5 (b). Laje sujeita a uma carga concentrada central.
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e Figura 3.5 (c). Laje sujeita a carga uniformemente distribuida

aplicada em um retangulo parcial.

X n X
< : > < £ >
(a) 5 (b)
? L A h
b
v
g
—— P
n X

< a »

(c)

Figura 3.5 — (a) Placa com carregamento uniformemente distribuido, (b) Placa com
carga concentrada (c) Placa com carga uniforme em um retangulo parcial (c)

E obtido um deslocamento maximo w1 no meio do vdo da laje para o
carregamento uniformemente distribuido, Figura 3.5 (a), logo é obtido ®2 para a
mesma laje, mas agora com uma carga concentrada no meio do véo, Figura 3.5
(b).

Na superposicéo de efeitos, Figura 3.6, iguala-se ambas as equagdes wl=
®2, define-se o valor da carga concentrada P, para a qual o deslocamento central
fosse nulo. Por tanto a reacdo de apoio (carga concentrada P), em funcdo do

deslocamento w1 ¢ dada por a equagao 3.8:

o, (X, y)z*abD

P= p- " (3.8)
sen lgsen Tm X nzy
4 a .sen sen
Zmlzn: m? n?,, a b
P

P

Figura 3.6 — Geometria da laje de referéncia.
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As solucdes da laje com apoio pontual foram desenvolvidas, utilizando o
programa Mathcad, em séries de Fourier com 19 termos a partir da equacéo geral
de Lagrange para os casos dos carregamentos necessarios para a solugdo do
problema, conforme mostra o Anexo A. Substituindo as dimensdes e propriedades
da laje em estudo bem como o valor do carregamento adotado para oS casos
particulares, obtém-se 0s seguintes resultados:

e Deslocamento e momento no centro da placa para carregamento
uniformemente distribuido, Figura 3.5 (a):

e ®l=1.602cm, ml=234.073 kN.m/m.

e Deslocamento e momento no centro da placa sujeita a carga

concentrada aplicada no centro da placa, Figura 3.5 (b):
e ®2=1.638cm, m2=-92.896 KkN.m/m.

e Deslocamento e momento no centro da placa com carga distribuida em
um retangulo parcial (para simular as dimensbes do pilar de
50cmx50cm), Figura 3.5 (¢):

e ®2=1.638cm, m2=-87.049 kN.m/m.

Portanto por superposicdo de efeitos 0 momento fletor no ponto central da
laje, com pilar simulado como carga pontual, submetido a carregamento
distribuido é mx=my=(m2-m1)=-58.823 kN.m/m e para pilar de simulado como
carregamento distribuido num retangulo parcial € mx=my=(m2-m1)=-52.976
KN.m/m.

Destes resultados da solucéo analitica conclui-se que modelar o pilar como
um apoio é razoavel, devido a que a diferenca destes valores é de 10 %.

Com estes resultados poderdo ser avaliados modelos empregando elementos
finitos com o pilar modelado como um apoio pontual e simulando o pilar com
varios apoios e comparar com os resultados obtidos para a teoria das placas. A
finalidade é definir, para futuros modelos, se estes modelos podem ser feitos com

o pilar simulado como um Unico apoio.
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3.2.3.
Modelagem com Elementos Finitos

A laje descrita acima foi modelada utilizando elementos tipo Casca
considerando a excentricidade dos apoios usando a opcdo Offset, ja que, como
visto anteriormente, este tipo de modelo produz bons resultados. Inicialmente,
considerou-se uma malha menos refinada, e ap6s um estudo de convergéncia
chegou-se a um nivel de refinamento com elementos tipicos de 25 cm que produz
resultados, para a reacdo do pilar modelado como um dnico ponto, com uma

precisdo de 0.37% respeito a solucdo analitica e de 2.53% nos momentos.

3.2.3.1.
Pilar modelado como uma restricao pontual

O pilar central € modelado como um apoio em um Unico ponto, como ilustra

a Figura 3.7, tal que a translacéo vertical é restringida.

Figura 3.7 — Tensfes e deformada do modelo de laje com pilar central modelado
como uma restricdo pontual

A Tabela 3.3 e as Figuras 3.8 e 3.9 apresentam o0s resultados obtidos pelo
modelo descrito acima. Em particular ela apresenta, para os varios niveis de
refinamento da malha, o valor da reacdo do pilar central e 0 momento fletor obtido
no centro da laje e em um ponto a 25 cm do centro. Este valor obtido a 25 cm foi
de modo a verificar melhor as tensdes, jA& que na modelagem o0s momentos
negativos tendem crescerem com a reducdo da secdo do pilar, essa tendéncia

afirma que os momentos para cargas concentradas tendem ao infinito.
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Tabela 3.3 —Reacé&o no pilar e momentos fletores obtidos com modelagem do pilar
por uma restricdo pontual.

Solucdo Elementos Finitos % erro
Elemento Carga Momento
Tipico Carga Momento (kN.m/m) g
(kN) (KN.m/m)
(cm) | (kN)
No centro a25cm No centro | a25cm
100 262.93 -64.04 -53.08 4.92% -8.87% 9.77%
50 270.91 -84.73 -61.57 2.03% -44.04% | -4.68%
25 275.51 -104.72 -57.33 0.37% -78.02% | 2.53%
16.67 277.47 -116.31 -58.96 -0.34% -97.72% | -0.24%
Momento
117 g mm s g
B 107 T
E 97 doomde e
Z
X, 87 i gl —&—a 25 cm
‘g A E s> e e e No centro
(¢B]
g BT I i Rl et S Sy Hat R == Analitico
= 57
-47

o LN
n o~

100
16.67

Elemento tipico (cm)

Figura 3.8 — Comparacdo do momento respeito & solucédo analitica.
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Figura 3.9 — Comparacéo dareacao do pilar respeito a solugao analitica.
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Analisando a Tabela 3.3, indica que os valores dos momentos tomados no
centro da laje respeito & solucdo analitica tem um erro de até 97.7% no caso da
malha mais refinada, 0s momentos negativos tendem a crescer significativamente
no centro da laje quanto mais refinada seja a malha, ndo entanto os momentos
tomados a 25 cm do centro da laje ndo diferem muito da solucdo analitica pelo
contrario malha mais refinada melhora os resultados. A diferenca destes
momentos para uma malha refinada com elementos tipicos de 25 cm respeito a
solucdo analitica é de 2.5%, uma malha ainda mais refinada como aquela com
elementos tipicos de 16.67 cm chega praticamente a convergir com a solugédo
analitica.

No caso da reacdo no pilar para o0 modelo com elementos tipicos de 25 cm
tem uma porcentagem de erro de 0.37%, no caso do modelo com elementos de
16.67cm este porcentagem é de 0.34%. Pode ser visto que ndo representou uma

melhora significativa (0.03%), por outro lado, aumenta o tempo de execucéo.

3.2.3.2.
Pilar modelado com varios apoios.

Adotou-se a malha de 25 cm, a qual, para os exemplos de pilar modelado
como um ponto apresentou bons resultados. Para a mesma malha, foi estudado o

pilar de se¢do 50x50 cm, simulado com apoio com restri¢des na vertical:
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Figura 3.10 — Deformada do modelo da laje com pilar modelado por varios apoios.
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A Tabela 3.4 apresenta as rea¢6es, momentos no centro da laje e a 50 cm do

centro, modelado com varios apoios simulando um pilar de 50cm x 50cm.

Tabela 3.4 — Quadro comparativo das reacbes e momentos no centro da laje e a
50cm do centro quando é modelado por varios apoios.

. Solug¢ao Elementos Finitos % erro
2?&6:.053 Carga | _Momento (kN.m/m) | Carga | Momento (kN.m/m)
(kN) | Nocentro | a50cm | (KN) | Nocentro |a50cm
50/50 288.2 -60. 80 -40.27 4% -15% 24%

Na Figura 3.11 pode-se ver a variacdo dos momentos no plano central da
laje, para o pilar simulado como uma Unica restricdo pontual e para o pilar
simulado com restricGes em varios pontos considerando suas dimensdes. Para
ambos 0s modelos 0s momentos tém um comportamento similar na laje perto da
face do pilar.

O modelo do pilar como apoio pontual tem-se um pico de esforgo no centro
da laje, mas nos nos proximos do centro, como mostrado na Tabela 3.3, fornecem
resultados satisfatorios para reacbes e momentos negativos, usando elementos
tipicos de 25 cm, com uma precisdo de 0.37% 2.53% respectivamente. No entanto
o pilar modelado com vaérios apoios fornece erro de 4% e 24% na reagdo e
momento respectivamente. Conclui-se, portanto que a modelagem dos pilares

pode ser feita simulando o pilar como um Gnico apoio.

120 e Grafico dos Momentos

<110 - mrmm e
<100 F-mmimmemmmmmm e R
90 o
80
TT0 Fmm

£ «=fl==Pilar como
E60 F - varios
apoios
Pilar como
apoio
pontual

Figura 3.11 — Comparacdo do momento para o pilar modelado como apoio pontual
e como varios apoios simulando um pilar de 50cmx50cm.
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3.3.
Consideracfes sobre a Modelagem de Lajes Nervuradas

3.3.1.
Laje de Referéncia

A estrutura em estudo € uma laje nervurada de quatro painéis de 10mx10m,
com 20 cm de espessura, a qual tem as mesmas propriedades mecanicas usadas
nos estudios descritos acima.

As propriedades mecanicas do concreto para o presente estudo séo:

e Resisténcia caracteristica & compressao: fck = 35Mpa
e O moédulo de deformacéo longitudinal E:  E = 4760+/fck
e O coeficiente de Poisson. v=0,2

A andlise ¢ feita considerando a protenséo aplicada como carga equivalente
nas faixas de concreto, a largura destas faixas corresponde a um oitavo do
comprimento do vao (L/8). A laje encontra-se submetida s6 a uma forca
equivalente de protensdo P de 2500 kN. As Figuras 3.12 e 3.13 mostram a
geometria de dita laje.

L9
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Figura 3.12 — Laje nervurada com carregamento de protenséo aplicado em faixas
de concreto de largura 125 cm.
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Figura 3.13 — Secdo transversal A-A da laje nervurada.

3.3.2.
Modelagem da Laje

Os pilares, para o estudo da laje de referéncia, foram modelados como uma
Unica restricdo pontual. Foram desenvolvidos trés modelos. Nos dois primeiros
modelos a laje € modelada usando elementos de casca com seis graus de
liberdade por no6 e as nervuras por elementos de viga também com seis graus de
liberdade por no, trés graus de liberdade a translacdo (ul, u2, u3) e trés graus de
liberdade a rotagao (01, 62, 63).

3.3.2.1.
Modelo 1: Laje modelada sem considerar excentricidade (Offset).

No modelo 1 a mesa e faixas de concreto sdo discretizadas com elementos
de casca e nervuras com elemento de viga. Neste modelo a excentricidade entre o
centro da nervura e o centro da mesa da laje bem como das faixas de concreto nao

foi considerada, como mostra a Figura 3.14.

elemento viga elemento casca

-/

Figura 3.14 - Representacdo da laje nervurada modelada sem considerar a
excentricidade entre nervura e laje.
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3.3.2.2.
Modelo 2: Laje modelada considerando excentricidade (Offset):

O modelo 2 utiliza os mesmos tipos de elementos finitos que o Modelo 1. A
diferencga é que neste modelo a excentricidade (Offset) entre nervuras e a mesa e a

faixa de concreto é considerada, como mostra a Figura 3.15.

''''''''' 7
— 7
/ —
A -~/
pa —/
Lo
barra rigida

elemento viga

Figura 3.15 — Representacdo do Modelo 2 da laje nervurada considerando
excentricidade.

3.3.2.3.
Modelo 3: Laje modelada com elementos soélidos:

Neste modelo tanto as nervuras, a laje e as faixas de concreto foram
modeladas com elementos tridimensionais sélidos de oito nos, cada no possui trés
graus de liberdade a translacdo (ul,u2,u3) e ndo possui graus de liberdade a

rotacao.

Figura 3.16 — Representacdo do Modelo 3 da laje nervurada modelada usando
elementos sélidos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012305/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012305/CA

72

3.3.2.4.
Estudo das Tensodes

A anélise foi feita na secdo A-A mostrada na Figura 3.12 que esta localizada
a 2.4 m dos apoios da esquerda da figura. Nesta secdo foram tomadas as tensdes
normais S11 (kN/cm?) no topo da laje, que s&o aqueles que ocorrem na face 1 do
elemento e na direcdo 1, onde a forca foi aplicada. Assim a tensdo S11 atua na
direcdo paralela ao eixo local 1 como indica a Figura 3.17.

As tensbes avaliadas foram as tensfes decorrentes no topo da laje. No
SAP2000 os esforcos internos sdo relatados, através de tabelas, nos nos dos
elementos. No caso dos elementos sélidos as tensdes internas foram tomadas nos

nos da face superior dos elementos.

A
Y

Face 1

X
>

‘Z

Figura 3.17 — Representacdo dos eixos locais dos elementos [18].

Na Figura 3.18 as tensdes S11 sdo plotadas (as tensbes S11 estdo indicadas
no Anexo B). Observa-se que para 0 modelo 2 que considera a excentricidade e
para 0 modelo 3 que usa elementos sélidos os resultados de tensdes sdo muito
semelhantes. No entanto, para 0 modelo 1, que desconsidera a excentricidade, as
tensdes obtidas nas faixas de concreto onde a forca de protensdo é aplicada nao

sdo bem representadas.
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Distribuicéo de Esforcos no Topo da Laje

O N < W oo O
O N < O o0 «H «H «H « <« «

0.0
014 'f’:*“‘ : A
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Figura 3.18 - Tens8es no topo da laje nervurada para os diferentes modelos.

A partir deste estudo, pode-se determinar que os modelos de casca que
consideram a excentricidade entre seus elementos e os modelos que utilizam
elementos sélidos produzem resultados semelhantes. Portanto, conclui-se que
ambos 0os modelos séo capazes de simular o comportamento das tensdes em lajes
nervuradas adequadamente. Devido ao seu menor custo computacional, o0 modelo
que sera adotado para estudos paramétricos desenvolvidos nesta dissertacdo sera o
modelo que usa elementos de casca e viga para simular laje e nervuras

respectivamente e que considera a excentricidade entre as componentes da laje.
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