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Sistema de Steiner e Cédigo de Golay

Considere o sistema de Steiner S(5, 8, 24), chamaremos os seus blocos de
octads. Assim, as octads sao subconjuntos de 8 elementos de um conjunto 2
com 24 elementos tal que qualquer subconjunto com 5 elementos determina

24
uma unica octad. Donde, hé 5+ = 759 octads.

O sistema de Steiner S (5,5 8,24) é um objeto muito especial. O seu grupo
de simetrias é o grupo esporadico Msy. Neste capitulo falaremos de algumas
propriedades do sistema de Steiner S(5,8,24), do Cédigo de Golay e como
esses objetos se relacionam. E por fim, provaremos que o sistema de Steiner

S(5,8,24) é tinico a menos de isomorfismo.

Lema 3.0.1. Seja A C Q e denote por Ny o numero de octads contendo A.
Entao,

(247}6)
Ny = = se k<5

Ny = ou 1, se k>5
Demonstracao. Seja A um k-conjunto. Queremos determinar o nimero, Ny,
de pares (A, O) onde O é uma octad contendo A.

Se k > 5 como temos um sistema de Steiner S(5,8,24), por definigao,
temos que Ny = 1.

Se k < 5, ha (254__:) maneiras de completar A a um 5-conjunto (que ja
sabemos que esta contido em uma tunica octad). Mas observe que estarfamos
completando o mesmo k-conjunto a um 5-conjunto dentro desta octad (?:Z)

24—k
repetidas vezes. Donde Ny = ((Z_ﬁ))
5—k

]

Observagao 3.0.2. Observe que se O = {ay, a9, as, ay, as, ag, ar, ag} é uma
octad e A é um k-conjunto contido em O entao, pelo lema anterior, o niimero
de octads contendo A é 759, 253, 77, 21, 5, 1, 1, 1, 1 para k£ = 0,...,8,

respectivamente.

Sejam A C B C Q). Chamaremos de Np 4 o niimero de octads que inter-
sectam B em A exatamente, isto é, o numero de octads que obrigatoriamente

contém os elementos de A e nao contém os elementos de B\A.
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Lema 3.0.3. Considere A C B C Q e x um ponto qualquer de Q\B. Defina
B :=B| [{z} e A" := A| |{z}, entao Nga = Np.a+ Np 4.

Demonstracao. Um desenho prova essa afirmacao. Sem perda de generalidade,

Npa = #{O | c1,¢c2,c3 € O,cq & O} = #{O | c1,¢2,¢3,05 € O,cq ¢
Oy +#{O0 | c1,¢2,¢c5 € O, 4,05 ¢ O} = Nprar + Ny a. O

Lema 3.0.4. Sejam A C B C Q. Entdo Np 4= Z (—1)!\I Vg,
ACSCB
Demonstra¢ao. Como antes, Ng = #{O | S C O}. Queremos provar que

Np a= E (—1)9\AI Ng, faremos a prova por inducio em | B — A| e usaremos
ACSCB
o Principio da uniao e intersecao.

SeA:B—>NB7A:NA’A:NA: Z (_1)|S\A‘NS

ACSCB
Se B=AU{r} — Npa=Na— Np= Z (—1)I\AINg.
ACSCB

Se B=AU{z1, 22} = Npa = Na— Naufey — Navgas) + Navger a0} =

Z (=15 N

ACSCRB
Se B=AU{x1, 22,73} = Npa=Na— Naugay — Navges) — Navges) +

NAU{$17$2} + NAU{SELSBS} + NA'—’{wz,xs} - NAu{:m,:ch,:ch} = Z (—1)|S\A|NS conti-
ACSCB
nuando o processo obtemos o resultado desejado. O]

Teorema 3.0.5. Sejam O uma octad, B um i-conjunto e A um j-conjunto com
A C B COQO. Entao Np 4 € dado pela (j + 1)-ésima entrada da (i + 1)-ésima

linha da tabela a sequir, chamada de triangulo das octads.

759
506 253
330 176 7
210 120 56 21
130 80 40 16 5
78 52 28 12 4 1
46 32 20 8 4 0 1
30 16 16 4 4 0 0 1
30 0 16 0 4 0 0 0 1

Figura 3.1: Triangulo das octads
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Demonstracao. Pela observacao 1, temos que os valores de Ny, para 0 < j < 8,
sao 759, 253, 77, 21, 5, 1, 1, 1, 1. Note que os valores de N4 ocupam o lado
direito do triangulo das octads. Portanto, fixado um ponto em uma octad, o
nimero de octads que nao o contém é 759 — 253 = 506; e assim por diante.

Dai, e pelos lemas 3.0.3 e 3.0.4 completamos o triangulo das octads. O]

Pela ultima linha do triangulo das octads podemos observar que 2 octads
distintas podem apenas se intersectar em 0, 2 ou 4 pontos. Assim teremos
subconjuntos de P{) com 16, 12 ou 8 pontos, respectivamente.

Considere G o subespago vetorial de F2! gerado pelas 759 octads do
S(5,8,24).

Lema 3.0.6. O subespaco G de PS) € totalmente singular e portanto tem

dimensao no mdximo 12.

Demonstragao. Sejam Oy, Oy duas octads em S(5, 8,24). Pela tltima linha do
triangulo das octads temos que |01 NOs| = 0, 2 ou 4 pontos. Considere a forma
bilinear

B:F¥ — FH

(v1,v9) — (v1,09)
Para todo v; e vy em G, vetores associados a O, Oy temos B(vy,v9) = 0.

Donde G é totalmente singular e pela proposigao 2.8.1 segue que dim(G) <

24

O

Chamaremos de dodecad um 12-conjunto em G e de antioctad um

16-conjunto.

Lema 3.0.7. Dodecads existem; desde que hd pelo menos 2576 dodecads que
podem ser escritas como soma de 2 octads que se intersectam em um 2-

conjunto.

Demonstracao. Pelo triangulo das octads sabemos que Ny, = 16, isto é, fixada
uma octad e 2 pontos nela existem 16 outras octads que a intersectam neste
2-conjunto. Portanto dodecads existem desde que D = O + O’ é uma, onde O
e (0’ sao octads que se intersectam em um 2-conjunto.

Denotemos por A o conjunto das dodecads que podem ser expressas
como soma de 2 octads que se intersectam em um 2-conjunto e por B os pares
ordenadas de octads que se intersectam em um 2-conjunto. H4 uma bijecao

natural,

f:B— A (0,0)—0+0.
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Fixe O uma octad. Defina Bo = {(O;1,02) € B | O = O}. Entao, Bp tem
16.(5) elementos e portanto B tem |S|.|Bo| = 759.(3).16 = 340032 elementos.
Agora tome D € A e considere o conjunto das expressoes O; + Oy = D.
Note que cada expressao determina um 6-conjunto em D, D N Oq, que esta
contido em uma octad. Assim temos 2 possibilidades:
1 ) o 6-conjunto é completo a uma octad por um 2-conjunto que nao

pertence a docecad.

2 ) a octad que contém o 6-conjunto estd inteiramente contida na
dodecad. Seja n o numero de octads contidas em D (no teorema 3.0.8 veremos

que n = 0).

Na primeira situagao ha -3
B .
5

n@ Donde,
- _ (5)=()
o) = S <z
Portanto,
_ 1Bl _ 340032
|A|l = Ty < i3 > 2576.

]

Teorema 3.0.8. O espaco vetorial G € 12 dimensional e tem a sequinte

distribuicao de peso:

peso  numero de vetores

0 1
8 759
12 2576
16 759
2/ 1

Mais ainda, se um vetor estd em G entao o seu complementar também estd.

Toda dodecad é a soma de 2 octads e nenhuma octad estd contida em uma

dodecad.
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Demonstracao. Seja d = dimgG. Pelo triangulo das octads sabemos que duas
octads s6 podem se intersectar em 0, 2 ou 4 pontos. Donde temos 759 vetores
de peso 16, pelo menos 2576 vetores de peso 12 e 759 vetores de peso 8.
Temos também um vetor de peso 24 que surge da soma de todas as 759
octads e certamente temos o vetor nulo (de peso 0). Portanto ji temos
759 4+ 2576 + 759 + 1 + 1 = 2'2 vetores em G. Dai, e como pelo lema 3.0.6
a dimensao de G é no maximo 12, concluimos que d = 12 e esses sao todos os
vetores de G. Portanto nenhuma octad esta contida em uma dodecad, pois do
contrario G teria vetores de peso 4 e isso nao ocorre, e toda dodecad surge da
soma de 2 octads que se intersectam em um 2-conjunto (logo provamos que
n = 0 no lema 3.0.7).

m

Motivagao: Pelo teorema 3.0.8 provamos que existem exatamente 2576
dodecads que surgem da interse¢ao de 2 octads em um 2-conjunto. Agora, fixe
uma octad. Podemos nos perguntar quantas dodecads

contém obrigatoriamente alguns dos pontos dessa octad, nao contém
alguns outros e outros a dodecad pode ou nao conter (esses pontos serao
chamados de livres). Podemos também estar interessados em saber quantas
dodecads existem contendo um subconjunto desta octad. No préximo teorema
provaremos o triangulo das dodecads, que nos fornece a resposta a essas
perguntas.

A fim de ilustrar, tome a octad {ai,as,as,ay,as,as, ar,ag}. Sejam
B = {ag,a3,a4,a5,a7} e A = {as,a4,as5}. Estamos interessados em saber o
ntimero de dodecads, Dp_4, que encontram B em A exatamente, isto é, quantas
sao as dodecadas que obrigatoriamente contém os pontos de A e nao contém
os pontos de B \ A. Assim, queremos descobrir o nimero de dodecads que
obrigatoriamente contém as, as € as, nao contém as, a; € os pontos ai, ag € as
sao livres. Veremos, pelo triangulo das dodecads, que temos 88 (= D;3) tais
dodecads. Observe também que quando temos A = B estamos interessados
em quantas sao as dodecads que obrigatoriamente contém A. Assim, no nosso
exemplo, se A = B = {ay, as, a4, as, ar} veremos, pelo triangulo das dodecads,
que existem 48 (= Djj5) dodecads contendo A. E fundamental notar que o
nimero de dodecads contendo um é-conjunto contido em uma octad independe
dos i pontos escolhidos, depende apenas da cardinalidade do conjunto.(veja
mais detalhes em 5.1.17).

Teorema 3.0.9. Sejam {ay,aq,as,a4,as,a6,a7,as} uma octad, B um i-

conjunto e A um j-conjunto, com A C B C O. Entao o niumero de dodecads
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D, ; que encontram B em A exatamente € dado pela (j+1)-ésima entrada da

(1 + 1)-ésima linha do triangulo das dodecads abaizo.

2576
1288 1288
616 672 616
280 336 336 280
120 160 176 160 120
48 72 88 88 72 48
16 32 40 48 40 32 16
0 16 16 24 24 16 16 0
0 0 16 0 24 0 16 0 0

Figura 3.2: Triangulo das dodecads

Demonstracao. Seja k = 0,...,8. Suponha que exista uma octad O tal que
{v1, ..., v} C 0. Queremos determinar D, o ntmero de dodecads D com
{v1,...,0} €D, para k =0,...,8.

Denotemos por o(k) o nimero de octads O com {vy, ..., v} C O, para k =
0,1,...,8. Assim, pelo triangulo das octads, sabemos que o(k) assume os valores
759,253,77,21, 5,1,1,1,1 para k =0,1,2,3,4,5,6, 7,8, respectivamente.

Denotemos por o(k) o nimero de antioctads (complementar de uma
octad) O com {v1, ..., 0} N O = 0. Temos, pelo triangulo das octads, que
o(k) vale 759,506, 330,210,130, 78,46, 30,30 para k = 0,1,2,3,4,5,6,7,8,
respectivamente.

Chamemos de Z(k) o nimero de pares de octads O, Oy com {vy, ..., v} C
01 4+ Oy. Note que nenhum v;, 0 < 7 < k, pode pertencer a O; N Oy pois do

contrario nao pertenceria a O + Oy

k
k
Z(k)y=> (> NiiNpr—i = 30.9(k) + 280.0(k) 4 132.D), + [k = 0].759.
7
i=0
Dai, e pelo triangulo das octads somos capazes de determinar todo o lado
direito do triangulo das dodecads, isto é, temos 2576, 1288, 616, 280, 120, 48,
16, 0, 0 dodecads contendo 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ou 8 pontos de uma octad fixa.

Desde que existem 2576 dodecads e fixado um ponto em uma octad

existem 1288 dodecads que o contém temos que existem 2576 — 1288 = 1288
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dodecads que nao o contém. Fixado 2 pontos em uma octad existem 616
dodecads que o contém, 1288 dodecads que contém apenas um deles e portanto
1288 — 616 = 672 dodecads que dos 2 pontos contém obrigatoriamente 1 deles
e nao contém o outro. Procedendo dessa maneira, completamos o triangulo das
dodecads.

]

Comentario 3.0.10. Pela ultima linha do triangulo das dodecads, podemos
observar que uma dodecad pode intersectar uma octad em 2, 4 ou 6 pontos.
Mais ainda, existem 16, 24, 16 dodecads intersectando uma octad em 2, 4 ou

6 pontos, respectivamente.

Lema 3.0.11. Considere F' um corpo finito com f elementos. Sejam V' um
F-espaco vetorial de dimensao n e S um subespaco de dimensdo d. Entdao, hd

exatamente f"~ subespacos transladados de S.

Demonstragao. Fixe vy # 0. O subespago transladado de S por vg é S + vy :=
{veV;3ds € S;v=s+uv}. Como V é grupo (abeliano) aditivo, todo subespago
S é subgrupo normal. Donde [{S + vp;vg € V}| = [(V/S)| = |[V|/|S] = ’;—Z =
fre, [

Para um cddigo C < F™ um cocédigo é F"/C. Agora estudaremos um

pouco da estrutura do cocédigo de Golay F3*/Cy,.

Teorema 3.0.12. Seja G um [24, 12, 8] cddigo bindrio. Entao todo subespago
transladado de G em Z3* tem um peso n unicamente definido de 0 a 4, de
acordo se ele contém um vetor de peso n. Um subespaco transladado de peso
n contém exatamente um vetor de peso n se n = 0,1,2 ou 3 e 6 de peso
4 sen = 4. Nos temos (204) + (214) + (224) + (234) + %(244) = 4096 subespacos
transladados.

Demonstragao. Seja vy € Z3*. Considere o subespaco transladado G+uvy. Sejam
xr ey € vyg+ G com pesos m,n < 4. Entao se x tem peso m < 4, y devera ter
peso n > 8 —m; visto que z +y € G e G tem peso minimo 8. Portanto os
vetores de peso 0, 1, 2 ou 3 sao tnicos nos subespacos transladados com este
peso. Mas se x e y € vg + GG, x # y, com pesos m,n = 4 entdo = e y devem
ser disjuntos e [{w € G + wvp; |w| = 4}| < 6. Como a dimensao de G é 12,
pelo lema anterior, G tem exatamente 2'2 subespacos transladados. O limite
inferior para o nimero de subespacos transladados com distancia minima <
4 é: (251) + (214) + (224) + (2;) + %(244) = 4096, e portanto esses sao todos os
subespacos transladados. O

O cocddigo de Golay tem a seguinte distribuigao de peso
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01 124 2276 32024 41771'

Um sextet ¢ uma colegao de seis 4-conjuntos tais que a uniao de
quaisquer 2 é uma octad. Qualquer tetrad (4-conjunto) determina um tnico
sextet. O numero de sextets é %(244) = % = 1771 = 7.11.23. Chamaremos de
sextet base aquele cujos seis tetrads sao as colunas da matriz MOG, conforme

mostra a figura 3.3.

1123456
112131456
1123456
1123456
Figura 3.3: Sextet base

Proposicao 3.0.13. Eumiste bijecao entre um representante da classe dos
sistema de Steiner S(5,8,24) em Q e o Coy cddigo bindrio de Golay, obtida
da sequinte maneira: o gerador linear de um sistema de Steiner é um cddigo
de Golay e o conjunto de vetores de peso § no cddigo de Golay é um sistema

de Steiner.

Demonstragao. Pelo teorema 3.0.8 temos que o sistema de Steiner S(5,8,24)
determina um cédigo binario de Golay. Falta provarmos que codigo binério
de Golay determina um sistema de Steiner. Para isso, considere S o conjunto
de vetores de peso 8 em Coy. Vamos mostrar que S é um sistema de Steiner.
Tome F um 5-conjunto em Z32*. Considere o subespaco transladado F + Cay.
Pelo teorema 3.0.12, F' 4 Cy4 tem peso minimo < 4. Digamos que isso ocorra
em T € Cyy. Suponhamos, n = 4. Denote por A o conjunto dos 4-conjuntos
em F + Cyy. Seja U € A um 4-conjunto que contém k,1 < k < 4, pontos
em F. Entao F'+ U € Cyy e tem peso 7,5,3 ou 1 de acordo se k = 1,2,3 ou
4, respectivamente. Mas isso nao é possivel, pois Cyy contém apenas vetores
de peso 0,8,12,16 e 24. Portanto, n < 3. Veremos que n = 3. Mas antes,
facamos o mesmo para n = 2. Assim, sejam A o conjunto dos 2-conjuntos em
F +Cyy e U € A um 2-conjunto que contém 1 ou 2 pontos em F'. Portanto,
F 4+ U terd peso 6 caso tenha um ponto em comum com F' e peso 3 caso
esteja contido em F'; mas ambos os pesos nao ocorrem em Cyy. Analogamente
temos que n nao pode ser 1 e portanto n = 3. E I esta contido no 8-conjunto
F+T = FUT € Cyy. Pelo teorema 2 sabemos que este subespaco transladado

tem um tnico vetor de peso 3. Donde o 8-conjunto F' + T' é unico. O]

Donde concluimos que o sistema de Steiner S(5,8,24) é tinico a menos

de isomorfismo.
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