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Modos Normais Nao Lineares para Sistemas Discretos

A analise estrutural de sistemas sujeitos a grandes amplitudes de movimento
quase sempre demanda a consideracdo das ndo linearidades inerentes & dindmica
do sistema. Entretanto, a analise das vibragdes nao lineares de estruturas ¢ em
geral um processo trabalhoso e demorado. Também, muitos fendmenos nao
lineares sao de dificil identificacdo em sistemas descritos por um grande nimero
de graus de liberdade. A redugdo de ordem do problema é uma abordagem
apropriada para se contornar essas dificuldades, além de constituir um
procedimento eficiente para obtencdo de um entendimento adequado do
comportamento dindmico de sistemas ndo lineares. A analise modal ndo linear
tem sido apresentada, de modo andlogo a sua correspondente linear, como uma
alternativa viavel para obten¢ao de modelos de ordem reduzida de sistemas nao
lineares (Pierre et al., 2006).

Caso um sistema hamiltoniano em equilibrio seja levemente perturbado,
entdo ele pode exibir varios tipos de comportamento dinamico, entre os quais as
oscilagdes periodicas. No caso de sistemas lineares, essas oscilagdes sao
conhecidas por modos normais. No caso de sistemas hamiltonianos ndo lineares,
podem existir certas familias de oscilagdes periddicas que tendem aos modos
normais lineares do respectivo sistema dinamico linearizado em torno da posi¢ao
de equilibrio. Essas familias de movimentos sdo os modos normais ndo lineares
(Montaldi et al., 1990).

A andlise modal ndo linear tem por base tedrica dois teoremas relacionados
a existéncia de solucdes periddicas nos sistemas dinamicos:

Teorema 1 (Livapunov, 1947)

Para sistemas hamiltonianos com n graus de liberdade, cujos valores de
fregiiéncia do correspondente problema linearizado ndo apresentam ressondncias
internas entre si, existem proximas a configura¢do estavel de equilibrio, n
familias de solugoes periodicas preenchendo de modo suave os subespacgos

formados por variedades invariantes de duas dimensées que passam pelo ponto
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de equilibrio do sistema. Para qualquer nivel fixo de energia, encontram-se
proximas a configurac¢do estavel de equilibrio n solugoes periodicas (modos
normais).

Esse resultado foi generalizado por Weistein (1973) para os casos onde
existem ressondncias internas cuja relacdo entre freqiiéncias pertence ao conjunto
Z dos numeros inteiros.

Teorema 2 (Weistein, 1973)

Para um sistema hamiltoniano, existem, proximas ao ponto de equilibrio
estavel, pelo menos n solugoes periddicas para um dado nivel fixo de energia.
Algumas dessas solugoes podem ndo ser uma continuagdao analitica dos modos
normais lineares do sistema.

Esses dois teoremas provam a existéncia de solugdes periodicas para
sistemas com n graus de liberdade. O objetivo deste capitulo ¢ apresentar as
principais caracteristicas, propriedades e metodologias de obtengdo das solugdes
previstas pelos dois teoremas anteriormente mencionados.

21.
Historico da analise modal nao linear

Na analise estrutural, o conceito de modo normal esta classicamente
relacionado a teoria de vibragdes lineares. Estender o conceito de modos normais
para o caso ndo linear tem sido um grande desafio para muitos autores, em
especial, porque o principio da superposi¢cdo dos efeitos ndo ¢ satisfeito (Bouc e
Bellizi, 2007). O principal objetivo dessa se¢do ¢ apresentar de forma resumida o
desenvolvimento historico dessa busca pelo desenvolvimento de uma analise
modal para sistemas estruturais ndo lineares.

Divide-se, para fins de um melhor entendimento, o desenvolvimento da
analise ndo linear em seis fases:

I.  Primoérdios (1889 — 1959);
II.  Formalizagao (1959 - 1966);
III.  Desenvolvimento tedrico (1964-1997);
IV.  Variedades invariantes (1991-1994);
V.  Aplicagdes praticas (1994-atualmente);
Essa divisao ndo tem por pretensao ser definitiva, uma vez que a analise

modal ndo linear ndo se encontra ainda completamente desenvolvida. Além do
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que, cronologicamente algumas fases se sobrepdem. Escolhe-se para marco inicial
de cada fase o surgimento de aspectos importantes no estudo dos modos normais
ndo lineares. A seguir discute-se brevemente cada uma das fases, a Tabela 2-1

apresenta um resumo dos desenvolvimentos mais importantes de cada fase.

21.1.
Fase | — Primérdios (1889 — 1959)

O Teorema 1 de Lyapunov (1947), apresentado originalmente em seu
trabalho de 1892, que trata da existéncia de solucdes perioddicas para sistemas nao
lineares ¢é, de acordo com Kerschen e coautores (2009), o marco fundamental para
estabelecimento da teoria da analise modal nao linear. De acordo com Miklhin e
Morgunov (2001), as solugdes de Lyapunov possuem propriedades semelhantes
aos modos normais lineares.

Alguns autores (Jezequel e Lamarque, 1991; Kerschen et al, 2009;) afirmam
que, mesmo antes dos resultados obtidos por Lyapunov, desenvolvimentos como
os teoremas de Poincaré (1889) sao fundamentais para o embasamento do método
das formas normais, e portanto de essencial importancia para o desenvolvimento
da teoria dos modos normais ndo lineares.

2.1.2.
Fase Il - Formalizagao (1959 - 1966)

De acordo com Slater e Inman (1995), o conceito de modos normais para
sistemas ndo lineares j4 era intuitivamente aceito até que Rosemberg, no inicio da
década de 1960, propds uma defini¢do formal para esses movimentos particulares.

Apos apresentar um trabalho sobre os modos normais lineares Rosemberg
se volta para o desenvolvimento de uma defini¢cao formal de modos normais para
sistemas nao lineares, definindo-os como vibragdes em unissono e classificando-
os em similares ou ndo similares (Rosemberg, 1960; 1961; 1962 ¢ Rosemberg ¢
Kuo, 1964). Essa definicdo ¢ ampla o suficiente para que os modos normais
lineares possam ser considerados como um caso particular (Rosemberg, 1966). De
acordo com Ahmadian e Zamani (2009), o método proposto por Rosemberg
permite um estudo qualitativo dos movimentos correspondentes aos modos

normais nao lineares.
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Estagio Ano Pesquisadores Fatos importantes
. , Teorema fundamental para o desenvolvimento do método
Poincaré .
Fasel - 1889 das formas normais
Primordios 1947 Lyapunov Teorema relativo a F:xisténcizi de. solugoes periddicas para
sistemas ndo lineares
1960 Rosemberg Definigdo
Fase II 1961 Rosemberg Multiplicidade de modos
ase II - .
L 1961 Rosemberg Estudo da estabilidade
Formalizagdo L . .
1962 Rosemberg Generalizagao para sistemas com n graus de liberdade
1966 Rosemberg Resumo das defini¢des e métodos desenvolvidos
1964 Wah Aplicacao para sistemas continuos
Fase H,I ) 1966 -1972 Varios autores Existéncia
Desenvolvimento L. . . ~
Téorico 1965 - 1992 Varios autores Estabilidade e Bifurcagdes
1971 - 1994 Varios autores Métodos para construgido
Fase IV - 1991 Shaw e Pierre Idéia do método
Variedades 1993 Shaw e Pierre Definigdo e método de derivagdo dos modos
Invariantes 1994 Shaw e Pierre Aplicacao para sistemas continuos
1994 Boivin e coautores Multimodos
1994 Nayfeh e Nayfeh Variedades invariantes em variaveis complexas
1999 Shaw e coautores Aplicagao para sistemas forgados
2000 Pescheck Meétodo baseado no procedimento de Galerkin
Mazzilli, Soares e Método combinando multiplas escalas e elementos
Fase V - 2000 Baracho Neto finitos para sistemas com muitos graus de liberdade
Aplicz.iqées Shih & coautores Formalizagdo do método baseado nas variedades
praticas 2006 invariantes utilizando o método das formas normais
Definigdo de modos normais néo lineares para sistemas
2008 Andrianov continuos sem separagao exata entre variaveis de tempo e
espago
1994 - . Aplicacao dos modos normais ndo lineares para
Virios autores o .
atualmente problemas praticos de engenharia.

Tabela 2-1 Desenvolvimento historico da analsie modal nao linear.

De acordo com Qaisi (1997), Rosemberg concentra-se em seus trabalhos no
desenvolvimento de métodos para construgdo de modos para sistemas discretos,
conservativos ¢ com certas condi¢des de simetria. Os métodos tém alto carater
geométrico € empregam conceitos e técnicas da geodésia para resolver as
equacdes integro-diferenciais que governavam a energia do movimento, quase
sempre considerando somente ndo linearidades impares (Rosemberg, 1960; 1961
e 1962; Rosemberg e Kuo, 1964).

Desde os seus primeiros trabalhos Rosemberg (1961) ja observa o fendmeno
da multiplicidade (superabundancia) de modos, um fenomeno sem correspondente
na analise linear. Ele também apresenta um estudo da estabilidade desses modos

(1961) e generaliza o método para sistemas com n graus de liberdade (1962),
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concentrando-se apos isso nas propriedades dos modos normais nao similares
(1964).

21.3.
Fase Ill - Desenvolvimento tedrico (1964-1997);

Apo6s aproximadamente cinco anos de pesquisa Rosemberg (1966) publica
um trabalho sobre modos normais ndo lineares onde lanca as bases em que se
apoiam os desenvolvimentos subsequentes (Li et al., 2006).

Essa fase consiste basicamente no esfor¢o de varios pesquisadores, que,
utilizando a definicdo de Rosemberg, a aplicou a constru¢do dos modos normais
nao lineares e ao estudo de sua estabilidade e bifurcagdes em funcado de variagdes
de determinados pardmetros do sistema, bem como do seu nivel de energia
(Apiwattanalunggarn, 2003).

Assim as varias contribuicdes dessa fase relativas a defini¢cdo teodrica e
construcao analitica de modos normais nao lineares concentraram-se basicamente
em trés frentes:

1. Existéncia dos modos normais para sistemas nao lineares (Cooke e
Struble, 1966; Pak e Rosemberg, 1968; Weistein, 1973; Montaldi et
al., 1990; Vito, 1972b);

2. Estabilidade e bifurcacdo dos modos normais nao lineares:
(Atkinson e Taksett, 1965; Rand, 1973; Vito, 1972a; Month e Rand,
1977; 1980; Pecelli e Thomas, 1980; Montaldi et al., 1990; Caughey
e Vakakis, 1991; Pak et al., 1992);

3. Me¢étodos para constru¢ao dos modos normais ndo lineares (Rand,
1971; Greenberg e Yang, 1971; Rand 1974).

Essa fase ¢ marcada pelo estudo de exemplos tedricos com poucos graus de
liberdade e com os parametros manipulados para obtencao de certos fenomenos
essencialmente nao lineares.

De acordo com Kerschen e coautores (2008), o trabalho seminal de
Rosemberg permanece como uma curiosidade téorica até que ganha impeto com
os trabalhos de Vakakis e Shaw e Pierre na década de 1990, o que inaugura a
proxima fase do desenvolvimento histérico dos modos normais nao lineares. Essa
fase ¢ importante para o entendimento pleno de fendmenos, conceitos e

propriedades relativos aos modos normais ndo lineares. Nesse contexto cita-se o
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trabalho de Wah (1964) que, de acordo com Andrianov (2008), ¢ o primeiro a
generalizar os conceitos desenvolvidos por Rosemberg para sistemas continuos, €
as pesquisas feitas por Anand (1972) e Rand e Vito (1972), alguns dos primeiros a
estudar o fendmeno da ressonancia interna e a propriedade de multiplicidade de
modos em alguns sistemas dinamicos. Citam-se também os estudos de
pesquisadores chineses que, de acordo com Guojing e Jianguo (1998),
desenvolvem durante a década de 1980 métodos de andlise de problemas de
autovalor para problemas ndo lineares utilizando as técnicas e defini¢des de
Rosemberg.

Nessa fase ¢ importante ressaltar os trabalhos de Vakakis (1991, 1992,
1994) e Vakakis ¢ Rand (1992) que apresentam diversas investigagdes sobre a
existéncia, estabilidade e bifurcagcdes dos modos normais nao lineares a partir dos
resultados de Rosemberg. Esses resultados encontram-se resumidos em um

trabalho de Vakakis (1997).

21.4.
Fase IV — Variedades invariantes (1991-1994)

Os trabalhos de Vakakis e Shaw e Pierre marcam o inicio da década de 1990
como o periodo do ressurgimento do interesse nos modos normais nao lineares
(Kerschen et al., 2009). Contudo, apesar de se constituir em importantes
contribuigdes para o desenvolvimento da analise modal ndo linear, os trabalhos de
Vakakis, tratam, na maior parte dos casos, de desenvolvimentos baseados nas
idéias propostas por Rosemberg, sendo que os trabalhos de Shaw e Pierre, por seu
completo ineditismo, inauguram uma nova fase na historia da analise modal nao
linear tornando-a mais abrangente para diferentes problemas de vibragao.

De acordo com Shi e coautores (2006), muitos autores enfatizam o
movimento em unissono, ignorando o fato que os modos normais ndo lineares
podem ser diretamente obtidos da propriedade de invaridncia modal. Foi para esse
fato que atentaram Shaw e Pierre em 1991, apresentando a idéia de uma nova
definicdo e técnica de constru¢do de modos normais nao lineares, ja que até entdo
os métodos existentes s podiam ser aplicados a sistemas conservativos com
simetrias especificas. A definicdo de Shaw e Pierre tem por base o conceito que
um modo nao linear ¢ um movimento que se da inteiramente dentro do subespago

definido por variedades invariantes.
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Nesse contexto o trabalho de Shaw e Pierre (1991, 1993) ¢ um marco no
desenvolvimento dos modos normais ndo lineares, pois até entdo os estudos se
baseavam unicamente na definicdo e métodos propostos por Rosemberg (Li et al.,
2006).

A vantagem da nova defini¢do ¢ que ela abrange sistemas nao conservativos
e sem a necessidade de condigdes especificas de simetrias, podendo ser aplicada a
uma ampla gama de problemas nao lineares e engloba a definicdo de Rosemberg
como um caso particular. Posteriormente (Shaw e Pierre, 1994; Shaw, 1994) os
conceitos desenvolvidos para sistemas discretos sao extendidos para estruturas
continuas, aplicando-os primeiramente a vigas simplesmente apoiadas.

2.1.5.
Fase V — Aplicagoes praticas (1994-atualmente);

A quinta fase na historia do desenvolvimento da analise modal ndo linear ¢
marcada pelas aplicagdes praticas da defini¢do e técnicas baseadas nas variedades
invariantes para uma ampla gama de problemas dindmicos ndo lineares.

Inicialmente devem ser destacados os trabalhos de Boivin e coautores (1994
e 1995) que generalizam o conceito baseado nas variedades invariantes de modos
normais nao lineares individuais para obtengao de multimodos.

Nayfeh e coautores (1994, 1996) desenvolvem uma técnica baseada nas
variedades invariantes expressas em variaveis complexas, posteriormente aplicada
a sistemas com ressonancia interna.

Outra contribuicdo dessa fase ¢ a extensdo da teoria das variedades
invariantes para sistemas com nao linearidades inerciais (Hsieh ez al., 1994).

Shaw e coautores (1999) extendem o procedimento das variedades
invariantes para sistemas forgados, pela adicdio de uma nova varidvel
representando a variagdo da geometria das variedades invariantes com o tempo.

Pesheck (2000) desenvolve um novo método de obtencdo dos modos
normais ndo lineares que permite a aplicagdo das variedades invariantes para
sistemas com forte ndo linearidade. O método consiste em uma aproximacao
numérica, expressando o par mestre em coordenadas polares e utilizando técnicas
baseadas no procedimento de Galerkin para a solu¢do numérica das equagdes

diferenciais das variedades invariantes.
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Outro desenvolvimento importante ¢ a extensdo feita por Pesheck e
coatuores (2001) dos conceitos baseados nas variedades invariantes para sistemas
com ressonancia interna (Lacarbonara e Camillaci, 2004).

Nessa fase as variedades invariantes multimodais sdo obtidas pelo método
da projecao de Galerkin (Jiang ef al., 2004).

Jiang e coautores (2005a) combinam o método baseado no procedimento de
Galerkin desenvolvido por Peschek (2000) com o método para obtencdo de
variedades invariantes forcadas (Shaw et a/, 1999).

Apesar do carater principalmente pratico desta fase, algumas importantes
contribuigdes téoricas sdo feitas como a de Shih e coautores (2006) que utilizam o
método das formas normais para obter uma formulagdo teoricamente mais formal
do método baseado nas variedades invariantes.

Andrianov (2008) propde uma defini¢do mais geral que a de Shaw e Pierre
(1994) de modos normais ndo lineares para sistemas continuos incluindo casos
onde a separagdo entre as variaveis temporal e espacial nao se da de forma exata.
Todas essas contribuigdes permitem a aplicacdo dos desenvolvimentos obtidos
nas fases anteriores para uma ampla gama de problemas de engenharia.

As novas fronteiras no desenvolvimento da andlise modal ndo linear
consistem na busca de sua aplicacdo para estruturas e problemas praticos de
engenharia estrutural, o desenvolvimento de modelos de ordem reduzida
utilizando-se a analise modal nao linear, a derivagdo de métodos de construgao
dos modos normais nao lineares, em especial os modos essencialmente nao
lineares, e a obtencdo de procedimentos analiticos para o estudo paramétrico e da
descricdo do comportamento vibratorio de sistemas dindmicos para uso nas fases
de pré-projeto de elementos estruturais sujeitos a vibragdes nao lineares.

Nesse contexto, a interface entre o método dos elementos finitos e as
técnicas baseadas nas variedades invariantes tem sido a porta de entrada para
aplicacdo da analise modal nao linear para problemas mais complexos € com
grande quantidade de graus de liberdade (Apiwattanalunggarn, 2003). Um
exemplo nesse esforco ¢ o pioneirismo dos trabalhos de Soares e Mazzili (2000)
Mazzilli e Baracho Neto (2002) na aplicagdo do método de multiplas escalas
combinado com o método dos elementos finitos para estudo de estruturas com

muitos graus de liberdade.
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2.2.
Analise modal linear

Como a andlise modal ndo linear tem sido historica e teoricamente
desenvolvida em analogia a andlise linear, ¢ de fundamental importancia, para que
essa analogia fique clara, que a analise modal linear seja brevemente discutida.

A anélise modal de um sistema linear estrutural com » graus de liberdade,

escrito na forma matricial como:

{if+[4]{x} =0}, (2-1)

leva a determinagdo de n autovalores (frequéncias) e n autovetores (modos
normais) da matriz fundamental do sistema (A4), considerada simétrica e positiva
definida, onde x € o vetor de deslocamentos € o ponto acima das variaveis indica a
sua variacdo temporal.

A matriz A depende unicamente dos parametros intrinsicos do sistema:
massa e rigidez e sua distribui¢do espacial. Assim as frequéncias e seus modos
normais correspondentes sao caracteristicas inerentes ao sistema.

Além da interpretagado fisica dos autovalores e correspondentes autovetores,
os modos normais lineares t€ém propriedades matematicas importantes na analise
dinamica. A primeira delas ¢ que eles desacoplam as equagdes de movimento do
problema em n equacgdes diferenciais ordindrias de segunda ordem independentes.

Do desacoplamento dos modos normais decorrem duas propriedades
importantes: a invariancia — um movimento iniciado num dado modo permanece
nele durante todo o tempo, € a superposicao modal — os modos podem ser usados
numa combinagao linear para descrever qualquer movimento do sistema.

Esses resultados da andlise modal permitem uma andlise mais facil da
dindmica do problema, além de prover uma nova interpretagdo fisica do
comportamento dinamico linear do mesmo, uma vez que os modos normais
podem ser vistos como uma base do problema no espago modal de n dimensdes.
Outras relevantes aplicagdes da analise modal linear incluem a redugdo modal,
técnicas de subestruturagdo, analise experimental, modelagem com método dos
elementos finitos e monitoramento ¢ controle de vibracao de estruturas em servico

(Kerschen et al., 2009)
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ApoOs essa breve exposicao dos conceitos de analise modal linear, a analise
modal ndo linear ¢ discutida em detalhe nas proximas se¢des, onde se destacam as
semelhangas e diferencas entre os dois casos.

2.3.
Definicdo de modos normais nao lineares

Entre as defini¢des existentes para os modos ndo lineares a mais simples, de
acordo com Kerschen e coautores (2009), ¢ a de uma vibragdo em unissono do
sistema, ou em outras palavras uma oscilagdo sincrona. Nesse contexto, de acordo
com Pellicano e Vakakis (2001), os modos normais nao lineares sdo solugdes
particulares das equagdes de movimento do sistema. Contudo, o conceito de
modos normais nado lineares tem passado por uma série de modificacdes desde o
seu desenvolvimento original numa série de trabalhos de Rosemberg e coautores
(1960; 1961; 1962; 1964 e 1966) até as defini¢des mais recentes resultantes dos
esforcos de Shaw e Pierre (1991, 1993 e 1994).

Em geral as defini¢des para os modos ndo lineares procuram reproduzir
abordagens ja existentes para os modos lineares. Assim, caso o sistema nao linear
possa ser desacoplado numa série de equagdes mutuamente independentes € o
subespaco correspondente as equagdes onde se da o movimento de cada modo
seja invariante, entdo os modos normais ndo lineares podem ser definidos de
modo semelhante aos modos lineares (Guojing e Jianguo, 1998).

Nesse contexto existem duas defini¢des principais dos modos normais nao
lineares na literatura. A primeira dada por Rosemberg (1960) e a outra baseada no
conceito de variedades invariantes desenvolvida por Shaw e Pierre (1991 e 1993).
De acordo com Falzarano e coautores (2001), a definicdo de Rosemberg ¢ mais
compacta ¢ matematicamente elegante e facilmente extensivel aos sistemas
continuos, enquanto aquela baseada nas variedades invariantes ¢ mais heuristica e
possivelmente mais facil de ser estendida a uma ampla classe de problemas
incluindo sistemas for¢ados e amortecidos sendo, portanto, aplicavel a analise de
uma gama maior de problemas praticos da engenharia. Apesar de existirem
definicoes adicionais como a definicdo basecada em variedades invariantes
descritas em varidveis complexas (Nayfeh e Nayfeh, 1994b) e a definicdo
utilizando teoria dos grupos (Vakakis et al., 1996), elas ndo se encontram muito

difundidas na literatura, sendo que as defini¢des de Rosemberg e Shaw e Pierre
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sd0 aquelas que mais receberam atencdo no desenvolvimento da analise modal
ndo linear.

2.3.1.
Definicao de Rosemberg

Apesar de o Teorema 1 (Lyapunov, 1947) provar a existéncia dos modos
normais para sistemas nado lineares, esse fato foi intuitivamente aceito até que
Rosemberg no inicio da década de 1960 apresentou pela primeira vez uma
definicdo clara de um modo normal ndo linear e apresentou metodologias de
obtencao desses modos para sistemas conservativos com #n graus de liberdade.

A metodologia apresentada por Rosemberg (1962) ¢ uma clara extensdo da
analise modal linear para sistemas ndo lineares. Durante o movimento em um
modo normal de um sistema linear conservativo, cada grau de liberdade do
sistema se move com a mesma frequéncia e com uma razdo fixa entre os
deslocamentos dos seus graus de liberdade. Aplicando essa classica definicdo da
teoria linear para sistemas ndo lineares, os modos normais nao lineares podem ser
definidos como uma oscilagdo periddica e sincrona de maneira que todos os
pontos materiais da estrutura passem por sua posicao de equilibrio e sua posi¢ao
de maxima amplitude ao mesmo tempo. Pode-se reescrever essa definicao de
modo mais formal do seguinte modo:

Definicao 1 (Rosenberg 1962, 1966)

Considere um sistema autonomo e conservativo com n graus de liberdade

cuja dindmica é governada pelas seguintes equagoes de movimento:
X =fi(x,%5,..,%,), (2-2)

onde i=1,2,...,n; x; representam os deslocamentos dos varios graus de liberdade
em relagdo a posi¢do de equilibrio e f;, as for¢as (por unidade de massa) nao
lineares.
O sistema descrito pela eq. (2-2) oscila em um modo normal, se estiver
vibrando em unissono, ou seja, se as seguintes propriedades sdo verificadas.
1) Os movimentos de todas as coordenadas sdo periodicos vibrando

com o mesmo periodo de vibragdo Ty constante:

x,(t)=x,t+T,)), i=L2,..,n; (2-3)
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2) Existe um instante de tempo ty em que todas as massas passam por

por sua posicdo de equilibrio x°;:
x,(t)=x), i=12,.,n; (2-4)

3) Existe um instante de tempo t =t, #t, em que todas as velocidades

se anulam, ou seja todas as coordenadas atingem seu valor de

amplitude:
x,(t)=0, i=12,..,n; (2-5)

4) Para um grau de liberdade fixo r, em qualquer instante de tempo
durante o movimento, os deslocamentos do sistema estdo relacionados

pelas seguintes fun¢oes chamadas de equagoes modais:
x,=P(x,,x), i=12,.,n. (2-6)

De acordo com a Defini¢do 1, todos os deslocamentos podem ser
parametrizados em fun¢do de um par mestre pelas equagdes modais,
possibilitando assim a reducdo de ordem do sistema. Os modos lineares podem ser
vistos como um caso particular da Defini¢ao 1, onde as fun¢des modais dadas pela
eq. (2-6) sao lineares.

Yang (1968) propos uma defini¢do semelhante a definicdo de Rosemberg,
porém com uma abordagem mais geométrica, destacando o papel das simetrias:

Definicdo 2 (Yang, 1968&)

Um modo normal de vibrag¢do é um movimento periodico de uma massa
unitaria cuja trajetoria no espago de configura¢do é um segmento de uma curva
simples (ndo auto-interceptante) passando pela origem desse espaco.

As trajetorias do sistema correspondente aos modos normais sdo chamadas
de linhas modais e sua representagdo analitica ¢ dada pela eq. (2-6). Em fungdo da
geometria das linhas modais no espago de configuragdo, Rosemberg subdividiu os
modos normais nao lineares em dois tipos de acordo com a seguinte definicao.

Definicdo 3 (Rosemberg 1962, 1966)

Caso as linhas modais correspondentes aos modos normais ndao lineares
sejam representadas geometricamente por retas no espaco de configura¢do, entdo
o modo é chamado similar. Por outro lado, no caso onde as linhas modais sdo

representadas por curvas no espaco de configuragcdo o modo é dito ndo similar.
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Assim as trajetorias dos modos similares no espaco de configuragdo sao
expressas por relagdes lineares na expressdo (2-6), enquanto que no caso dos
modos nao similares as trajetdrias sdo representadas por equacdes nao lineares.
Matematicamente a condicdo de existéncia de modos normais nao lineares

similares pode ser escrita como:
x,=c,x, i=L2..,mi#r;c, =1; (2-7)

onde x, ¢ o deslocamento de um dos graus de liberdade, x; ¢ o deslocamento dos
demais graus de liberade e ¢, sdo constantes de proporcionalidade.

Enquanto os modos similares podem ser encontrados em sistemas lineares e
nao lineares, os modos ndo similares sdo encontrados unicamente em sistemas nao
lineares. A existéncia de modos normais similares em sistemas nado lineares esta
intimamente ligada as propriedades de simetria do sistema fisico que se refletem
em propriedades de simetria na expressdo da energia potencial do sistema (Yang,
1968; Pai, 2011).

Pela sua propria natureza, a definicdo de Rosemberg apresenta duas grandes
limitagdes: ndo pode ser aplicada a sistemas ndo conservativos ¢ ndo pode ser
usada quando o problema apresenta o fendmeno de ressonancia interna. Essas
limitagdes decorrem do fato de que em ambos os casos a vibragao do sistema nao
¢ sincrona. Nesse contexto a definicdo de Shaw e Pierre (1991) a ser descrita na
proxima se¢do ¢ uma alternativa para a extensdo dos conceitos envolvendo os
modos normais nao lineares para sistemas com vibra¢ao ndo unissona.

2.3.2.
Definicao de Shaw e Pierre

O conceito desenvolvido por Shaw e Pierre (1991) ¢ baseado na teoria das
variedades invariantes e pode ser visto como uma generalizagdo da definicdo de
Rosemberg. Com base em argumentos geométricos, os modos normais nao
lineares sdao definidos como uma familia de movimentos que permanece durante
todo o tempo em um espago bidimensional formado por variedades invariantes no
espago de fase do sistema. De modo mais formal esses conceitos podem ser

CXPpressos como:

Definicdo 4 (Shaw e Pierre, 1994)

As variedades invariantes de um sistema dindmico sdo um subconjunto S do

espaco de fase. Assim, caso condigoes iniciais sejam dadas em S, todos os
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movimentos correspondentes as solucoes das equacoes que governam a dindmica
do sistema permanecem em S durante todo o tempo do movimento.

De acordo com a Defini¢do 4 as variedades invariantes de um modo normal
ndo linear correspondem a uma superficie no espago de fase do sistema. Essa
superficie ¢ tangente ao correspondente auto-espaco modal linear no ponto de
equilibrio (Jiang ef al., 2005b).

Uma das principais distingdes da abordagem de Shaw e Pierre em relacdo a
abordagem de Rosemberg ¢ o uso de um par de coordenadas, deslocamento e
velocidade, e nao somente o deslocamento para obtencao das equacdes modais,
também chamadas de equacdes de restricdo que parametrizam o sistema enquanto
esse vibra em um determinado modo normal ndo linear. O par deslocamento-
velocidade escolhido para descrigdo do movimento do modo ¢ chamado de par
mestre, enquanto os demais pares parametrizados pelo par mestre sao chamados
de pares escravos. O conceito de modos normais nao lineares com base nas
variedades invariantes pode ser expresso pela definigao:

Definicdo 5 (Shaw e Pierre, 1994: Shaw et al, 1999)

Um modo normal de um sistema ndo linear é um movimento que ocorre em
variedades invariantes bidimensionais no espac¢o de fase do sistema. Essas
variedades invariantes passam pela posi¢do de equilibrio estavel do sistema, e
nesse ponto, sdo tangentes ao autoespago bidimensional do correspondente
sistema linearizado em relagdo a posi¢do de equilibrio. Nas variedades
invariantes o sistema dindmico é governado por uma equa¢do de movimento
envolvendo um par de variaveis de estado, ou seja, o sistema se comporta como
um oscilador ndo linear de um unico grau de liberdade.

De acordo com a Definicdo 5, um modo normal ¢ um movimento que
satisfaz as seguintes condi¢des: a) atende as equagdes de movimento; b) ¢
tangente aos hiperplanos modais do sistema linearizado na posi¢do de equilibrio e
c¢) obedece as equagdes de restricao das variedades invariantes.

Assim a principal questdo dessa abordagem ¢ a determinagdo das equacdes
de restricdo que descrevem a geometria das variedades invariantes no espaco de
fase do sistema, sendo representadas por planos no caso de modos lineares e
modos ndo lineares similares e por superficies curvas no caso dos modos normais
ndo lineares nao similares. Uma vez obtidas as fungdes de restricdo de um

determinado modo, a dindmica do problema ¢ reduzida a analise de um oscilador
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modal ndo linear, pela substituicdo das equacdes de restricdo nas equagdes de
movimento do problema. Obtém-se assim um modelo de ordem reduzida do
sistema (Kerschen et al, 2009).

Em geral a definicdo baseada nas variedades invariantes ¢ mais geral, uma
vez que cobre uma faixa mais ampla de sistemas e respostas. Ela pode ainda ser
generalizada para o caso de multimodos quando um sistema com ressonancias
internas ¢ estudado (Apiwattanalunggarn, 2003).

A definicdo dos modos normais nao lineares baseada no conceito de
variedades invariantes recebeu formalismo e rigor matematicos por meio do
trabalho de Shih e coautores (2006) que utilizaram, para isso, o método das
formas normais.

2.3.3.
Multimodos

Com o intuito de se obter a generalizagdo do conceito de modos normais
ndo lineares baseados nas variedades invariantes para sistema com ressonancia
interna, Boivin e coautores (1994 e 1995; ver também Shaw et. al., 1999)
introduziram o conceito de variedades invariantes multimodais. No caso da
analise modal linear, um multimodo ¢ obtido pela superposicao de varios modos.
Contudo, na presenca de ressonancia interna, os modos ndo lineares podem
apresentar acoplamentos ndo removiveis que impedem a sua consideragdo
individual, sendo, portanto necessaria a obten¢cdo de um multimodo definido
como:

Definicdo 6 (Shaw et al, 1999)

Um movimento ndo linear representado por um multimodo com M modos é
uma resposta do sistema que ocorre num subespaco dado por variedades
invariantes de dimensdo 2M no espaco de fase do sistema. As variedades
invariantes passam pela configuragdo de equilibrio do sistema e neste ponto sdo
tangentes ao auto-espago de dimensdo 2M do sistema linearizado (representando
M modos lineares). Nesse subespaco o sistema é governado por M pares de
variaveis de estado, ou seja, comporta-se como um sistema de M graus de
liberdade.

A Definicdo 6 significa que o multimodo de dimensdo M ¢ obtido pela

escolha de M pares mestres deslocamento-velocidade na parametrizagdo do
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sistema. Desse modo o conceito de modos normais singulares dado pela Defini¢ao
5 pode ser visto como um caso particular da Defini¢ao 6, onde M ¢ igual a um.

24,
Métodos de derivagao dos modos normais nao lineares

Kerschen e coautores (2009) classificam os métodos para obtengdo dos
modos normais ndo lineares em duas categorias, em funcdo dos procedimentos
utilizados na sua derivagdo: técnicas analiticas e numéricas. Contudo, essa
classificagdo, em alguns casos, ndo contempla todas as metodologias envolvidas,
uma vez que ha métodos que combinam ambas as abordagens.

Rosemberg (1962) ndo somente foi o primeiro a propor uma defini¢cao
formal para modos normais nao lineares como também desenvolveu técnicas para
sua obtencdo no caso de sistemas conservativos discretos. A sua formulacao
analitica ¢ a base para as técnicas de energia desenvolvidas por Vakakis e
coautores (1992, 1994), bem como para as apresentadas em trabalhos mais
recentes (Kerschen et. al., 2008). Contudo, os métodos utilizados por Rosemberg
se limitam a problemas conservativos e a sistemas com ndo linearidade de grau
impar (Pesheck, 2000; Mazzilli e Baracho Neto, 2002).

Em conexdao com o reavivamento do interesse pelos modos normais nao
lineares na década de 1990, Shaw ¢ Pierre desenvolveram um método assintotico
para dedugdo das equagdes diferenciais que governam as variedades invariantes
do sistema. Pesheck (2000) resolve as mesmas equagdes diferenciais
numericamente. O método baseado nas variedades invariantes também pode ser
utilizado na determinacdo numérica dos modos normais nao lineares pela
utilizagdo da técnica baseada no procedimento de Galerkin (Pesheck et al, 2002a).
Os métodos baseados no conceito de variedades invariantes sdo passiveis de
serem aplicados a uma gama maior de problemas de relevincia pratica em
engenharia incluindo sistemas forcados, amortecidos e ndo conservativos
(Falzarano et al., 2001).

Andrianov (2008) apresenta uma revisdao detalhada dos métodos assintoticos
mais utilizados na constru¢ao de modos normais nao lineares.

Os métodos de perturbagdo também tém sido aplicados na obtengdo dos
modos normais ndo lineares (Vakakis 1992; Vakakis e Rand 1992; Nayfeh e

Nayfeh, 1993). Alguns exemplos incluem o método de Lindsted Poincaré
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(Warminski, 2010), o método das multiplas escalas (Nayfeh and Nayfeh, 1994a;
Mazzilli e Baracho Neto, 2002; Lacarbonara et al., 2003; Li et al., 2006, Wang,
2008), incluindo problemas com excitagdao paramétrica (Yabuno e Nayfeh, 2001).
O uso dos métodos de perturbagdo ¢ limitado a sistemas com poucos graus de
liberdade, uma vez que resultam em procedimentos trabalhosos para sistemas com
muitos graus de liberdade (Mazzilli et al., 2004).

Outro método analitico utilizado para determina¢do dos modos normais nao
lineares ¢ o método das formas normais (Vedenova et al., 1985; Touzé e Amabili,
2006; Shih, et al., 2006). O método também foi empregado na determinagdo dos
modos normais nao lineares utilizando-se uma formulagdo em variaveis
complexas (Jézéquel and Lamarque, 1991).

Os métodos puramente numéricos ndo t€m recebido tanta atencdo como os
procedimentos analiticos na determinagdo dos modos normais nao lineares
(Kerschen et al., 2009). Slater (1996) desenvolveu um método numérico para a
obtengdo de modos normais ndo lineares baseado em técnicas de obtengdo de
solugdes periddicas. O método determina primeiramente os modos lineares e
assumindo, entdo, que os modos ndo lineares existem na vizinhanga dos lineares
determinam-se 0os modos normais ndo lineares. Um procedimento semelhante ¢é
desenvolvido por Bellizi e Bouc (2005), porém os modos normais nao lineares sao
aproximados utilizando-se o método de Galerkin.

Burton (2007) apresenta um método numérico para obtencdo dos modos
normais nao lineares utilizando uma quantidade negativa de amortecimento para
que o modo linear, utilizado como condicdo inicial de integracdo do sistema de
equacdes de movimento, seja desestabilizado, e as oOrbitas obtidas descrevam as
variedades invariantes de interesse. O problema pode ser usado mesmo para
problemas com nao linearidades médias e fortes. Nao sendo aplicavel, contudo,
para os modos bifurcados ou essencialmente nao lineares.

M¢étodos baseados em anadlises de elementos finitos também podem ser
citados como exemplos de procedimentos numéricos para determinacao de modos
normais ndo lineares (Mazzilli ef al, 2001). De acordo com Apiwattanalunggarn
(2003), uma interface eficiente entre os métodos de discretizacdo por elementos
finitos ¢ métodos de constru¢do de modos normais ndo lineares utilizando a

defini¢ao baseada nas variedades invariantes abrem caminho para que sistemas
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com geometria mais complexa e com maior numero de graus de liberdade possam
ser analisados pelo método dos modos normais ndo lineares.

Peeters e coautores (2009) usam o método do chute e um método
semelhante a técnica de continuacdo do comprimento de arco. Entretanto, o
método nao pode ser usado para determinar modos essencialmente nao lineares ¢
demanda um esfor¢o computacional muito grande para modelos com muitos graus
de liberdade.

Recentemente Renson e coaoutores (2012) utilizaram o método dos
elementos finitos para resolver as equacdes diferenciais parciais que governam as
variedades invariantes de problemas conservativos e ndo conservativos. O método
pode ser utilizado para sistemas com muitos graus de liberdade e o dominio de
validade da solucdo ¢ definido a priori. Um método semelhante ¢ desenvolvido
por Blanc e coautores (2011), utilizando, porém uma discretizagdo em diferengas
finitas.

Modos normais ndo lineares analiticamente obtidos podem ser usados para
investigacdo de propriedades dinamicas de certas classes de estruturas
(Lacarbonara e Camillaci, 2004). Ao contrario de métodos numéricos, os métodos
analiticos levam a um melhor entendimento fisico das caracteristicas dos
problemas nao lineares (Mahmoodi ef al., 2003).

Metodos assintoticos, utilizando séries polinomiais, sao validos apenas
localmente (Nayfeh and Nayfeh, 1994a; Pesheck et al., 2002b). Por outro lado o
método baseado no procedimento de Galerkin € preciso sobre um dominio mais
amplo (Jiang et al., 2004). E um método com carater numérico valido para valores
maiores de amplitudes, mas a sua aplicagdo em multimodos ¢ extremamente
dispendiosa do ponto de vista computacional, mesmo para sistemas com poucos
graus de liberdade (Apiwattanalunggarn, 2003).

A seguir dois métodos, um analitico e outro numérico sdo discutidos em
detalhes.

241.
Métodos assintéticos

Descrevem-se aqui, em termos das variedades invariantes, os passos basicos
da abordagem assintotica para obtencdo dos modos nao lineares. O primeiro passo

¢ reescrever as equacdes (2-2) que governam a dinamica do sistema como
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equacdes de Cauchy de primeira ordem (Falzarano et al., 2001), também
chamadas de equagdes no formato do espago de fase do sistema (Peeters et al.,

2008):
= Yn 3= S X, Y y,) s 1 =120 (2-8)

onde x; sdo as coordenadas generalizadas (deslocamentos e rotacdes) e y; sdo as
correspondentes velocidades e f; sdo as for¢as (por unidade de massa)
restauradoras ndo lineares.

A seguir, assume-se que existe pelo menos uma configuragdo de movimento
na qual os deslocamentos e velocidades sdo parametrizados por um Unico par
deslocamento-velocidade, por meio de equacdes de restri¢ao. Esse par, geralmente
pode ser arbitrariamente escolhido (Agnes e Inman, 2001), desde que ndo seja um
ponto nodal, e ¢ denominado par mestre. Como exemplo, escolhem-se o
deslocamento e velocidade do primeiro grau de liberdade do sistema como par

mestre, que recebem a seguinte designagao:
U=X,V=D (2-9)

O par de varidveis u e v descreve completamente as variedades invariantes
para o movimento do modo normal escolhido, referente ao primeiro grau de
liberdade. Pierre e coautores (2006) descrevem o par mestre como “as sementes”
das variedades invariantes. Assim, caso, durante um movimento no espago de
fase, a trajetoria da solugdo seja restrita a uma superficie bidimensional, entdo ¢
possivel expressar cada uma das coordenadas generalizadas como funcdo de um
par delas, a0 menos na vizinhanga do ponto de equilibrio.

Os pares dos demais graus de liberdade, chamados pares escravos, sio

restritos em funcdo de u e v de acordo com as seguintes equagoes:
x, =P u,v), v, =0,u,v)>i=12,.,n (2-10)

onde P; e Q; sdo as fungdes de restricdo das variedades invariantes, ou ainda
equacdes modais, e P;(u,v)=u e Q;(u,v)=v.

Cada uma das equagdes (2-10) representa uma superficie de restricdo no
espago bi-dimensional formado por u# e v e descrevem, assim, o subespago das
variedades invariantes para os modos ndo lineares. As equagdes de restrigdo
capturam as relagdes entre coordenadas dos pares mestres e escravos. Um

movimento que satisfaca essas equacdes ¢ um movimento que, se iniciado no
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subespaco formado pelas variedades invariantes descritas pelas relagdes de
restricdo, nele permanence, pela propriedade de invariancia, durante todo o tempo
do movimento. Portanto, de acordo com a Defini¢ao 5, qualquer movimento que
satisfaca as equagdes de movimento do sistema dadas pela eq. (2-8), a condigao de
tangéncia aos modos normais lineares e as equagdes de restri¢do (2-10) ¢ definido
como um modo normal ndo linear (Shaw e Pierre, 1991).

A superficie das variedades invariantes pode ser obtida resolvendo-se as
equacdes de movimento junto com as fungdes de restri¢do. Para isso, a ocorréncia
explicita da variavel temporal ¢ eliminada, resultando num problema
independente do tempo, cujas equagdes descrevem a geometria das variedades
invariantes (Shaw e Pierre, 1993). Desse modo, a abordagem das variedades
invariantes € essencialmente geométrica (Shaw e Pierre, 1991). Por considerar a
velocidade como uma coordenada no par mestre a trajetdria modal deixa de ser
uma curva e passa a ser uma superficie (Falzarano et al., 2001).

Assim, a principal caracteristica do método ¢ a eliminagdo da varidvel
temporal, sendo que ao mesmo tempo a velocidade ¢ considerada como uma
variavel na determinacdo da geometria dos modos ndo lineares, o que permite a
extensao da técnica para sistemas dissipativos, pois a adi¢do da velocidade, como
uma coordenada para obtengdo das variedades invariantes de um dado modo,
deixa o sistema invariante com o tempo, mesmo no caso da presenca de
amortecimento e de outros termos dissipativos. Em outras palavras, o sistema
toma a forma de um sistema autonomo (Pesheck, 2000) e a linha modal, de acordo
com Slater ¢ Inmam (1995), se torna dependente do deslocamento e da velocidade
mestres.

Por considerar a velocidade como uma variavel na obtencdo das variedades
invariantes, a metodologia baseada nas variedades invariantes ndo s6 permite a
inclusdo do amortecimento na vibra¢ao ndo linear, como também mostra que a
velocidade tem termos importantes na geometria do supbespaco das variedades
invariantes para sistemas ndo amortecidos (Shaw e Pierre, 1993).

Para eliminacao da variavel temporal, obtém-se primeiramente as derivadas
temporais das fungdes de restrigdo (2-10)

i, :an(”’V)man(”’V)v',—>i=1,2,...,n; 2-11)

! ou ov
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= an(”’V)man(”’V)v',aizl,z,...,n (2-12)
ou ov

Essas equagdes relacionam as taxas de variagdo de todas as varidveis de
estado em relagdo a u e v por meio das equagdes de restricdo. A seguir,
substituem-se as equacdes (2-11) e (2-12) nas equagdes de movimento (2-8).
Utilizando-se ainda as equacdes de restri¢ao dadas por (2-10), obtém-se o seguinte
sistema de 2n-2 equagoes diferenciais parciais nao lineares:

oP,(u,v)

Ql-(“a")=a—u"
) b ) 000 ) O
—>i=23,..,n;
0P P Q. 0, ) = 2Oy
O o p ) Pk Osfe) 0, ) Y

—>i=23,..,n

As fungdes P; e Q; representam o subespacgo das variedades invariantes para
o sistema nao linear dado pelas equacdes de movimento do sistema e sao por meio
delas que as equagodes diferencias parciais das variedades invariantes, equagoes
(2-13) e (2-14), governam a dindmica ndo linear do problema
(Apiwattanalunggarn, 2003). Desse modo, cada equacdo diferencial parcial do
sistema formado pelas expressoes (2-13) e (2-14) tem como incdgnita as equagdes
modais. Uma determinada solu¢do do sistema de equacdes diferenciais parciais
representa geometricamente uma das variedades invariantes.

As equagdes diferenciais parciais que governam as variedades invariantes
ndo possuem, em geral, solucdo de forma fechada, salvo na presenga de certas
condigdes de simetria, onde tipicamente o subespaco formado pelas variedades
invariantes ¢ plano. Esse ¢ o caso da existéncia de um modo normal similar, sendo
que as fungdes de restrigdo podem ser determinadas numericamente ou ainda
analiticamente, utilizando-se séries de poténcia.

Pesheck (2000) apresenta uma formulacdo alternativa, onde as equagdes de

movimento s3o mantidas como equacdes diferenciais de segunda ordem, e
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somente uma equagao de restri¢do ¢ utilizada, a de deslocamentos, para descri¢ao
das variedades invariantes.

Uma vez que as fungdes de restricdo do problema tenham sido
determinadas, os modos normais nao lineares do sistema, podem ser obtidos pela
substitui¢do das fungdes de restricdo nas equagdes de movimento, resultando nas
seguintes equagdes modais de um unico grau de liberdade, também chamado de

oscilador modal:
u=v, v= fl(u,Pz(u,v),...,Pn(u,v);v,Qz(u,v),...,Qn (u,v)) (2-15)

As equagdes (2-15) significam que a dindmica de um determinado modo
normal ndo linear é obtida pela substituicdo das equacdes de restricdo nas
equacdes de movimento do sistema, incluindo-se assim os efeitos dos modos nao
simulados, referentes aos pares escravos, no modo normal simulado, referente ao
par mestre (Pesheck, 2000).

Como na maior parte dos casos nao existe um modo simples de expressar a
resposta ndo linear de um sistema como uma funcdo algébrica de forma fechada
(Siller 2004), faz-se uso de aproximagdes assintoticas. Por exemplo, pode-se
utilizar séries de Taylor em funcdo das varidveis u e v em torno da configuragdo
de equilibrio do sistema. As aproximagdes em termos de séries de poténcia para as
solugdes das equacdes (2-13) e (2-14) sdo intrinsicamente locais, e resultam em
aproximacoes para a dinamica ndo linear do problema proximas a posi¢cao de
equilibrio. Contudo, elas t€ém a vantagem de serem analiticas e serem extensiveis a
sistemas de qualquer ordem (Shaw e Pierre, 1993). As fungdes de restricao

escritas como séries de poténcia sdo iguais a:

P(u,v)= au+a,v+au’ +a,uv+ agv’ + agu’
(2-16)

2 2 3 .
+a,uv+aguv- +a,,v +-- —>i=1L2,..,n

O,(u,v)= b, +b,v+byu’ +b,uv+b,v: +b u’
(2-17)
+b,uv+bguv’ +by v+ —>i=12,..n

Os coeficientes nas expansoes (a;; € b;;) representam a influéncia do iésimo
modo linear nas variedades invariantes do modo simulado j (modo mestre). Em
outras palavras, eles definem as relagdes entre as coordenadas escravas e mestras.

Estes coeficientes dependem das relagdes entre os pares mestres € 0s escravos.
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Para sistemas com muitos graus de liberdade, podem se reescrever as equagoes

(2-16) e (2-17) de forma matricial como:
X
N
X,
{W}: Yo = ([mo]"' [ml(u9 V)]+ [mz(”=v)] ! e (2-18)

v

X

n

Y

As matrizes my, m; e m; sdo matrizes retangulares de ordem 2nx2, sendo m,
a matriz dos coeficientes lineares, m; e m, representam as matrizes dos
coeficientes dos termos quadraticos e ctibicos respectivamente. A fatorizagdo dos
coeficientes de u ¢ v em fungdo dos termos lineares ndo ¢é Unica, mas ¢
conveniente em alguns procedimentos de calculo. Além disso, qualquer que seja a
disposi¢do da fatorizagdo escolhida dentre as possiveis alternativas, os resultados
sdo idénticos.

Os termos ndo lineares na eq. (2-18) descrevem a curvatura do subespaco
modal correspondente as variedades invariantes. De acordo com Rosemberg
(1966), podem ser interpretados como uma correcdo dos modos lineares no caso
de sistemas ndo lineares. Outra interpretagdo possivel ¢ a de Boivin e coautores
(1994), para quem os coeficientes das funcdes de restricdo representam as
corre¢des nao lineares (de varias ordens) no modo normal ndo linear simulado
devido aos modos normais lineares ndo simulados. Esses termos capturam os
efeitos provenientes das forcas ndo lineares f; e resultam na dependéncia entre a
frequéncia e a amplitude do movimento dos modos normais ndo lineares (Shaw e
Pierre, 1991). Desse modo, o subespago das variedades invariantes corresponde a
uma manifestacdo geométrica de um movimento em um modo normal ndo linear
(Georgious e Scharwtz, 1999), o que confirma a esséncia geométrica do método.

Substituindo-se a eq. (2-18) nas equagdes diferenciais das variedades
invariantes, (2-13) e (2-14), o problema reduz-se a um sistema de equagdes
algébricas ndo lineares em termos dos coeficientes a;; € b;;. O niimero de equagoes,
Ny, do sistema depende da ordem N utilizada nas aproximagdes representadas
pelas eq. (2-16) e (2-17), e pode ser calculado, com base no triangulo de Pascal,

pela seguinte expressao:
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N, =2 ﬁ:(N—i+2) (2-19)

i=1

O sistema de equacdes resultante pode ser resolvido sequencialmente, de
acordo com a ordem da ndo linearidade das equagdes, como nos métodos de
perturbagdo. As equacdes lineares (coeficientes de u e v) sdo quadraticas em
funcdo dos coeficientes ay;, by;, as e by. A solugdo do sistema é semelhante a um
problema de autovalor, e, portanto, métodos da dlgebra linear podem ser aplicados
(Mazzilli et al., 2001; 2004). Caso o sistema ndo apresente ressonancias internas,
o problema terd n solu¢des no conjunto de nimeros reais, uma para cada modo
normal linear (Falzarano et al., 2001). Como a solu¢do dos coeficientes nao
lineares ¢ obtida sucessivamente utilizando-se os coeficientes lineares e os nao
lineares de ordem mais baixa, o resultado sera a obtencao de » modos normais nao
lineares, todos podendo ser considerados como uma continuagdo nao linear dos
modos lineares. Essas caracteristicas tornam possivel o uso de esquemas
computacionais em programas de linguagem simbolica para obtencdo dos modos
normais ndo lineares de forma analitica para sistemas com vdrios graus de
liberdade.

A obten¢do dos coeficientes das aproximacdes das superficies modais
permite que as fungdes de restri¢do possam ser substituidas na eq. (2-16), o que
resulta em 7 osciladores modais desacoplados do sistema nao linear.

Os passos para obtengdo das variedades invariantes sdo resumidos por
Kerschen e coautores (2009) como:

1- Escolha das coordenadas mestras, u € v;

2- Expressar as coordenadas escravas em fung¢do das fun¢des de restrigao,

P(u,v) e Q(u,v);

3- Usar a técnica das variedades invariantes para eliminar a dependéncia

explicita do tempo das equagdes de movimento;

4- Utilizar aproximagdes locais para as fungdes de restri¢ao;

5- Substituir as aproximagdes das fung¢des de restricdo nas equagdes

diferenciais parciais que governam as variedades invariantes;

6- Resolver o sistema de equagdes algébricas resultante;

7- Substituir as coordenadas escravas na equacdo de movimento pelas

expansdes polinomiais;

Esses passos encontram-se dispostos de maneira esquematica na Figura 2-1.
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Shaw e Pierre (1993) também apresentam uma transformacdo entre as
coordenadas fisicas {w} e as coodenadas modais {u}, para que a dinamica do
sistema possa ser recuperada no espaco fisico do problema. Isso ¢ feito
primeiramente pela juncdo de todas as matrizes m; da eq. (2-18), para cada uma
das fungdes de restricdo para os n modos obtidos com o método assintotico em
uma matriz M de dimensdo 2nx2n. De modo similar o vetor das coordenadas
modais, {u} ¢ obtido pela reunido de todos os pares (u;, v;) para i=1,2,.n. A
transformagao completa entre as coordenas fisicas e modais pode ser escrita

COmo.:

twh =M (e} = (M1 ]+ [0, ()] + [0, (e e+ (2-20)

A inversa da transformagdo pode ser obtida com uma aproximacao até os

termos de ordem quadratica, pela seguinte expressao:

fud = (- D1, T v, vt T oo vt 1 o+ (2-21)
onde / ¢ a matriz identidade.

Uma particularidade da expansdo modal ¢ que singularidades nos
coeficientes das fung¢des de restricdo sd3o uma indicagdo da presenca de
ressonancias internas entre os modos escravos ¢ mestres. Desse fato decorre que a
propriedade de invariancia ¢ violada nesses casos, sendo, portanto, necessaria uma
analise multimodal, onde os modos ressonantes sejam inclusos como simulados
na determinagdo das variedades invariantes, de forma a capturar as ressonancias
internas e permitir a troca de energia entre os modos inclusos no problema
(Apiwattanalunggarn, 2003). A metodologia para obten¢do dos multimodos ¢
apresentada na proxima se¢do. Essa propriedade permite que as ressonancias
internas ndo precisem ser conhecidas a priori para os sistemas analisados, uma

vez que sao identificadas pela propria aplicacao da técnica.
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Coordenadas Coordenadas
Mestras Escravas
xi=Pj(u,v) and

Técnica das

Aproximacao Variedades Invariantes

Polinomial

Coeficientes Eq. Dif. em
Polinomiais termos de

para Pifu,v) e _ Pi(u,v) e

Oscilador modal do

movimento no modo »

Figura 2-1 Fluxograma do método assintético.

2.4.2.
Multimodo

Os multimodos sdo um resultado da busca pela manuten¢do da propriedade
de invariancia face a presenca de ressonancias internas (Mazzilli et al., 2004),
sendo que a analise multimodal ¢, em geral, utilizada para remog¢ao do problema
de contaminagao entre os modos nao simulados e simulados (Boivin ef al., 1994).

A constru¢ao das variedades invariantes multimodais ¢ obtida pela escolha
dos M,, modos de interesse, modos simulados ou modos mestres, que sao reunidos
em um subconjunto S, Os pares mestres relativos a esses modos sdo expressos
por vetores {uy! e {vy}. De modo que o subespaco das variedades invariantes
associado ao multimodo possui dimensdo 2M,, dentro do espaco 2n do sistema
com n graus de liberdade.

O procedimento para obtencdo das variedades invariantes ¢ semelhante ao
apresentado na se¢do 2.4.1, sendo que agora a parametrizagdo das variedades

invariantes ¢ feita pelo uso de M,, pares de deslocamento e velocidade:
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X, =u,y =v,Vies§, (2-22)

Adicionalmente, as varidveis escravas sdo parametrizadas pelas seguintes

fungdes de restrigdo:

X = B({”M }= {VM })a yi=0, ({”M }= {VM }) VigsSy, (2-23)

Como no caso dos modos individuais, pela substitui¢do das equacdes (2-22)

e (2-23) na equacdo de movimento do sistema, e utilizando-se a regra da cadeia

para determinacdo das varidveis, obtém-se as seguintes equagdes diferenciais
parciais que governam as variedades invariantes:

0= —* o+ iy, (2-24)

k
keS,, 8uk avk

=y fk (2-25)

keS,, auk

Utilizam-se expansdes em séries de Taylor em termos das coordenadas
mestras. O nimero de coeficientes nas expansdes cresce de modo consideravel,
em fun¢do do nimero de modos inclusos. Como o multimodo se reduz a um modo
normal singular quando somente um modo ¢ incluso na analise, uma alternativa ¢
obter as variedades invariantes individualmente e utilizar os coeficientes de suas
fungdes de restrigdo para obtengdo dos multimodos, reduzindo-se assim o esfor¢o
computacional para a solu¢ao do sistema (Boivin et al., 1994).

De acordo com Boivin e coautores (1994), os modos nao simulados podem
ser vistos de duas maneiras: como um conjunto, como outro multimodo, ou ainda
separadamente como modos normais individuais. Desse modo os modos normais
ou variedades invariantes individuais podem ser considerados como um caso
particular dos multimodos. Ha dois casos extremos: o primeiro onde todos os
modos sdo simulados, de forma que o sistema completo ¢ analisado e representa o
maior multimodo possivel para o problema, ¢ o segundo em que somente um
modo ¢ simulado, obtendo-se um sistema com um grau de liberdade (Boivin et al,
1995).

Como na andlise modal singular, a andlise multimodal representa uma
solugdo local e sua precisdo depende tanto da amplitude do movimento quanto da
proximidade de ressonancias internas entre os modos simulados e ndo simulados

(Pesheck et. al., 2001).
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2.43.
Método baseado no procedimento de Galerkin

Uma das diferengas basicas entre os métodos assintéticos e o baseado no
procedimento de Galerkin é o uso de coordenadas polares na determinagdo
geométrica das variedades invariantes. As equacdes diferenciais das variedades
invariantes sao solucionadas de modo aproximado, utilizando-se uma
discretizagdo por meio de uma projecdo de Galerkin sobre um dominio de
amplitude e angulo fase previamente escolhidos (Pesheck ef al., 2002a).

A transformacgdo para o sistema de coordenadas polares pode ser definida

em funcdo da dependéncia do tempo por parte da amplitude a e pelo angulo fase
@

u=acosg, v=-awsenp (2-26)

onde w ¢ a frequéncia natural correspondente ao sistema linearizado e referente ao
modo mestre.

As equagdes de restricao sdo escritas em termos do par mestre, formado por
ae ¢
x, = Ba(t).¢(0)), v, = 0,(alt) () > i =12...n (2-27)

A aproximacgao das equacdes de restricdo ¢ dada pelo método de Galerkin,

utilizando-se uma série dupla em termos das amplitudes e angulos de fase modais:

n, Mg

Plalt).g@))=>> "1, (alt) ¢(t) > i=12,..n (2-28)

I= m=1

0, 4() =33 DU, , (ale) 41)) > i = 12,00 (2-29)

I= m=1

onde C/"e D!"sdo coeficientes das expansdes a serem determinados e 7, e

I,m

U

, »sdo as fungdes de forma do método de Galerkin, tipicamente compostas por
harmoénicos de fungdes em termos de a e ¢, definidas em geral em um dominio

acl0,a,],¢ €[0,27] pré-escohido. Os parametros n, e ns denotam o niimero de

funcdes nas expansdes utilizadas para a e ¢, respectivamente.
A substitui¢do das equagdes (2-28) e (2-29) nas equagdes que governam as
variedades invariantes resulta em equacdes em termos das coordenadas modais

que podem ser resolvidas por integracdo numérica. A vantagem desse método
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sobre 0 método assintdtico € que o dominio de convergéncia ¢ conhecido a priori
e, portanto, a técnica pode ser utilizada para uma aproximagdo em um domino
maior de amplitudes de movimento. Porém, como a solucdo ¢ obtida
numericamente, perdem-se as vantagens do uso de solucdes analiticas,
principalmente para analises paramétricas.

Jiang (2004) generaliza a técnica baseada no método da projecao de
Galerkin para analise multimodal, enquanto Apiwattanalunggarn (2003)
desenvolve um método parecido com este método baseado no procedimento de
Galerkin, utilizando, porém, a velocidade ¢ o deslocamento como parametros
modais e ndo a amplitude e o angulo fase.

2.5.
Propriedades fundamentais

De acordo com Kerschen e coautores (2006) os modos normais nao lineares
se constituem numa abordagem com suficiente rigor tedrico para extensdo da
analise modal linear para problemas dindmicos nao lineares. Assim uma analise
adequada de suas propriedades fundamentais se faz necessdria para o
entendimento da aplicabilidade dessa extensao.

A analise modal ndo linear tem se desenvolvido como uma adaptacdo da
analise modal linear para sistemas dinamicos nao lineares (Pierre et al., 2006).
Entretanto, algumas das propriedades da analise modal linear ndo se aplicam aos
problemas ndo lineares. Assim, ¢ evidente que uma completa analogia entre as
analises linear ¢ ndo linear nao pode ser obtida, fundamentalmente porque o
principio da superposicdo dos efeitos ndao se verifica no caso nao linear.
Entretanto, de acordo com Boivin e coautores (1995), muitos dos principios e
abordagens relevantes podem ser generalizados do caso linear para o ndo linear.
Assim sendo o objetivo dessa se¢do ¢ identificar as semelhancas entre as andlises
modais linear e nao linear bem como as particularidades de ambas as analises.

O acoplamento dinamico entre modos normais ndo lineares diferentes faz
com que a resposta multipla de varios modos ndo possa ser obtida pela
superposi¢do individual dos modos, ou seja, eles ndo formam uma base para gerar
a resposta completa do sistema, como no caso da analise modal linear (Pesheck,

2000; Kerschen et al., 2008).
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A inaplicabilidade da superposi¢ao dos modos € um dos maiores limitantes
da analise modal ndo linear (Kerschen et al., 2008), ja que ela impossibilita a
decomposi¢cdo modal e a obtengdo de um movimento geral em fungdo dos modos
normais nos moldes da andlise modal linear (Rosemberg, 1960; Hsieh et al.,
1994).

Os modos normais ndo lineares podem ser acoplados ou desacoplados,
correspondendo no tltimo caso a um movimento modal puro (Boivin ef al., 1994),
enquanto que os modos normais lineares apresentam-se somente de forma
desacoplada (Li et al., 2006).

Além disso, os modos normais ndo lineares ndo apresentam as relagdes de
ortogonalidade como os modos lineares (Pesheck et al., 2002a; Kerschen et al.,
2008). Por essa razdo Siller (2004) considera que o termo normal deva ser usado
de modo restrito, embora o termo seja utilizado com frequéncia na literatura
especializada, tanto nos casos onde os modos sdo independentes um do outro
(Siller, 2004), quanto nos que significam movimentos principais (Miklhin e
Morgunov, 2001). Anand (1972) considera que o termo normal ndo pode ser
aplicado a um determinado modo de vibra¢do cuja relagdo entre dois graus de
liberdade quaisquer ndo seja constante (modos similares). Contudo o uso do termo
pode ser generalizado adotando-se a definigdo de Rosemberg (sistemas
conservativos) e a definicdo baseada nas variedades invariantes (sistemas
dissipativos). Ficam excluidos dessas definigcdes os modos que nao sao uma
continuagdo dos modos lineares, o que ocorre na presenca de outra propriedade
exclusiva da analise modal nao linear — a multiplicidade de modos.

A multiplicidade de modos ¢ uma propriedade unica dos sistemas nao
lineares que podem apresentar, ao contrario dos sistemas lineares, um numero de
modos que excede o nimero de graus de liberdade do sistema (Rosemberg, 1961;
Happawana et al., 1995; Miklhin e Morgunov, 2001). Isso acontece em
decorréncia dos fenomenos de ressonancia interna e bifurcagdo de modos (Nayfeh
et al., 1996; Falzarano et al., 2001; Li ef al., 2006). Assim, alguns modos nao
lineares podem ser considerados uma extensdo dos modos lineares (Jezequel e
Lamarque, 1991; Siller, 2004), mas outros nao o sdo, sendo chamados de modos
essencialmente ndo lineares, puramente nao lineares ou modos bifurcados. Nesse
caso uma linearizagao do sistema pode nao ser possivel ou ainda nao permitir que

as ressonancias internas sejam identificadas.
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A bifurca¢ao modal, propriedade nao encontrada em sistemas lineares, pode
ocorrer no caso ndo linear para determinados niveis de energia ou valores de
algum parametro de controle do sistema (Apiwattanalungarn, 2003). O fenomeno
da ressonancia interna, que também nao tem analogia no caso da dindmica linear
(Kerschen et al., 2008), surge quando uma relagdo expressa por nimeros inteiros
entre as frequéncias do sistema ¢ verificada para dois ou mais modos e ¢
responsavel pela quebra da propriedade de invariancia dos modos normais nao
lineares ¢ demanda uma analise multimodal da dindmica nao linear do problema
(Jiang et al., 2005b).

A invariancia dos modos normais lineares vem do fato de que esses modos
sdo ortogonais entre si, de forma que uma vibragdo iniciada num desses modos
permanece nele durante todo o tempo do movimento (Falzarano et al., 2001).
Desse modo, a invariancia ¢, de acordo com Ching (1993), um dos conceitos mais
uteis da analise dindmica estrutural. Porém, ao contrario dos modos normais
lineares, os modos normais nao lineares sdo apenas individualmente invariantes
(Pesheck 2000; Lacarbonara e Camillaci, 2004), podendo interagir entre si durante
movimentos causados por fendmenos mais complexos como ressonancias internas
(Pesheck, 2000) e também a chamada contamina¢do do movimento entre os
modos mestres e escravos advindos dos acoplamentos entre os modos (Boivin et
al., 1995).

Outro fendmeno possivel em sistemas ndo lineares e lineares ¢ a troca de
energia entre os modos, que pode ser reversivel entre os modos lineares e pode ser
irreversivel no caso dos modos ndo lineares (Kerschen et al., 2006). No caso
linear tem-se o chamado fenomeno de batimento (quando dois modos com
frequéncias naturais aproximadamente iguais trocam energia entre si de modo
reversivel). No caso da andlise ndo linear a troca pode ocorrer dos modos
excitados para os modos ndo excitados por causa da interagdo modal (Anderson et
al., 1994).

Outro fendmeno ligado a energia de vibracdo ¢ a localizagao espacial de um
modo, onde uma classe de modos normais nao lineares ¢ espacialmente localizada
e leva a um fendmeno de confinamento nao linear do modo (Pai, 2011).

A ressonancia interna ¢ diferente do acoplamento modal, mas ambos dao
origem aos mesmos fendmenos: a troca de energia e a formagdo de modos

acoplados. O fendmeno de ressonancia interna ¢ identificado por métodos de
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perturbacdo ou por singularidades nas expansdes modais das equagdes de
restricdo. Por outro lado, o acoplamento modal, ¢ baseado num mecanismo
relativamente simples: a perda de estabilidade de um modo normal (Pak, 2006).

Os multimodos ou hipermodos, no caso da analise modal linear, sao obtidos
por meio da combinacao linear da resposta individual dos modos de interesse
(Shaw et al., 1999), sendo que na analise modal ndo linear, por nao ser valido o
principio da superposi¢ao, os multimodos devem ser obtidos pela construgao das
variedades invariantes considerando todos os modos de interesse
(Apiwattanalungarn, 2003).

A analise baseada nas variedades invariantes ¢ bastante atrativa, pois de
modo semelhante a analise linear, ela resulta no desacoplamento das equagdes de
movimento por meio de uma projecdo do movimento (Pellicano e Mastroddi,
1997). Assim, em ambos os casos 0os modos normais constituem uma familia de
movimentos em que o sistema se comporta como um oscilador de um grau de
liberdade (Shaw e Pierre, 1994), de maneira que condigdes iniciais especiais sao
necessarias na analise linear e ndo linear para que se observe a vibragdo do
sistema nos modos normais (Pesheck, 2000).

No caso dos modos normais lineares, os parametros modais sdo constituidos
principalmente pela amplitude do movimento, frequéncia de vibragdo, vetor
modal e angulo fase (Bellizzi e Bouc, 2005 e 2007). No caso da analise modal ndo
linear baseada nas variedades invariantes, os principais parametros modais sdo a
geometria do subespaco das variedades invariantes e sdo definidos pelas funcdes
de restrigdo e relagdes frequéncia-amplitude de cada modo.

Os pardmetros modais no caso linear dependem unicamente das
caracteristicas intrinsecas ao sistema, enquanto no caso nao linear dependem
também das caracteristicas do proprio movimento, como a energia disponivel e a
amplitude de vibracdo. No caso linear, portanto, a obtengdo dos pardmetros
modais corresponde a solu¢ao de um problema de autovetor, o que ndo pode ser
reproduzido no caso ndo linear, uma vez que isso pressupde que a energia
potencial do sistema seja uma forma quadratica para a energia potencial, o que em
geral ndo existe para sistemas ndo lineares (Falzarano et al., 2001). Isso ocorre
porque, segundo Rosemberg (1966), a propria esséncia da ndo linearidade ¢ que a

energia ndo seja uma forma quadratica.
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As equagdes de restricdo modal no caso nao linear correspondem aos
autovetores do sistema nao linear, no sentido que relacionam as amplitudes
relativas do movimento. No caso linear, as frequéncias de vibragdo correspondem
aos autovalores do sistema, enquanto no caso nao linear a frequéncia ¢ dada por
uma curva que varia com a amplitude do movimento (Shih ez al., 2006).

Os parametros modais s3o constantes no caso da andlise linear, sendo
independentes do nivel de energia, o que em geral ndo ocorre no caso ndo linear
(Siller, 2004). Modos normais ndo lineares similares t€ém o seu formato
independente da energia do sistema e a frequéncia dependente. J& os modos nao
similares apresentam tanto a forma quanto a frequéncia de vibragdo dependentes
do nivel de energia de vibragdo do sistema (Rosemberg, 1966). Assim, os modos
normais lineares ¢ os modos nao lineares similares t€m a sua forma independente
da amplitude do movimento, enquanto para os modos nao similares a forma ¢
dependente da amplitude (Boivin et al., 1995; Jezequel e Lamarque, 1991).

Essa dependéncia das curvas de frequéncias modais do nivel de energia no
caso de sistemas continuos impede a exata separagao de varidveis para o tempo e
espaco nas equacdes de movimento que governam os problemas ndo lineares
(Kerschen et al., 2006 e 2008), sendo que nos problemas lineares essa separagao ¢
possivel.

As linhas modais dos sistemas lineares sdo retas, uma vez que suas
coordenadas seguem relagdes lineares durante as oscilagdes modais, enquanto no
caso dos modos normais nao lineares, em geral, as linhas modais sdo curvas. Na
presenga de certas condigcdes de simetria essas curvas se degenerem em retas
mesmo na presenca de ndo linearidades nas equagdes de movimento (Happawana
et al., 1995; Mikhlin e Morgunov, 2001; Kerschen et al., 2006). J& a geometria
das variedades invariantes é plana no caso de modos normais lineares e de modos
ndo lineares similares. J& os modos normais ndo similares tém sua geometria
caracterizada por superficies curvas, e para os modos que sdo uma continua¢ao
dos modos lineares, tangentes aos planos formados por esses modos (Pesheck,
2000).

A transformagdo entre as coordenadas modais e fisicas nos sistemas lineares
¢ dada por uma matriz linear independente da amplitude do movimento. Contudo,
no caso da mesma transformagdo para sistemas nao lineares, a matriz de

transformagao ¢ nao linear, onde seus coeficientes dependem da amplitude do
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movimento que ndo pode ser invertida utilizando as técnicas da algebra linear
(Shaw e Pierre, 1993; Slater e Inman, 1995).

Os modos normais nao lineares podem ser estaveis ou instaveis, enquanto os
modos lineares sao sempre neutramente estaveis (Vakakis, 1997). A estabilidade
de um modo normal ndo linear ndo depende somente dos parametros do sistema,
mas também do nivel de energia de oscilagdo do sistema (Vakakis, 1991). Assim,
um determinado modo pode, por ressonancia interna, perder sua estabilidade e se
acoplar a outro modo (Pak, 2006). As bifurcagdes também podem levar os modos
ndo lineares a perda de sua estabilidade, um conceito desconhecido na analise
linear (Kerschen et al., 2006).

A coexisténcia de multiplos modos normais nao lineares num dado dominio
de frequéncia pode levar a coexisténcia de multiplas solugdes de equilibrio
estatico, o que, por sua vez, ndo ocorre no caso linear, que possui uma unica
posicao de equilibrio que esta correlacionada a uma bacia de atracdo. A essa bacia
esta associado um movimento dependente exclusivamente das condig¢des iniciais
(Kerschen et al., 2006).

O diagrama de estabilidade de Mathieu tem sido utilizado em conjunto com
a analise modal ndo linear para o estudo da estabilidade da solug¢do para sistemas
discretos (Auld, 1961; Atkinson, 1961 e 1963; Month ¢ Rand 1977). O
procedimento mais adotado para estudo da estabilidade de um movimento
periddico em um sistema nao linear envolve uma perturbacdo da solugdo do
sistema linearizado, ao qual se aplica entdo a teoria de Floquet e a estabilidade do
sistema reduzido ¢ obtida pela equacdo de Mathieu (Vito, 1972a; Month ¢ Rand,
1980; Kerschen et al., 2009).

Outro método bastante utilizado para o estudo da estabilidade dos modos
normais nao lineares sdo as se¢oes de Poincaré (Month ¢ Rand, 1980; Vakakis,
1991). O método utilizando a se¢do de Poincaré ¢ correspondente ao uso da teoria
de Floquet, uma vez que, caso os multiplicadores caracteristicos do sistema sejam
complexos conjugados, o modo ¢ estdvel e aparece como um centro na secdo de
Poincaré. Por outro lado, se forem reais e distintos, o0 modo € instavel e se

apresenta como um ponto de sela na se¢do de Poincaré (Pak, 20006).
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2.6.
Aplicacoes

Desde o inicio do seu desenvolvimento (Rosemberg, 1966) a analise modal
ndo linear tem sido utilizada como um meio para obtengdo de um entendimento
detalhado da dindmica de sistemas nao lineares. Isso se deve ao fato de poderem
ser obtidos de maneira analitica, de serem uteis na reducdo modal, na analise de
fenomenos dinamicos complexos, no estudo da ressonancia, acoplamentos
modais, troca de energia entre modos e localizagdo ndo linear espacial do
movimento (Andrianov, 2008, Kerschen et al, 2006). Além disso, os modos
normais capturam os efeitos de imperfei¢cdes, como quebras de simetria, que se
traduzem no desaparecimento de modos bifurcados (Bellizi e Bouc, 2005). Os
modos essencialmente ndo lineares sdo também uteis no desenvolvimento de
métodos para identificagdo de sistemas nao lineares (Kerschen et al., 2006).

Diante dessas propriedades, verifica-se que os modos normais nao lineares
sdo uma ferramenta eficiente para a solucdo de problemas de engenharia
(Avramov, 2008), em especial de problemas estruturais, uma vez que tém uma
certa relacdo com a analise modal linear, familiar aos engenheiros estruturais
(Kerschen et al., 2006).

A seguir sdo abordadas em detalhe as principais aplicacdes da anélise modal
utilizadas na dinamica estrutural: a redu¢do modal ¢ o estudo do comportamento
de sistemas em vibra¢dao amortecida e forgada.

2.6.1.
Reducao modal

Uma andlise completa de sistemas estruturais ¢ em geral impraticavel,
mesmo no caso de sistemas lineares onde a analise modal ¢ utilizada para eliminar
essa dificuldade, numa analise preliminar global da dindmica estrutural (Pesheck,
2000). De modo semelhante, a procura por uma redu¢do de ordem precisa e
eficiente tem motivado a busca por uma correspondente analise modal nao linear.

Modelos precisos de grandes estruturas e também de componentes
estruturais em vibrag@o nao linear requerem um alto nimero de graus de liberdade
na discretizagdo por elementos finitos. Em geral isso decorre do acoplamento
modal que leva a uma lenta convergéncia modal. A simulagdo numérica desses

modelos, mesmo por esquemas de elementos finitos, consome grande quantidade
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de tempo, resultando em estudos paramétricos lentos e ciclos de projeto
demorados (Apiwattananlunggarn, 2003).

Em geral a resposta vibratéria de sistemas mecanicos ¢ tipicamente
dominada por um numero relativamente baixo de modos ativos de vibracao
(Pesheck, 2000), pois, de acordo com Siller (2004), os efeitos ndo lineares, em
geral, estdo confinados a um niimero pequeno de modos e coordenadas, enquanto
o resto se comporta de maneira muito semelhante ao sistema linear. Além disso,
tipicamente, se esta interessado, na dinamica dos modos que exibem maior
amplitude de movimento, ou que estdo localizados num certo dominio de
frequéncia, e ndo em todos os modos (Apiwattananlunggarn et al., 2003).

Um dos requisitos basicos para os modelos reduzidos utilizados no estudo
de sistemas vibratorios ¢ que eles devem ser suficientemente grandes para que
efeitos ndo lineares ndo sejam desprezados com o truncamento dos graus de
liberdade e respectivos modos, mas pequenos o suficiente para que nao deixem de
resultar em uma analise simplificada (Pesheck, 2000).

Desde os primeiros trabalhos sobre os modos normais ndo lineares
(Rosemberg e Atkinson, 1959) a andlise modal ndo linear tem sido identificada
como uma ferramenta potencial a obten¢do de modelos de ordem reduzida. Na
verdade, a propria esséncia da idéia das variedades invariantes é extremamente
pertinente a reducdo modal, uma vez que as variedades invariantes sao um
subconjunto do espaco de fase no qual o sistema se comporta como um sistema de
dimensdo reduzida. (Pesheck, 2000). Além disso, a propriedade de invaridncia
permite que a contaminagdo de modos ndo simulados seja evitada enquanto
somente os modos de interesse direto sdo analisados (Pesheck et al. 2002b).
Podemos considerar o modo nao linear como uma redugao modal que considera a
contribui¢cdo de todos os modos lineares no modo ndo linear simulado (Pesheck,
2000; Apiwattananlunggarn et al., 2003).

Assim, na redu¢do modal com modos nao lineares, somente poucos modos
precisam ser mantidos para que se obtenha um requerido grau de precisdo. Isso
acontece porque os modos normais nao lineares de baixa ordem capturam muito
da contribui¢do dos modos lineares de alta ordem, por meio das equagdes parciais
acopladas das variedades invariantes que descrevem o movimento desses modos

(Boivin et al., 1994). Assim de acordo com Ma e coautores (2000) os modelos
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reduzidos obtidos com os modos normais ndo lineares sdo em geral precisos e nao
requerem tempos longos de computagao.

2.6.2.
Vibragao amortecida

A andlise modal ndo linear permite o uso de diversos modelos de
amortecimento ndo linear. Yabuno e Nayfeh (2001) se valeram dessa vantagem
para o estudo de vibragdo de vigas em balanco utilizando amortecimento ndo
linear.

O método baseado nas variedades invariantes ¢ mais facilmente estendido
para o caso de sistemas amortecidos, menores que 25% (Falzarano ef al., 2001),
podendo ser utilizado para determinagao dos modos nao lineares amortecidos,
aqueles onde o amortecimento ¢ considerado na obtencdo da geometria das
variedades invariantes.

Contudo, de acordo com Boivin e coautores (1996), no caso de analises
considerando amortecimento pequeno e proporcional, os modos obtidos para
vibragdo ndo amortecida podem ser utilizados na analise amortecida sem perda de
precisdo (Boivin ef al., 1996). Nesses casos a dinamica do sistema amortecido se
aproxima muito da resposta dindmica do sistema nao amortecido (Kerschen et al.,
2008). Isso resulta em um ganho em fun¢do da reducdo dos custos computacionais
na obtencdo das equagdes de restricdo, ja que, para o caso amortecido,
principalmente em analise multimodal, um processamento grande ¢ necessario
mesmo para sistemas com poucos graus de liberdade (Jiang et a/, 2005a; 2005b).

No exemplo pratico das estruturas offshore estudadas por Falzarano e
coautores (2001), somente para valores relativamente altos de amortecimento, em
torno de 25 a 75 % do valor critico, € necessario o uso dos modos amortecidos.

Essas consideragdes sao utilizadas neste trabalho, uma vez que as
porcentagens de amortecimento proporcional utilizadas nos exemplos dos

capitulos subsequentes sdo pequenas.

2.6.3.
Vibragao forgada

O estudo da vibracdo for¢ada ¢ importante nas analises de fadiga e da

resposta de sistemas estruturais sob forcas externas, principalmente no caso de
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estruturas offshore que estao suscetiveis a excitagdao proveniente de vento, ondas e
correntes maritimas.

Outra importancia do estudo da vibragdo forcada é que a ressonancia
externa ocorre na vizinhan¢a dos modos normais tanto no caso da analise linear
quanto ndo linear (Rosemberg, 1966; Vakakis, 1996; 1997; Falzarano et al.,
2001). Isso acontece porque na vizinhanca da ressonancia externa o sistema vibra
essencialmente nos seus modos - lineares ou nao (Rosemberg, 1960).

Quando a vibragdo ¢ for¢ada, as variedades invariantes tornam-se
dependentes do tempo em relacdo ao subespago descrito por elas no sistema
correspondente ndo forcado. Entretanto, a determinagdo das variedades
invariantes dependentes do tempo pode se tornar uma tarefa extremamente
custosa do ponto de vista computacional. Varios autores estudaram os efeitos da
ndo consideragao da variagdo temporal dos modos normais ndo lineares na
presenga de vibragdes forcadas (Boivin et al., 1996; Pierre et al., 2006;
Warminski, 2010).

No caso da analise modal linear a forca externa ¢ ignorada na obtencdo do
modelo reduzido e a forca € projetada nos modos retidos na analise. Nesse caso os
outros modos estdo também sob acdo da forga externa e, portanto também ativos,
mas sdo simplesmente ignorados. Similarmente, na analise modal ndo linear, a
analise de vibracao forcada pode ser obtida pela adicdo dos termos de forca
externa nas equacgdes de movimento do modelo j4 reduzido para os modos de
interesse, desprezando-se a ativacdo de outros modos. (Shaw e Pierre, 1999;
Pesheck, 2000).

De acordo com Boivin e coautores (1996) em todos os graus de
aproximacao, a variacdo com o tempo dos modos normais nao lineares (modos
forcados) pode ser desconsiderada caso a amplitude da for¢a externa seja pequena
quando comparada a amplitude da resposta estrutural. Em geral esse requisito ¢
atendido quando a analise se da na vizinhanca da ressonancia externa dos modos
mestres. Nesses casos os modos independentes do tempo provéem uma boa
aproximacao para as variedades invariantes forgadas, ainda que essas tenham a
propriedade de invariancia claramente violada.

Quando se necessita construir as variedades invariantes forcadas para o
movimento de um determinado modo de interesse, podem-se obter os modos

normais nao lineares dependentes do tempo considerando-se uma equagdo
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adicional onde o termo de forca externa ¢ considerado como uma variavel
adicional do problema. Com essa nova variavel, a metodologia baseada nas
variedades invariantes pode ser extendida para casos de vibragdo harmonicamente
forcada (Jiang et al., 2005a). Considere-se, por exemplo, a acdo de uma forca
harmonica senoidal sobre a estrutura, a variavel adicional e sua derivada temporal

sdo dadas pelas seguintes expressoes:
x, =sen(w 1), x, =y, =, cos(a)f); (2-30)

onde @y ¢ a frequéncia da carga externa.
A equagdo adicional no formato de equacdo de Cauchy de primeira ordem ¢

igual a:
=13, = ol )
Xp =Y, Y, =—0sen\w; ), (2-31)
com as seguintes condic¢des iniciais adicionais:
x,(0)=1,y,(0)=0 (2-32)

Assim, as equagdes de restricao para os modos escravos sao definidas no
espagco aumentado, dependendo tanto do par mestre de coordenadas quanto da
variavel acrescentada que corresponde ao termo for¢ado, o que corresponde,
mesmo no caso onde ndo haja ressonancias externas, a uma analise multimodal.
Transforma-se assim um problema nao autonomo em um problema autonomo. As
variedades invariantes resultantes sao ditas forcadas e possuem uma dimensao a
mais quando comparadas as variedades invariantes de vibracdo livre. Os modos
podem ser vistos como hipersuperficies que variam no tempo com um periodo
igual ao da forga externa. Além disso, as superficies modais ndo tendem a zero
quando a amplitude tende a zero como no caso da vibragdo livre (Jiang et al.,
2005a).

2.7.
Analise modal linear x nao linear

Com base na discussao apresentada sobre as caracteristicas, propriedades e
aplicagcdoes fundamentais da analise modal ndo linear ¢ com o intuito de se
evidenciarem semelhancas e diferengas entre os modos normais nao lineares e

lineares, apresenta-se na Tabela 2-2 uma comparacdo entre as duas analises.
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Propriedade

Analise Modal Linear

Analise Modal Nao Linear

Existéncia de solugdes periddicas
Existéncia de multiplas solugdes
Energia Potencial

Superposicao dos efeitos
Invaridncia

Ortogonalidade

Técnica de obtencao

Geometria das variedades
invariantes

Linhas modais

Equacdes de restricdo

Parametros modais

Frequéncias de vibragao

Relagdes entre amplitudes de
vibragdo

Dependéncia da energia

Transformagao modal

Forga externa

Ressonancia externa

Amortecimento
Multiplicidade de modos
Bifurcagdo modal
Ressonancia interna
Acoplamento modal
Contaminagao entre modos
Multimodos

Localizagdo espacial
Desacoplamento

Troca de energia entre modos
Redug¢do modal

Estabilidade dos modos

Sim

Nao

Forma quadratica
Valida

Valida

Valida.

Problema de autovalor.

Hiperplano.

Retas.

Lineares

Amplitude do movimento,
frequéncia de vibragdo, vetor
modal e angulo fase.

Autovalores do sistema.

Autovetores do sistema.

Formato e frequéncia
independentes.

Matriz linear.
Excluida.

Ocorre na vizinhanga dos
modos.

Linear proporcional.
Inexistente.

Inexistente.

Inexistente.

Inexistente.

Inexistente.

Combinagao linear dos modos.
Inexistente.

Valida

Reversivel.

Modos escravos nio siao
considerados.

Estaveis

Sim

Sim

Em geral ndo ¢ forma quadratica.
Invalida

Valida somente individualmente.
Invalida.

Outras técnicas: métododos de
energ., varied. invariantes, etc.

Hiperplano (modos similares) e
hiper-superficie (modos nao
similares).

Retas (modos similares) e curvas
(modos ndo similares).

Lineares (modos similares) e ndo
lineares (modos nao similares).

Geometria das variedades
invariantes e relagdes frequéncia
amplitude .

Curvas frequéncia amplitude.

Equagdes de restrigao.

Formato: dependente (ndo similar)
e independente (similar);
frequéncia: dependente.

Matriz nao linear.

Excluida ou incluida (varied. invar.
forcadas)

Ocorre na vizinhanga dos modos.

Linear ou ndo, proporc. ou néo.
Pode ou nio existir.
Pode ou nio existir.
Pode ou nio existir.
Pode ou nio existir.
Pode ou nio existir.
Analise multimodal.
Pode ou nio existir.

Valida somente na auséncia de
acoplamentos.

Reversivel ou irreversivel.
Modos escravos sdo considerados.

Estaveis ou instaveis.

Tabela 2-2 Comparativo entre analise modal linear e n&o linear.
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