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Plataforma “Spar”

Um exemplo adicional do uso dos modos normais ndo lineares para o
entendimento do comportamento dindmico nao linear de estruturas offshore ¢ a
analise das vibragdes de plataformas do tipo “spar”. A plataforma do tipo “spar”
classica consiste basicamente de um grande casco cilindrico com sistemas de
amarracao e risers (Chakrabarti, 2005). De acordo com Koo e coautores (2004), a
principal razdo para uso de cascos grandes ¢ que, devido ao seu calado profundo,
os movimentos de afundamento (heave) e arfagem (pitch) sdo pequenos o
suficiente para permitir a instalacdo de risers rigidos com arvores de natal secas.

Outra caracteristica marcante das plataformas do tipo “spar” € que os
periodos naturais de afundamento e arfagem dessas estruturas sdo relativamente
longos. Isso decorre da geometria da estrutura com uma pequena area de flutuagao
quando comparada ao grande volume submerso da estrutura. Assim, em geral, as
plataformas do tipo “spar” ndo sdo excitadas verticalmente. Contudo, de acordo
com Rho e Choi (2002), a resposta do movimento de afundamento cresce de
modo drastico na ressonancia quando acoplamentos entre esses movimentos € 0s
de arfagem sdo induzidos pela vibragdo da plataforma. Além desses fendmenos, as
condicdes severas do ambiente maritimo demandam uma analise nao linear da
vibragdo de plataformas offshore do tipo “spar”. Neste capitulo, a analise ndo

linear ¢ realizada por meio do uso dos modos normais ndo lineares de vibragao.

5.1.
Formulagao

A abordagem classica na engenharia de estruturas offshore ¢ usar as
equacdes de movimento de corpos rigidos para modelar o comportamento das
estruturas flutuantes (Ma e Patel, 2001). A dinamica dos corpos rigidos flutuantes
¢ governada por seis equacdes de movimento, uma para cada um dos seis
possiveis graus de liberdade da estrutura. Sendo trés graus de liberdade utilizados

para descri¢do das translagdes: x; — avango (surge), x, — deriva (sway) e x3 —
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afundamento (heave); e outros trés utilizados para descricdo das rotagdes: x; —
jogo (roll), xs—arfagem (pitch) e xs— guinada (yaw). Os seis graus de liberdade do
modelo de corpo rigido para a plataforma “spar” sdo mostrados na Figura 5-1 (a).

O modelo fisico utilizado para o tipo classico de plataforma “spar” ¢ um
cilindro longo (Jingrui e coautores, 2010). Aqui ndo se consideram os risers €
sistemas de ancoragem da plataforma na andlise da vibragdo da plataforma. A
configuragdo do modelo ¢ mostrada na Figura 5-1 (b) e as definicdes dos
parametros utilizados na modelagem da plataforma sdo mostradas na Tabela 5-1.
No Apéndice B apresenta-se um glossario dos termos técnicos e caracteristicas de
estruturas offshore aqui utilizadas.

Em decorréncia da configuragdo simétrica da plataforma, da importancia
dos movimentos de afundamento e arfagem da estrutura para a operacdo segura
dos sistemas de risers e ancoragem, e também devido aos fenomenos de
ressonancia interna e externa associados a esses graus de liberdade, somente esses
dois movimentos sdo analisados aqui. Esse procedimento é comum na literatura
relacionada ao assunto (Ma e Patel, 2001; Rho e Choi, 2002; Koo et al., 2004;
Jingrui et. al, 2010 e Li et. al., 2011).

De acordo com principio de D’ Alembert e a segunda lei de Newton as
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Figura 5-1 Modelo da plataforma tipo “spar”: (a) seis graus de liberdade; (b) principais

paradmetros e dimensoes.
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Parametro Simbolo
Altura da lamina de agua H,
Diametro D
Calado D,
Borda livre Hy,
Peso total P
Metacentro M,
Centro de empuxo B
Centro de gravidade G
Ponto de quilha K
Distancia entre K ¢ G KG
Distancia entre K ¢ B KB
Altura metacéntrica GM

Tabela 5-1 Principais parametros da plataforma “spar”.

equacdes acopladas para vibracdo forcada amortecida que governam os

movimentos de afundamento e arfagem sdo (Chakrabarti, 2005):

(m+A33)5c'3+C35c3+R3(x3,x5):F3(t); (5-1)

(155 + Ass )555 + CsXs + Ry (x3: Xs ) = Fs(t); (5-2)

onde m, As;, C3, R; ¢ F; denotam a massa da plataforma, a massa adicionada na
direcao de x3, o coeficiente de amortecimento para o movimento de afundamento,
as forcas restauradoras e forcas externas na direcao z. Ja os coeficientes Iss, A4ss,
Cs, Rs e F5s na eq. (5-2) representam respectivamente o momento de inércia em
torno do eixo y, a massa adicionada relacionada ao movimento de arfagem, o
coeficiente de amortecimento de arfagem, os momentos restauradores e os
momentos devidos a acdo de forgas externas em torno do eixo y. Os pontos sobre
as varidveis representam suas derivadas em relagdo ao tempo ¢.

Em alguns casos, a rigidez hidrostatica pode ser vista como uma constante
resultante do equilibrio estatico, contudo, de acordo com Li e coautores (2011), o
movimento de afundamento ¢ sempre acompanhado por movimentos de arfagem
quando a plataforma ¢é excitada por ondas. O resultado direto desse fato € que as
forcas ¢ momentos restauradores sdo dependentes do tempo, uma vez que a
rigidez hidrostatica se modifica com o movimento global da estrutura em

vibragdao. Esse comportamento leva a um problema de excitagdo paramétrica, ou
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seja, os coeficientes dos termos das forcas hidrostaticas sdo dependentes do
tempo.

As for¢cas e momentos restauradores aqui utilizados sdo os propostos por
Jingrui e coautores (2010) e sdo resultados de modelos e protdtipos experimentais.
De acordo com essa modelagem, a forga restauradora na dire¢do z € 0 momento

restaurador em torno do eixo y podem ser escritos, respectivamente, como:

H
L ) 5

1 1
R, (x3 , X ) = VW{GMX5 - Exyc5 + En(x,t)xs} ; (5-4)

onde p, e g sdo respectivamente a massa especifica da agua e aceleragdo da
gravidade; 4,, ¢ a area de flutuacdo (regido horizontal formada pela interse¢do do
casco da plataforma na altura da linha de 4gua com a superficie); H, ¢ a distancia
entre o centro de gravidade e a superficie de agua; 7 € o perfil de onda e V), € o
volume total de dgua deslocado pela estrutura.

A area de flutuagdo da plataforma, e o volume total de 4gua deslocada sdo

definidos pelas seguintes expressoes, respectivamente:
T o
A, = ZD ; V.=4,D, (5-5)

onde D ¢ o didmetro e Dy ¢ o calado do casco da plataforma.
O perfil de onda é dado pela teoria de ondas planas, eq. (4-49), que, para
ondas de periodo muito longo como as consideradas na analise, se reduz a (Jingrui

etal., 2010):
n(x, t) =1, COSwt (5-6)

onde 779 € w sdo respectivamente a amplitude e a frequéncia da onda.

O momento de inércia da plataforma “spar”, Iss, € igual a:
m 2
Is=1 2p? +32 +32(k, f] (5-7)

onde ky,, ¢ o raio de giracdo ¢ / o comprimento do casco da plataforma. Os
coeficientes da massa adicionada para o afundamento e a arfagem sdo dados
respectivamente por (Jingrui ef al., 2010):

A, =%7zwa3; A :éﬂwaz[K@ +(p, —kGY] (5-8)
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O momento e a for¢a externos sdo descritos por fungdes periddicas dadas

pelas expressoes:
F, =K, (a))no cos(a)t); F,=K; (a))no cos(a)t); (5-9)

onde K; e K5 sdo as amplitudes (dependentes da frequéncia da onda - w) da forca e
momento externos, respectivamente.

A dependéncia entre as amplitudes das forcas generalizadas e a frequéncia
da onda, de acordo com Jingrui e coautores (2010), ¢ dada por meio das curvas
mostradas na Figura 5-2 (a) e (b), correspondentes ao resultado da interpolagao
polinomial dos resultados de testes experimentais e expressa pelas seguintes
equagoes:

K= (— 2,2120" +4,9670° — 4,403’ +1,8980" —0,3910’ +

0,3540” —0,0510+0,012)10°; (5-10)

K= (— 19,8040’ +103,6210° —206,0580° +179,5120" — 40,5610’ —
34,2270 +18,6840m — 1,138)105 -1

Da divisdo das equagdes de movimento (5-1) e (5-2) pelos coeficientes dos

termos de aceleragdo e utilizando-se as expressodes de (5-3) a (5-9), obtém-se as

seguintes equacdes de movimento para a plataforma “spar’:
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Figura 5-2 Amplitudes das forgas generalizadas externas: (a) forga de afundamento;

(b) momento de arfagem.
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Xy + 2%, + @y x, —ax: — by, cos(ar) = 3(a))cos(ax) ; (5-12)

Xy + 24455 + @ Xy — A5, X+ AgXST], cos(a)t): ks (a))cos(ax) (5-13)

Os coeficientes das equagdes (5-12) e (5-13) s@o definidos a seguir.

Os coeficientes de amortecimento sao expressos por:

G _ DSy . L, = & _ D956
’ 5 9
2(m + A33) (m + A33) 2([55 + Ass) ([55 + Ass)

My = (5—14)

onde & e & sdo os fatores de amortecimento respectivamente na dire¢do do
afundamento e da arfagem e @y; € @ys sdo as frequéncias naturais para os
movimentos de afundamento e arfagem, definidas pelas seguintes expressoes:

2 _ pngw . 2 VWGM
S oma Ay I+ A

(5-15)

Os coeficientes dos termos nao lineares da forga ¢ momento restauradores

sao dados por:

- pngWHg L pngw . Vw

a3_2(m+A33)’ 3_(m+A33)’ a5:2(155+A55) (-10)

Os coeficientes da forca e momento externos sao:

— K. (o — K\
K3(a))= 3( ) ) Ks(a’): 5( ) (5-17)
m+ A, Lo + Ass
As equagoes (5-12) e (5-13) descrevem um problema de excitagao
paramétrica, ja que apresentam termos harmdnicos como coeficientes nas

equacdes diferenciais de movimento.

5.2.
Modos normais lineares

A linearizacdo das equagdes de movimento (5-12) e (5-13) resulta no
seguinte sistema de equacdes:
4@, x,=0; ¥ +afx, =0 (5-18)
O sistema linear ¢ desacoplado e possui dois autovetores distintos (modos
normais lineares): @; = (1,000; O,OOO)T e @5=(0,000; 1,000)T associados aos dois
autovalores, ay; € ays, (frequéncias de vibragdo, consideradas inicialmente nao

proporcionais) definidos pelas equagdes (5-15).
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5.3.
Modos normais nao lineares

O método assintotico é utilizado para obtencdo dos modos normais nao
lineares, de acordo com a abordagem baseada na defini¢do das variedades
invariantes. Escolhe-se inicialmente o grau de liberdade relacionado ao
movimento de arfagem e sua velocidade como par mestre das variedades

invariantes:
Xy =U, X;=V (5-19)

Utilizando-se o par mestre definido por (5-19) investiga-se, primeiramente,
a existéncia de modos normais similares. Desse modo identifica-se a existéncia de

um modo similar cuja constante de proporcionalidade ¢ igual a:
c3 =0 (5-20)
ou seja:
x,=0,% =0 (5-21)

A restricdo dada pela eq. (5-20) indica a existéncia de um modo
desacoplado na dire¢do do movimento de afundamento da plataforma. A
substitui¢do da eq. (5-20) na versao ndo forcada e nao amortecida da eq. (5-13)

resulta no seguinte oscilador modal:
li+ag,u=0 (5-22)

O oscilador resultante do modo normal similar ¢ igual ao resultante da
analise modal linear, dado pela eq. (5-18), constituindo assim um modo similar
puramente linear. Nao se obtém modos nao similares fisicamente consistentes
usando-se o par mestre definido por (5-19). Isto indica que fisicamente pode
existir um movimento puramente vertical sem rotacdo, sendo este movimento
descrito, dentro das hipdteses da formulagao adotada por uma equacao linear.

A préxima tentativa € escolher o movimento de arfagem e sua velocidade

como par mestre:
Xg=U, Xs =V (5-23)

As fungdes de restri¢ao resultantes para o primeiro modo sdo iguais a:
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(‘73 — a5 )(0)53 — 25055) 2 2 (‘73 — 55) 2

X =P(u,v):u+ u” - v (5-24)
’ a)é (6053 - 4(055 ) (053 (6033 - 4(035 )
: (53 —as )
= = 2 -
X, Q(u, v) v+ o, — 4 uv (5-25)
e para o segundo modo, tem-se:
x, = Plu,v)=—u+ (@, _‘_15)(5033 _2a)gs)u2 _9 (@ —a) 2 (5-26)

@5, (0)33 — 4y ) @5, (0)33 - 40)55)‘}
: (53 — ‘_’5)
X, = Q(u, v) =—v+ ZWW (5-27)
03 05

Observa-se das equacdes (5-24) a (5-27) que a diferenca entre as func¢des de
restricdo para os dois modos estd apenas no sinal da parte linear dessas relagoes,
sendo positivo para o primeiro modo (modo em fase) e negativo para o segundo
(modo fora de fase). Observa-se também que, no caso de ressonancia interna 1:2
(xs5:x3), os coeficientes dos termos ndo lineares resultam em singularidades,
indicando assim, que a abordagem baseada nas variedades invariantes ndo pode
ser utilizada nesses casos ¢ que a analise deve ser feita utilizando-se um
multimodo (incluindo ambos x; € x5 como pares mestres), o que corresponde as
equacdes originais de movimento (5-12) e (5-13) e ndo constitui uma reducgao de
ordem do problema.

As singularidades ocorrem nos termos cujo grau de ndo linearidade
corresponde ao tipo de ressonancia interna existente no sistema (1:2 no caso do
exemplo atual). Esse fato ¢ um resultado direto da violagdo da propriedade de
invariancia das variedades invariantes causada pela ressonancia interna. Esse
exemplo ilustra a propriedade vantajosa da reducdo modal que utiliza os modos
normais ndo lineares, principalmente para sistemas com um grande numero de
graus de liberdade. Nesse caso as ressondncias internas ndo precisam ser
conhecidas a priori, pois serdo detectadas na expansdo das fungdes de restricao
por meio de singularidades nos termos ndo lineares, cujos graus sao
correspondentes a essas eventuais ressonancias internas.

Os osciladores modais sao obtidos pela substituicdo das fungdes de restricao
(5-23) a (5-27) na equagdo de movimento correspondente ao grau de liberdade de
arfagem, resultando para, respectivamente, o primeiro ¢ segundo modos nas

seguintes equagdes:
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_ = —\ .2 2
as (as —das )(0)03 - 2a’os) 3
2( 2 4 2) u +
Wy3\Wy3 — FWy5

.. 2 — 2
U+oysu—asu” —

. (5-28)
) 2‘15(‘123_‘15)2 wit =0
W3 ((003 — 4ay;
— (= =2 _~.2
i+ @5 u+a,u’ — s (a;2 (2)52)(0—)0431@22)0)05)”3 +
03\ @03 0s (5.29)

a\a, —a. .
b 25(23 5)2 ui =0
a)os(a)os _4(005)

Ambos os osciladores modais (5-28) e (5-29) apresentam termos nao
lineares quadraticos e cubicos, sendo que o sinal do coeficiente do termo
quadratico € positivo para o primeiro modo e negativo para o segundo modo. Ja os
termos cubicos tém o sinal dependente dos valores dos coeficientes dos termos
das forcas restauradoras.

A reducdo modal obtida com as equagdes (5-28) e (5-29) permite um
tratamento mais simples da andlise de vibracdo da estrutura nos modos
correspondentes. Essa andlise € objeto das proximas secdes.

A validade das superficies calculadas pelo método assintotico — equagoes
(5-24) e (5-25) ¢é agora analisada com base no procedimento de Galerkin
apresentado na sec¢do 2.4.3 para obtengdo das equagdes de restri¢do do primeiro
modo. Para a amplitude foram utilizadas duas fungdes polinomiais no domino

a€l0,1]rad , de acordo com a nio linearidade das equagdes modais (Pesheck et

al., 2002a):

gmyaﬁt?j;Lgm=J%-uﬂ1]+mﬂil} (5-30)

a, a,

Para o angulo de fase foram utilizados os trés primeiros harmonicos no
dominio @€ [0,272'] rad . Os resultados da aplicacdo do método para o primeiro
modo sdo:

P(a,$) =27,275a> cos ¢ ;
(5-31)

O(a,$) = (- 0,446+ 0,269 cos ¢ + 0,892 cos” ¢ + 0,148 cos® ¢ Ju* +
(5-32)
(0,202-0,297 cos ¢ — 0,404 cos® ¢ +0,127 cos® ¢ Ja°
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Os resultados para ambos os modos sdo praticamente coincidentes uma vez
que somente o sinal do coeficiente linear das funcdes de restri¢do ¢ oposto para
cada um dos modos, assim sdo mostrados apenas os resultados para o primeiro
modo. As variedades invariantes para o primeiro modo representadas pelas
equacdes (5-31) e (5-32) sd@o mostradas na Figura 5-3 junto com as mesmas
superficies calculadas pelo método assintdtico — equagdes (5-24) e (5-25). As
variaveis das equagdes de restricio obtidas pelo método assintotico foram
transformadas em coordenadas polares utilizando-se as expressoes (2-26).
Observa-se nas Figura 5-3 (a) e (b) que, quanto maior a amplitude, maior a
diferenga entre as superficies modais obtidas por ambos os métodos, o que se
justifica pela validade local dos métodos assintoticos, cujo dominio s6 pode ser
determinado posteriormente a obtencao das variedades invariantes, comparando-
as a solucdo numérica do sistema original de equagdes de movimento. O método
baseado no procedimento de Galerkin tem seu dominio de validade definido a
priori.

Utiliza-se também o procedimento numérico apresentado na se¢do 3.3.10
para obtencdo das variedades invariantes do primerio modo. As equagdes de

movimento foram integradas utilizando as seguintes condigdes iniciais:
x,(0)=0,324; %,(0)=0,000; x,(0)=0,100; x,(0)=0,000 (5-33)

As condigdes iniciais (5-33) foram definidas com ajuda das equagdes de
restri¢ao obtidas pelo método assintotico. Para se obterem variedades invariantes
mais precisas podem ser utilizadas as fungdes de restri¢do obtidas pelo método de

Galerkin o que resulta em:
x;,(0)=0,273; %,(0)=0,000; x,(0)=0,100; x,(0)=0,000 (5-34)

As variedades invariantes obtidas pelo procedimento numérico, para as
condi¢des iniciais (5-33) e (5-34), sdo mostradas junto das superficies modais
obtidas pelo método assintotico na Figura 5-4, onde se observa uma boa
correspondéncia entre elas no dominio das variaveis definido pelas condigdes

iniciais utilizadas.
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Figura 5-3 Equacbes de restricdo para o primeiro e segundo modos — comparagao
entre os métodos baseado no procedimento de Galerkin e assintético: (a)

deslocamentos; (b) velocidades.
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Figura 5-4 Equacdes de restricdo para o primeiro e segundo modos — comparagéo
entre o procedimento numérico e o método assintético: (a) deslocamentos; (b)

velocidade.

5.4.
Resposta no tempo

A analise numérica utilizada tem por base os parametros numéricos
sugeridos por Jingrui e coautores (2010), esses valores estdo listados na Tabela
5-2. Para esse exemplo numérico os valores das frequéncias naturais de
afundamento e arfagem sdo respectivamente ay;=0,281 rad/s e ays=0,360 rad/s.

Os resultados da integracdo numeérica das equagdes originais de movimento
para o primeiro modo e segundo modo sdo apresentados na Figura 5-5. Observa-
se da Figura 5-5 (a) que ambos os modos sdo nio similares, ou seja, se apresentam
como curvas ¢ nao retas no espago de configuracdo. Observa-se também, de

acordo com a Figura 5-5 (b) e a Figura 5-5 (c) que o primeiro modo apresenta
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solugdo para os movimentos de afundamento e arfagem em fase, enquanto para o
segundo modo esses movimentos estdo fora de fase. Ambos os modos, nesse
exemplo, podem ser vistos como uma continuagdo dos modos normais lineares,
seguindo, portanto, a Defini¢do 5 (Secdo 2.3.2), uma vez que as variedades
invariantes sdo tangentes aos hiperplanos gerados pelos modos normais lineares
do sistema. O problema apresenta dois modos nao similares ¢ um modo similar
essencialmente linear, ou seja, resulta num oscilador modal linear expresso pela
eq. (5-22).

5.5.
Relagao frequéncia-amplitude

Utiliza-se o método do balango harmdnico para obtengdo das relagdes entre
frequéncia e amplitude para os dois modos normais ndo lineares da plataforma. De
acordo com o tipo de nao linearidade observada nos osciladores modais (5-28) e

(5-29), assume-se a seguinte solu¢ao harmonica:
u(t)=X1 +X, cos(a)t) (5-35)

Utilizando-se as relagdes trigonométricas do Anexo I, obtém-se para o
primeiro modo o seguinte sistema algébrico de equagdes nao lineares em termos

das amplitudes e frequéncia do movimento:

X, -0,007X] —0,003X; —0,144X; —0,216X, X, —
(5-36)
0,104Q°X, X7 =0;

Parametro Simbolo Valor

Altura da lamina de agua H,, 1018,000 m
Diametro D 74,400 m
Calado D, 198,100 m
Borda livre Hp, 15,100 m
Peso total P 423,500 kKN
Massa especifica da dgua yom 999,000 kg/m’
Distancia entre K ¢ G KG 89,000 m
Distancia entre K ¢ B KB 99,100 m
Altura metacéntrica GM 10,100 m

Tabela 5-2 Parametros do exemplo numérico da plataforma “spar”
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Figura 5-5 Resposta no tempo para os modos normais nao lineares, c.i. :(0,010; 0,000;
0,012; 0,000): (a) x3x x5 (b) x3x £ (c) xsxt.

Q* -1,000+0,013.X, +0,432X] +0,108X; +0,052Q° X> =0, (5-37)

onde (2 ¢ um parametro adimensional de frequéncia definido como:
Q=—o (5-38)

Para o segundo modo obtém-se:

X, +0,007X] +0,003X; —0,144X, —0,216X,X; —
(5-39)
0,104Q°X X; =0;

Q% —1,000-0,013.X, +0,432X] +0,108.X; +0,052Q°X; =0 (5-40)

A diferencga entre o sistema de equagdes (5-36) e (5-37) para o primeiro
modo e o sistema de equagdes (5-39) e (5-40) para o segundo modo estd apenas
nos sinais invertidos nos coeficientes provenientes dos termos de ndo linearidade
quadratica. Como a magnitude desses coeficientes ¢ pequena se comparada com
os coeficientes provenientes dos termos cubicos, as curvas de ressonancia
mostradas nas Figura 5-6 (a) e (b), onde X=X, + |X2| , se mostram bastantes

semelhantes para ambos os modos. Assim também o efeito da assimetria
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provocado pelos termos quadraticos ¢ desprezivel nessas curvas. Observa-se um
alto grau de nao linearidade das curvas de ressonancia para ambos os modos com
o sistema apresentando forte perda de rigidez.

Alguns pontos obtidos da integracdo direta das equacgdes originais de
movimento sdo também mostrados nas Figura 5-6 (a) e (b) como solu¢do de
referéncia. Utiliza-se o método numérico com as equagdes levemente amortecidas
apresentado na secdo 3.2.5 para obtencdo da solu¢do de referéncia. A comparagao
entre a solugdo de referéncia e a solucdo utilizando-se o modelo reduzido obtido
por meio dos modos normais nao lineares mostra uma boa correspondéncia até
amplitudes de movimento menores que 1 rad, o que ja corresponde a oscilagdes de
grande amplitude, revelando desse modo a validade das aproximagdes usadas no
processo de derivagao das expressoes (5-24) a (5-27).

A precisao da solu¢ao aproximada representada pela eq. (5-35) pode ser
estudada adicionando-se mais harmodnicos a série, de acordo com o tipo de nio
linearidade das equagdes. Utilizam-se, assim, as seguintes aproximagdes com

respectivamente trés € quatro termos:

u(t)=X1+chos(a)t)+X3cos(2a)t) (5-41)

u(t )= X, +X, cos(a)t )+ X, cos( 2t )+ X, cos(3a)t) (5-42)

As curvas utilizando-se as expressoes (5-35), (5-41) e (5-42) sdo mostradas
na Figura 5-7 (a). Observa-se que a contribuicdo dos harmodnicos adicionais €
insignificante na obteng¢do das curvas frequéncia-amplitude para o exemplo
considerado.

Estuda-se, a seguir, a influéncia dos termos ndo lineares retidos nas
equacdes dos osciladores modais (5-28) e (5-29). Os resultados obtidos
considerando-se somente até os termos quadraticos e, a seguir, incluindo a ndo
linearidade cubica, sdo mostrados na Figura 5-7 (b) e comparados com a solugao
de referéncia. Observa-se a relevancia dos termos de ndo linearidade cubica na
obtengdo de um modelo reduzido preciso. Isso acontece mesmo que ainda os
termos cubicos estejam incompletos nas equagdes dos osciladores modais, ja que
nas expansdes polinomiais para obtengdo das equagdes de restricdo foram
utilizados somente termos quadraticos. Os termos cubicos sofrem alteragdes no
caso de aproximacgdes de ordens mais elevadas para as variedades invariantes. A

importancia da inclusdo dos termos ctbicos se deve ao fato, conforme observacao
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de Pesheck (2000), de que a contribui¢do dos modos escravos incide nos termos
cubicos do oscilador ndo linear, no caso da presenga de ndo linearidades
quadraticas. Desse modo, os termos cubicos, mesmo que imprecisos, Ssao
responsaveis pela descri¢ao adequada da dindmica do sistema pelo modelo de
ordem reduzida.

Com base nesses resultados utiliza-se nas analises das se¢des subsequentes
o modelo reduzido com nao linearidades quadraticas e cubicas, expresso pelas

equagoes dos osciladores modais (5-28) e (5-29). Quanto as expansoes, utilizadas

1.5 1.5

B X Sol. referéncia B X Sol. referéncia

— Osc. modal — Osc. modal

X (rad)
X" (rad)

'1 5 T [ T [ T [ T [ T -1 5 T [ T [ T [ T [ T
0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
0 0
(a) (b)
Figura 5-6 Curvas frequéncia-amplitude: (a) primeiro modo; (b) segundo modo.
2 o '
- Sol. referéneia '
j; i(z::.;j(f’irencm =¥~ Nio linear. clibica '
1 e 3 oo 4 —| —%— Niio linear. quadritica | |
—&— 4 termos - - - Linear :
1 e '
6 1
E o+
>
-1 ()
-2 T T T
0.7 0.8 0.9 1 1.1
Q
(a) (b)

Figura 5-7 Estudo de convergéncia das curvas de frequéncia-amplitude: (a) efeito do
numero de termos na expansao da solugéo; (b) efeito da néo linearidade do oscilador

modal.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721423/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0721423/CA

221

para aproximacao de solugdes periodicas, € sempre adotada a expressao dada pela
eq. (5-35), acrescida de um harmonico senoidal no caso da presenca de

amortecimento.

5.6.
Espaco de fase

O dominio de validade das expansdes polinomiais também pode ser
determinado comparando-se as oOrbitas dos movimentos correspondentes aos
modos normais nao lineares nos planos de fase obtidos da integragdo direta das
equagdes originais de movimento e dos osciladores modais. Como no caso das
curvas de ressonancia, os planos de fase para ambos os modos sdao praticamente
idénticos, e, portanto somente um deles ¢ mostrado na Figura 5-8. Observa-se uma
boa concordancia entre as solu¢des de referéncia e a solugao do modelo de ordem
reduzida dentro dos limites fisicamente aceitaveis de oscilagcdes. Assim como nas
curvas de ressonancia, a correspondéncia entre ambos os resultados se mantem

com boa precisdo até amplitudes de movimento menores que 1 rad.

5.7.
Vibragao forgada

Ainda que as equacdes de movimento do modelo utilizado para a plataforma
“spar” consistam de uma excitagdo paramétrica, ¢ comum que se utilize a analise
de vibragdo forgada harmoénica como fase preliminar no estudo da dindmica ndo
linear do problema (Hann e Benaroya, 2000b). Essa fase preliminar permite a
obtengdo de conhecimentos basicos sobre o comportamento do sistema quando
em vibra¢do forcada, muito adequada na fase inicial de projeto. Desse modo os
termos de excitagdo paramétrica das equacdes (5-12) e (5-13) sdo desprezados
nessa secao.

Como na andlise aqui realizada a amplitude da forga externa ¢ pequena
quando comparada as amplitudes do movimento, pode-se utilizar os modos
normais obtidos na analise da vibragdo livre para dedu¢ao de um modelo reduzido
forcado (Wang, 2008), obtido pela inser¢do da forga harmonica externa nos

osciladores modais (5-28) e (5-29), o que resulta em:
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Figura 5-8 Espaco de fase para o primeiro e segundo modo, (linhas continuas —

solugéo de referéncia; linhas pontilhadas — modelo reduzido).

_ (= —\ .2 2
as (as —as )(a)m - 26’)05) 3
2( 2 4 2) u +
Wy3\Wy3 — A5

i+ @ u+ 2t — a; u’ —

B (_ B ) (5-43)
a.\ad, —da -
2 s\&3 — 45 2=k
g3 (@?3 — 4 )”” s(@)eos{ar)
— 2 2
ﬁ+wéu+2%u+aﬂf—axtfC?%ﬁwfﬁﬁ ’
03 03 05 (5_44)

a(a@,-a,) ., -
2—2 0 u? =k (w)cos(wt
(053(6053—4(055) s(@)cos(ar)

A andlise da dinamica forcada dos osciladores (5-43) e¢ (5-44) ¢ mais
simples que a andlise direta do sistema original de equacdes. As curvas de
ressonancia, diagramas de bifurcacdo e estabilidade sdo obtidos nas proximas

secOes utilizando-se os valores numéricos da Tabela 5-2.

5.7.1.
Curvas de ressonancia

As curvas de ressonancia para vibragdo forcada amortecida de ambos os
modos sdo obtidas pelos métodos do balango harménico e do comprimento de

arco, utilizando-se a seguinte expressao:
u(t)= X, +X,cos( ot )+ X, sen( ot ) (5-45)

As curvas sao muito semelhantes para ambos os modos e os efeitos do

amortecimento e da amplitude da onda sdo mostrados respectivamente na Figura
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5-9 (a) e na Figura 5-9 (b), onde X*= X, +(X;°+ X5°)"? ¢ £5=& Ambas as figuras
mostram o efeito do salto dindmico, exibindo trechos de solugdes estaveis e
instaveis. O salto dindmico sofre uma influéncia acentuada do fator de
amortecimento, como se observa na Figura 5-9 (a), desaparecendo na medida em
que se aumentam os valores de amortecimento, sendo que nessas regides a
solugdo se aproxima da resposta linear. Ja a Figura 5-9 (b) mostra a influéncia do
valor da amplitude de onda. Essa influéncia tem a sua relevancia limitada a regido
da ressonancia.

A precisao do modelo reduzido obtido pelo uso dos modos normais nao
lineares pode ser verificada comparando-se as curvas de ressonancia obtidas pela
aplicacdo do método do balango harmdnico ao sistema original de equagdes (5-12)
e (5-13), assumida como solu¢do de referéncia, para as curvas obtidas por meio da
aplicacdo do método do balango harmonico para o oscilador modal, eq. (5-43) e
(5-44). Os resultados para 7,~4,000 m e £&=0,100 sdo mostrados na Figura 5-10,
onde se utilizam para ambos os graus de liberdade do sistema original de equacdes
aproximacgoes iguais a expressa pela eq. (5-45). Os resultados, assim como no
caso da vibracao livre, apresentam uma boa aproximacao até amplitudes da ordem
de 1 rad.

5.7.2.
Diagramas de bifurcagao

Os diagramas de bifurcagdo para ambos os modos sdo mostrados em termos
das rotagdes e velocidades rotacionais nas Figura 5-11 (a) e Figura 5-11 (b),
respectivamente, onde /° ¢ um pardmetro adimensional de amplitude da carga

definido como:

:_Ks(a))no __
K, (0)4,000 4,000

(5-46)

Os diagramas da Figura 5-11 mostram uma bifurcagdo tridente supercritica, onde
uma solu¢do inicial estavel bifurca (para /= 13,250) dando origem a trés
solucdes: duas estaveis (P1 e P3) e uma instavel (P2). Continuando-se a aumentar
o parametro de carga, todas as solugdes tornam-se instaveis. A Figura 5-12 mostra
os planos de fase e as se¢des de Poincaré para cada um dos 3 pontos indicados na

Figura 5-11, cujas coordenadas estdo listadas na Tabela 5-3. Todas as Orbitas


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721423/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0721423/CA

224

X" (rad)
X" (rad)

(2) (b)

Figura 5-9 Curvas de ressonancia — primeiro € segundo modos: (a) Efeito do
amortecimento; (b) Efeito da onda. Ramos estaveis — linhas continuas; ramos

instaveis — linhas tracejadas.

1.6

70 = 4,000 m; &= 0,100

L Osc. Modal
Sol. referéncia

X (rad)
o
o]
|

0 ] I T ]
0.4 0.6 0.8 1 1.2
Q

Figura 5-10 Curvas de ressonancia — primeiro e segundo modos. Comparagao entre
modelo reduzido e solugdo numérica do sistema original. Ramos estaveis — linhas

continuas; ramos instaveis — linhas tracejadas.

obtidas sdo elipticas, correspondendo a solugdes periddicas de periodo igual ao da

forca, uma vez que a se¢do de Poincaré se reduz a um ponto.
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5.7.3.
Estabilidade

Além das curvas de ressonancia e diagramas de bifurcagdo, a estabilidade da
solug¢do dos modelos reduzidos obtidos pelo uso dos modos normais ndo lineares
pode ser estudada utilizando-se os diagramas de estabilidade para a equacdo de
Mathieu. O dominio de estabilidade da solucdo em termos dos pardmetros de

frequéncia 2 e amplitude X~ para ambos os modos é dado por:

2

#2 4 2
0,250  0,054X™ 1| 0,022X"  0033¢" (5-47)

O’ O’ 4 Q! O’

As curvas mostrando os limites das regides estaveis e instaveis para alguns
valores de amortecimento & sao mostradas na Figura 5-13 (a), onde se observa que
a influéncia do amortecimento ¢ bastante acentuada na regido de ressonancia e
menos relevante em outras regides. Combinando-se as equagdes algébricas do
método do balango harmoénico, utilizando-se a expressdo (5-45) e a equagdo da
fronteira de estabilidade (5-47), pode-se obter a fronteira de estabilidade em
termos do pardmetro de carga / e frequéncia 2. Os resultados sao mostrados na

Figura 5-13 (b).

5.8.
Excitagcao paramétrica

Pela inclusdo de um grau de liberdade ficticio representando a carga externa,

a vibragao forcada paramétrica da estrutura ¢ analisada utilizando-se o conceito de

multimodo. Para isso consideram-se os seguintes pares mestres:

Xs=U; Xs=V; cos(a)t) Su, ;- a)sen(a)t) =V, (5-48)

e as seguintes expansdes modais:

1 1 1.2 1 1.2 ’
Xy = P(ul,vl,uf,vf): au, +a,v, +asu; +au v, +asy; + alfuf +
a'zfvf + a{u; + a;(ufvf + asfv; + allfuluf + a;fulvf + a;fvluf + alfvlvf (5-49)

X, = Q(ul,vl,u/,,vf)z bllu1 er;v1 er31u]2 Jrl)}@tlvl +b51v12 +blfuf +
E P Y y i L f (5-50)
byv,+bju, +bjuv, +b;vi +b’ uu, +by’uyv, +b’vu, +b vy,
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Utilizando-se os valores numéricos da Tabela 5-2 e um valor de frequéncia
adimensional (£2) igual a 0,750 e uma amplitude de onda (779) igual a 4,000 m, sdo
obtidas as seguintes func¢des de restrigdo modais para o primeiro modo:

P =u, +17,165u? +513,591v7 +52,618c0s(0,270¢ )+ 0,572 cos? (0,270¢)
1,246 5in”(0,270¢)— 34,734u, cos(0,270¢)+312,921v,5in(0,270t)  (5-51)

Q =v, —40,690u,v, —14,220sin(0,270¢ ) —24,082c0s(0,2 70t v, - (5-52)
31,2424, 5in(0,270¢ )+ 0,364 cos(0,270¢) sin(0,270¢) )

Substituindo-se as equagdes (5-51) e (5-52) na eq. (5-13), obtém-se para o
primeiro modo o oscilador ndo linear com coeficientes variaveis:

i +0,123u +0,123&,1 — 0,001u” — 0,041c0s(0,270¢ )u — 0,014u° —
0,001sin*(0,270¢ Ju — 0,430uzi* — 0,001 cos?(0,270¢ Ju — (5-53)
0,2625in(0,270¢ Juzi + 0,029 cos(0,270¢ Ju* = 0,011cos(0,270¢)

Para o segundo modo, as fung¢des de restricdo sdo iguais a:

P =—u, +17,150u? +510,217v] +52,618c0s(0,270¢ )+
0,572 cos?(0,270¢) + 1,246 sin*(0,270¢)— 36,06 1, cos(0,270¢ )+

5-54
327,414v,sin(0,270¢) (5-4)

2

Q = —v, —40,226u,v, —14,220sin(0,270¢)— 25,479¢0s(0,2 70t v, — (5-55)
32,766u, sin(0,270¢ )+ 0,364 cos(0,270¢) sin(0,270¢) )

Substituindo-se as equagdes (5-54) e (5-55) na eq. (5-13), obtém-se para o
segundo modo o seguinte oscilador nao linear:

ii +0,123u +0,123E4i — 0.001u” —0,041¢0s(0,270¢ )u — 0,014u° —
0,001sin?(0.270¢ Ju — 0,427usi* — 0,001 cos?(0,270¢ Ju — (5-56)
0,274sin(0,270¢ Juzi + 0,030 cos(0,270¢ u® = 0,010 cos(0,270¢)
As equagdes dos osciladores ndo lineares para os dois modos sdo
praticamente idénticas, com pequenas diferengas nos valores dos coeficientes de
alguns dos termos ndo lineares. Essas diferengas sdo despreziveis nos diagramas e

resultados obtidos a partir dos modelos reduzidos. Portanto, somente os resultados

para o primeiro modo s3o mostrados nesta se¢ao.
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Figura 5-11 Diagrama de bifurcacéo — primeiro e segundo modos: (a) rotacdes; (b)
velocidades rotacionais. Ramos estaveis — linhas continuas; Ramos instaveis — linhas

tracejadas.

v (rad/s)

u (rad)
Figura 5-12 Orbitas no plano de fase e secdes de Poincaré para os pontos da Figura
5-11

Ponto r u (rad) v (rad/s)

P1 13,750  -1,648 0,026
P2 13,750  -1,869 0,025
P3 13,750  -1,367 0,024

Tabela 5-3 Coordenadas dos pontos dos diagramas de bifurcagdo da Figura 5-11.
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regido instavel
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regido instavel
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> £=0,500

-4 — T I I ‘ 7 0 T T T T T T T

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.4 0.6 0.8 1
0 Q0

regido estavel

Figura 5-13 Influéncia do amortecimento no diagrama de estabilidade de Mathieu para

o primeiro e o segundo modo: (a) amplitude x frequéncia; (b) 7'x £ (&=0,010).

As equagoes de restri¢ao dadas pelas equagdes (5-51) e (5-52) dependem do
tempo e variam harmonicamente com a frequéncia da onda, com um periodo igual
a I=27/ . As Figura 5-14 (a) e Figura 5-14 (b) mostram a varia¢do das segdes
das equagdes de restricdo para respectivamente deslocamentos e velocidades ao
longo de um periodo. Observa-se uma grande variagdo da forma e magnitude das
segoes com o tempo em relagdo a secao obtida com o modo nao forgado (vibragao
livre). Desse modo, mesmo com amplitudes de carga externa pequenas, o uso das
variedades invariantes obtidas na vibragao livre para o estudo da vibracao forgada
paramétrica pode conduzir a resultados discrepantes quando comparados aqueles
obtidos pelo uso dos modos forgados.

As fungdes de restrigdo também dependem da frequéncia da onda; essa
dependéncia pode ser vista nas secdes mostradas na Figura 5-15 (a) e na Figura
5-15 (b). Observa-se também que a influéncia da frequéncia da onda é grande
sobre a forma e magnitude das equagdes de restricdo, principalmente nas regides

de saltos dindmicos, préximos a ressonancia (£2=0,750).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721423/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0721423/CA

229

150
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Figura 5-14 Variagao das funcdes de restricdo com o tempo — vibragdo paramétrica:

(a) deslocamentos — segéo v=0; (b) velocidades — se¢éo u=0.

A influéncia da amplitude da onda sobre a forma e magnitude das fungdes
de restricdo ¢ mostrada nas Figura 5-16 (a) e Figura 5-16 (b). Observa-se que
comparada aos parametros de frequéncia e a variagdo no tempo, a amplitude da
onda tem menor influéncia sobre a forma das se¢des, entretanto, quanto maior o
valor da amplitude da onda, maior a diferenca entre os valores das fun¢des de

restricdo obtidos com o modo for¢cado e o modo nao forgado.

5.8.1.
Resposta no tempo

A resposta no tempo, obtida pela integracdo direta dos osciladores modais ¢
utilizada para comparacgao entre as respostas dos modelos reduzidos obtidos para
vibragdo for¢ada harmonica e paramétrica usando-se alguns valores de frequéncia
de onda. Os valores de (2 iguais a 0,200; 0,750 e 1,200 foram utilizados e os
resultados sdo mostrados respectivamente nas Figura 5-17, Figura 5-18 e Figura
5-19. Observa-se que, proéximo a ressonancia, a diferenca entre as solucdes
considerando ou ndo os termos de excitagdo paramétrica nas equagdes de

movimento ¢ maior.
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Figura 5-15 Variagao das fung¢des de restricdo com a frequéncia da onda — vibragao

paramétrica: (a) deslocamentos — sec¢ao v=0; (b) velocidades — segéo u=0.
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Figura 5-16 Variagao das fungdes de restricdo com a amplitude da onda — vibragéo

paramétrica: (a) deslocamentos — sec¢ao v=0; (b) velocidades — segéo u=0.

A comparagao entre a solugao obtida pelo modelo reduzido for¢cado e as equagdes

originais de movimento ¢ mostrada na Figura 5-20. Para (2=0,300, &=0,010 e

774,000 a Figura 5-20 mostra boa concordancia entre o modelo reduzido e o

sistema completo de equacdes originais do sistema. J4 para valores proximos a

regido de ressonancia (£2=0,850), a Figura 5-21 mostra que a concordancia

diminui com o aumento do tempo, ainda que as amplitudes do movimentos sejam

as mesmas para ambos os resultados.
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Figura 5-17 Resposta no tempo — £2=0,200: (a) rotagbes; (b) velocidades rotacionais.
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Figura 5-18 Resposta no tempo
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Figura 5-19 Resposta no tempo — £2=1,200. (a) rotagbes; (b) velocidades rotacionais.
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Figura 5-20 Resposta no tempo comparagdo modelo reduzido e sistema completo de

equacoes: (a) rotacdes; (b) velocidades rotacionais.
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Figura 5-21 Resposta no tempo comparagdo modelo reduzido e sistema completo de

equacoes na regido de ressonancia: (a) rotagdes; (b) velocidades rotacionais.

5.8.2.
Estabilidade

As equacgdes (5-53) e (5-56) nao podem ser analiticamente transformadas

em equagdes de Mathieu, por isso a fronteira de estabilidade deve ser construida
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numericamente, utilizando-se os pontos de perda de estabilidade para varios
valores de frequéncia de onda. Os resultados dessa analise numérica da
estabilidade da solugdo podem ser vistos na Figura 5-23 e na Figura 5-22, onde as
regides instaveis estdo abaixo da curva, e as estaveis acima dessa. Observam-se
nas Figura 5-23 e Figura 5-22 algumas descontinuidades nos resultados. Essas
descontinuidades advém da inclusdo do grau de liberdade adicional referente a
carga externa nas variedades invariantes para obtencao dos multimodos.

A adi¢do desse grau de liberdade ficticio faz com que as ressonancias
externas sejam tratadas pelo método como ressonancia interna, ou seja, violando a
condicdo de invaridncia das variedades invariantes. Desse modo, essas
ressonancias internas ficticias fazem com que os coeficientes nas expansoes
(5-49) e (5-50) resultem em singularidades. Em fun¢do do grau de ndo linearidade
considerado na andlise, as singularidades na expansdo surgem nas relacdes 1:1 e
1:2 entre a frequéncia da carga externa e dos graus de liberdade da plataforma
(afundamento e arfagem). Apesar dessa limitacdo a analise pode ser empregada na

vizinhang¢a da ressonancia como mostram a Figura 5-23 e a Figura 5-22.
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Figura 5-22 Fronteira de estabilidade, pardmetro de controle - amplitude das rotagdes

e velocidades rotacionais (£=0,010).
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1.2

tro de controle - amplitude da forga

, parame

Figura 5-23 Fronteira de estabilidade

externa (£=0,010).
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