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3
Cadeias de Markov Geométricas

Neste capitulo introduzimos dois conceitos fundamentais para o nosso
trabalho: cadeias de Markov com suas propriedades espectrais e nucleos
geomeétricos. As cadeias de Markov construidas a partir dos nicleos geométricos
é o que chamamos de Cadeias de Markov Geométricas.

Aqui construimos os fundamentos de uma parte importante da estrutura
de dados associada a malha: adicionamos ao 1-esqueleto da malha - a uniao
do conjunto de vértices com o conjunto de arestas - uma estrutura que é ao
mesmo tempo topoldgica, geométrica e estocastica. A topologia é definida pelo
proprio l-esqueleto da malha e suas estruturas de incidéncias, e é geométrica
e estocastica porque as cadeias de Markov geométricas permitem construir
matrizes de transicao que levam em conta a proximidade de vértices com
pesos nas arestas, que sao na realidade probabilidades atribuidas as conexoes

de vértices.

3.1
Cadeias de Markov

Definigao 3.1 (Varidvel aleatéria) Considere um experimento e seu espago
amostral Q = {ay, as, .. .,a,}. Varidvel aleatoria é qualquer fungdo que associa

a cada elemento do espago amostral um valor numérico mensurdvel (31).

Definigao 3.2 (Cadeia de Markov) Uma cadeia de Markov é formada
por uma colecao de wvaridveis aleatorias e uma sequéncia de estados, cuja

probabilidade condicional de qualquer estado futuro depende apenas do estado
atual (30, 31), ou seja

P(Xn+1 - xn+1| Xk: = Ikao S k S TL) = P(Xn—i-l - $n+1| Xn = xn)a (3'1)

Definicao 3.3 (Cadeia de Markov irredutivel) Uma cadeia de Markov

¢ dita irredutivel se para cada par de estados ; e x; existe uma probabilidade
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de transi¢cao positiva entre eles (31).

Definicao 3.4 (Cadeia de Markov aperiédica) Uma cadeia de Markov é

dita aperiddica se ela € irredutivel e se para algum n > 0 e algum estado w;,

P(Xn = Ij|X0 = (L’j) >0e P(Xn+1 = .I'j| Xo = .Z‘j) > 0. (3-2)

Considere P;; = p(z;,z;) a probabilidade de transicao para se passar do
estado x; para o z;, com 0 <7 <ne0 < j<n, em uma cadeia de Markov. O

relacionamento existente entre as transicoes garante a seguinte propriedade:

> Pi=1 (3-3)
=0

A associagao das probabilidades de transi¢ao permite agrupé-las em uma
matriz, denominada matriz de transicao de estados ou matriz de Markov,
denotada por P. Indexados os estados, a probabilidade de transicao existente
entre x; e x; pode ser encontrada na i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz
P (31, 28).

3.2
Nucleos Geométricos

Com o proposito de criar uma cadeia de Markov irredutivel e aperiddica
é definida uma funcao nicleo responsavel por atribuir pesos as relagoes que
existem entre os estados, que sao os vértices, no caso da malha. Essa funcao
realiza a ligacao entre a geometria do conjunto e a cadeia de Markov, tornando-
a geométrica. Para cumprir tal objetivo ela deve apresentar as seguintes
propriedades: positividade e nao-negatividade. Além disso, a atribuicao dos
pesos deve possuir simetria, retirando a influéncia das direcoes de propagacao
sobre o problema (8)

Considere um conjunto X e uma funcao nucleo k, tal que £ : X x X — R,

que para todo x; e z; € X, satisfaz:

k(x;, z;) = k(xj, z;), (3-4)

k(xi, i) >0 e k(z;,z;) >0 se x; # x;. (3-5)
As probabilidades da matriz de transicao surgem pela normalizacao dos

pesos adquiridos pela funcéo nicleo. Deste modo, p(z;, z;) é calculada da forma

plaivay) = S, (30
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onde o fator d(x;) é um termo normalizador que garante a propriedade

mostrada na equacao 3-3 e é definido por

d(z;) = Z k(zi, x;). (3-7)
z;eX
A matriz de transicao assim construida captura a estrutura geométrica
local de um elemento. A interpretacao do que representa essa geometria local
depende das propriedades utilizadas para a definicao da funcao ntcleo sobre o
conjunto.

Existe uma distribuigcao estacionéria associada a cadeia de Markov cons-

truida, e é dada por d(z;)
7T(.CE1) = : . (3_8)
ZwkEX d(xk)
A cadeia é reversivel por construcao e verifica-se que
(i) p(xi, x;) = m(x;) plaj, ;). (3-9)

A matriz de transicao captura a anisotropia do conjunto utilizado para con-
strui-la e se torna dependente da distribuigao estacionaria associada. Existe um
operador simétrico de difusao, denotado por A, ligado a matriz P, cujos ele-
mentos, a(z;, ;), sdo calculados utilizando os elementos de P e a distribuicao

estacionaria m, da forma

a(z;, ;) = < p(@i, 7). (3-10)

E importante ressaltar que o operador simétrico A e a matriz P possuem os

mesmos autovalores.

3.3
Propriedades Espectrais

O espectro da matriz de transicao revela diversas propriedades estruturais
do grafo que representa. Autovalores e autovetores sao usados para compreen-
der os diversos parametros que compoem o complexo relacionamento existente
entre os seus vértices (3).

Existe uma decomposicao espectral da matriz de transigao, tal que
planx) =Y N ti(a) @ilay), (3-11)
1>0

onde ;(-) e ¢i(+) sdo, respectivamente, as coordenadas da dimensao 1 das
autofungoes a esquerda e a direita da matriz P. Uma importante caracteristica

sobre o comportamento dos autovalores da matriz P é que (25)
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X=1>|MN|> X > >N (3-12)

Teorema 3.1 (Convergéncia Espectral) Os autovalores \; de uma matriz

de transicao P sao tais que |[N\;| <1 elim, oo Ay =0 (24).

A Figura 3.1 apresenta o espectro de uma matriz de transigao, com
valores positivos na diagonal e nao-negativos nas outras posicoes, de dimensao
400x400, que foi normalizada. O grafico mostra a tendéncia de queda dos

autovalores e como uma grande quantidade deles se aproxima de zero.
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Figura 3.1: Comportamento dos autovalores de uma matriz de transicao .

3.4
Algoritmo

O algoritmo 1 sintetiza os passos necessarios para a construgao da cadeia
de Markov associada a um conjunto X. Esta cadeia é descrita como uma
matriz de probabilidades de transicao, P, que guarda os pesos que a funcao
nicleo atribui aos relacionamentos existentes entre os elementos do conjunto

trabalhado (2).
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Algoritmo 1 Montagem da matriz de transi¢cao associada a um conjunto X.

Entrada: O conjunto X.
Saida: A matriz de transicao P.

1. Escolhe-se uma funcao, h : R — R, e define-se o nicleo em funcao dela,
tal que k(z;,z;) = h(||lz; — x;||?), com h(0) > 0 e h(t) >0, ¢t > 0.

2. Calcula-se o fator normalizador para cada um dos elementos,

d(x;) = D, ex k(wi, 25).

3. Calcula-se as I;)robabilidades de transicao pela normalizacao dos pesos,
) N k(x;,z;
p(xlaxj) — Td(z)
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