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Apêndice 

A. Algoritmo explícito de Euler 

 

Este material foi reproduzido a partir da tese de doutorado de Alvaro Costa 

(Costa, 1984). A aplicação deste algoritmo no presente trabalho é restrito ao 

tratamento de materiais com lei constitutiva visco-elástica. A título de 

desenvolvimento do algoritmo será utilizada a lei de fluência empírica da 

equação A.1, normalmente empregada na simulação do comportamento quase-

estático dos evaporitos. 

 

A integração das deformações por fluência, quando mantidos constantes a 

temperatura e a tensão diferencial, é dada por: 

 

�� = � ∙ �� ∙ �	
 ∙ �	�        (A.1) 

 

Onde �� é a deformação axial de fluência, ou equivalente, no caso triaxial 

de tensões; � é o tempo; �	 é a tensão diferencial; �	 é a temperatura e �, �, �, � 
são constantes obtidas a partir de ensaios de laboratório.  

 

Para o caso em que a tensão diferencial e a temperatura são variáveis 

com o tempo, a integração das deformações por fluência pode ser conduzida 

pelo procedimento adotado pela Science Applications Inc. 
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Figura A.1: Gráfico tensão, temperatura vs tempo, e deformação vs tempo 

(modificado – Costa, 1984). 

 

A.1. Procedimento da Science Applications, Inc. (SAI) 

 

Adotando-se o procedimento da SAI, a continuidade da curva de fluência 

é garantida pela determinação de um parâmetro � correspondente à translação 

na variável tempo, responsável pela geração de uma nova curva de fluência com 

os novos valores das variáveis de estado, temperatura e tensão diferencial. 

Admitindo-se intervalos finitos de tempo e a representação step wise da 

evolução com o tempo da temperatura e tensão diferencial, tem-se: 

 

Para: 

�	 � � � �� → �� = � ∙ �� � �	�� ∙ �	� ∙ �	
     (A.2) 

 

Para: 

�� � � � �� → �� = � ∙ �� � ���� ∙ ��� ∙ ��
     (A.3) 
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Figura A.2: Parâmetro �, para tensão e temperatura variáveis (modificado – 

Costa, 1984). 

 

O parâmetro � é obtido por intermédio da exigência da continuidade da 

deformação por fluência em � = ��: 
 

→ � ∙ ��� � �	�� ∙ �	� ∙ �	
 = � ∙ ��� � ���� ∙ ��� ∙ ��
    (A.4) 

 

Sendo � função do tempo.  

 

A função contínua ���� é obtida por cálculo diferencial admitindo-se que, 

no caso mais geral, em que se tenha temperatura e tensões diferenciais 

variáveis, o incremento infinitesimal de ��, decorre de variações infinitesimais de 

�, � e �: 

 

��� = ����� �� � ����� �� � ����! �� � ����" ��#     (A.5) 
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Como pelo próprio fenômeno de fluência, um incremento de deformação 

deve estar associado a um intervalo de tempo, é preciso que a segunda parte da 

equação A.5 seja nula, de tal modo que esta condição física seja satisfeita para 

o caso matemático em que dt=0. 

 

���� �� � ����! �� � ����" �� = 0       (A.6) 

 

Mas,  

 

�� = � ∙ %� � ����&� ∙ ����� ∙ �
���      (A.7) 

'��'! = 
∙(∙%�) ���&*∙"+���∙!,���!���        (A.8) 

'��'! = 
∙�����!���          (A.9) 

'��'" = �∙(∙%�) ���&*∙"+���∙!,���"���        (A.10) 

'��'" = �∙�����"���          (A.11) 

'��' = � �∙(∙%�) ���&*∙"+���∙!,���%�) ���&        (A.12) 

'��' = � �∙�����%�) ���&         (A.13) 

 

Substituindo-se A.9, A.11 e A.13 em A.6: 

 

� �∙����) ��� � � ∙ �� '!! � � ∙ �� '"" = 0      (A.14) 

 

�� = �!�� ��; �� = �"�� ��; �� = � �� ��      (A.15) 

 

Substituindo-se A.15 em A.14: 

 

� ' ��) � = � ∙ !-! �� � � "-" ��       (A.16) 

→ ���� = �	 � . ��) ���/�0 �� ∙ !-! � � ∙ "-"#��     (A.17) 

 

A equação geral contínua de fluência é então escrita por: 

 

����� = �1� � ����2� ∙ 1����2
 ∙ 1����2�      (A.18) 
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A integração com o tempo da deformação ����� no algoritmo explícito de 

Euler pode ser encontrada por dois processos: 

 

- Primeiro Processo: obtenção do parâmetro ���� a partir da condição de  
continuidade da curva de fluência para um instante � qualquer. 

- Segundo Processo: integração numérica direta da equação ������. 
PRIMEIRO PROCESSO 

 

Figura A.3: Primeiro processo (modificado – Costa, 1984). 

 

Cálculo dos parâmetros λ que introduzem continuidade na deformação 

por fluência. 

 

Obtenção de λ1: 

 

�� = ��         (A.19) 

��� � �3�� ∙ �3
 ∙ �3� = %�� � �����&� ∙ ��
 ∙ ���      (A.20) 

%�� � �����&� = ��� � �3�� ∙ !4,!/, ∙ "4+"/+      (A.21) 

����� = �� � 5��� � �3�� ∙ �!4!/#
 ∙ �"4"/#�6
/*
     (A.22) 

 

Cálculo de λ(t2): 
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1�� � �����2� ∙ ��
 ∙ ��� = 1�� � �����2� ∙ ��
 ∙ ���      (A.23) 

����� = �� � 71�� � �����2� ∙ �!/!8#
 ∙ �"/"8#�9
/*
     (A.24) 

 

Para dois instantes t quaisquer: 

 

���:� = �: � 71�: � ���:)��2� ∙ �!;</!; #
 ∙ �";</"; #�9/*    (A.25) 

 

Figura A.4: Incremento de deformação por fluência (modificado – Costa, 1984). 

 

∆�� = >�1�: � ���:)��2� ∙ �:)�
 ∙ �:)�� � �1�:)� � ���:)��2� ∙ �:)�
 ∙ �:)�� ? (A.26) 

 

SEGUNDO PROCESSO 

 

����� = �1� � ����2� ∙ �
 ∙ ��        (A.27) 

�-���� = �∙(∙1�) ���2*∙!,∙"+1�) ���2        (A.28) 

�-���� = �∙�����1�) ���2         (A.29) 

 

Com base na equação (A.27): 

 

1� � ����2 = @ �����(∙!,∙"+A
/*
        (A.30) 

 

Substituindo (A.30) em (A.29): 
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�-���� = � ∙ ����� ∙ �(∙!,∙"+����� #
/*
       (A.31) 

�����/*)� ∙ �-���� = � ∙ �/* ∙ �,* ∙ � +*      (A.32) 

 

Integrando ambos os membros da equação (A.32): 

 

. ����/*)��� = � ∙ �/* ∙ . �,* ∙ � +*	���3�3       (A.33) 

����� = �C. �,* ∙ � +*	���3 D�       (A.34) 

 

A integração da equação A.34 pode ser feita numericamente. Admitindo-

se que se conheça a deformação por fluência, a temperatura e a tensão 

diferencial após n intervalos de tempo ∆�, a deformação no instante �E � 1�∆� 
pode ser escrita por: 

 

�:G�� = � 5C. �,* ∙ � +*	��:∙∆�3 D � C. �,* ∙ � +*	���:G��∆�:∙∆� D6�    (A.35) 

 

Aplicando-se a regra de Simpson para a solução da segunda integral. 

 

�:G�� = � HC. �,* ∙ � +*	��:∙∆�3 D � ∆�� I�:,* ∙ �:+* � �:G�,* ∙ �:G�+* JK�   (A.36) 

 

Mas, 

 

�:���� = � C. �,* ∙ � +*	����3 D�                                        (A.37) 

 

Sendo: 

�� = E ∙ ∆� → �:���� = �IL �
� ∙ ���	��:∙∆�
3 J� → �:������ = ��� IL �
� ∙ ��� 	��:∙∆�

3 J 

(A.38) 

Substituindo (A.38) em (A.36): 

 

�:G�� = H%�:�&/* � ∆�� ∙ �/* I�:,* ∙ �:+* � �:G�,* ∙ �:G�+* JK�    (A.39) 
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No algoritmo explícito de Euler θn+1= θn e σn+1= σn. As equações (A.39) e 

(A.26) fornecem o mesmo resultado. 

 

O desenvolvimento matemático apresentado anteriormente assume 

apenas uma componente no tensor de tensões e deformações. No caso 

multiaxial há apenas uma componente no tensor de tensões de deformações. No 

caso multiaxial de tensões e deformações ����� e ���� são substituídos pela 

deformação e tensão equivalentes definidos anteriormente pelas seguintes 

expressões: 

 

�M = NO� ∙ %PQ� � PR� � 2 ∙ TQR� � PU�&/8     (A.40) 

�M� = N�O ∙ �%�Q�&� � %�R�&� � 2 ∙ %�QR� &� � %�U�&�#/8    (A.41) 

 

Empregando-se o procedimento da SAI para integração de deformação 

efetiva de fluência, pode-se escrever o algoritmo explícito de Euler de integração 

com o tempo do tensor de deformações por fluência. 

 

Pelo princípio dos trabalhos virtuais: 

 

. V �� WX ∙ 1�∗2�Z �[ . V \]� WX ∙ 1^∗2 �Z �[ . V \_� WX ∙ 1^∗2 ∙ �P` = 0  (A.42) 

 

Onde V \]� W e V \_� W são as forças volumétricas e superficiais no instante t. 

 

Admitindo-se que o tensor de deformações total seja definido pela soma 

de uma parcela elástica e uma parcela não linear:  

 

V �� W = V �M� W � V ��� W        (A.43) 

 

O estado de tensões no instante t é dado por: 

 

V �� W = 1a2>V �� W � V ��� W?       (A.44) 

 

Sabendo-se que: 
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1b2 = 1c21^2	d	1b∗2 = 1c21^∗2       (A.45) 1�2 = 1e21^2         (A.46) 

 

E substituindo-se as equações A.44, A.45 e A.46 em A.42, tem-se: 

 

. 1�∗2X[ 1a2%V �� W � V �� �W&�Z � 1^∗2X . 1c2X1\]2[ �Z � 1^∗2X . 1c2X1\̀ 2` �P = 0 

          (A.47) 

^∗ f. 1e2X[ 1a21e2�ZV ^� W = . 1e2X[ 1a2V �� �W�Z � V g� Wh   (A.48) 

 

Onde: 

 

V g� W = . 1c2XV \[� W[ �Z � . 1c2XV \̀� W` �P     (A.49) 

 

A equação de equilíbrio em um instante t qualquer pode então ser escrita 

por: 

 

. 1e2X[ 1a21e2�ZV ^� W = . 1e2X[ 1a2V �� �W�Z � V g� W    (A.50) 

 

A.1.1. Sequência do processo incremental de integração do tensor de 

deformações por fluência aplicável a problemas de escavações 

subterrâneas.  

 

1. Geração do estado inicial de tensões nos pontos de integração dos 

elementos, devido ao peso da coluna litostática: 

 �R = ij ∙ k e �U = �Q = lm ∙ �R, TQR = 0     (A.51) 

 

Onde ij é a densidade média da coluna litostática, H é a profundidade 

do ponto de integração, �R é a pressão vertical, �U = �Q são as pressões 

horizontais, lm coeficiente de empuxo horizontal, normalmente considerado 

como sendo igual a 1.0 no caso de cavidades em depósitos evaporíticos. 

 

O cálculo das forças nodais equivalentes ao estado inicial de tensões se 

aplicável ao problema: 
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Vg"0W = . 1e2X ∙ 1�	2[ �Z       (A.52) 

 

2. Geração do tensor de deformações térmicas nos pontos de integração 

dos elementos: 

 

1�X2 = no
p �Q = q ∙ ��R = q ∙ ��U = q ∙ �iQR = 0 ∙ 0rs

t
 

 

Onde q é o coeficiente de expansão térmica do material e � é a 

temperatura. O cálculo das forças nodais equivalentes às deformações térmicas 

se aplicáveis ao problema é: 

 

1gX2 = . 1e2X ∙ 1a2 ∙ 1�X2[ �Z       (A.53) 

 

3. Cálculo do estado de tensões para t=0 (n=1): 

 

. 1e2X[ 1a21e2�Z1^2�u3 = . 1c2X1\]2�u3[ �Z � . 1c2X1\]2�u3` �P � 1gX2 � Vg"0W  
          (A.54) 1l2 ∙ 1^2 = 1v2�u3 � 1gX2 � 1g	2      (A.55) 1�2 = 1e2 ∙ 1^2         (A.56) 1�2 = 1�	2 � 1a2w1�2 � 1�X2x       (A.57) 

 

4. Cálculo do incremento no tensor de deformações por fluência entre 

dois instantes �: e �:)� por Odqvist, 1974: 

 

∆�� = O� ∆�y"yz{z0 ∙ VP�u�0W        (A.58) 

 

Onde 1P2 é o tensor de tensões desviadoras, �M é a tensão generalizada 

ou efetiva de fluência, ∆�M é o incremento da deformação generalizada ou efetiva  

é obtida com base em resultados de ensaios de laboratório ou com parâmetros 

aferidos através de análise de sensibilidade por comparação com resultados de 

experimentação de campo: 

 

∆�� = >�1�: � ���:)��2� ∙ �:)�
 ∙ �:)�� � �1�:)� � ���:)��2� ∙ �:)�
 ∙ �:)�� ? (A.59) 
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5. Cálculo do tensor acumulado de deformações por fluência 

 

V ���; W = V ���;</ W � V∆�:�W        (A.60) 

 

6. Cálculo do campo de deslocamentos V ^�; W de modo a se alcançar o 

equilíbrio estrutural, admitindo uma deformação inicial V ���; W: 
 

1l2 ∙ V ^�; W = 1v2�; � . 1e2X[ 1a2V ���; W�Z � 1gX2 � 1g	2   (A.61) 

V ��; W = 1e2 ∙ V ^�; W        (A.62) 

V ��; W = 1a2>V ��; W � V ���; W? � 1�	2 � 1�X2     (A.63) 

 

Onde 1�X2 = �a ∙ q ∙ | (tensões térmicas). 

 

7. Cálculo do parâmetro ���:�: 
 

���:� = �: � 71�: � ���:)��2� ∙ �!;</!; #
 ∙ C"y;</"y; D�9/*    (A.64) 

 

8. Reinício do processo em 4. 

 

Este algoritmo fornece uma solução condicionalmente estável exigindo a 

aplicação de pequenos intervalos de tempo na fase de fluência primária 

correspondente à fase de redistribuição de tensões da solução steady state. 

 

Devido à extensa aplicação do algoritmo explícito de Euler, 

principalmente por pesquisadores envolvidos no estudo de fluência de estruturas 

metálicas, foram desenvolvidos diversos critérios para a determinação do 

intervalo de tempo crítico acima do qual a solução se tornaria instável. Dos 

critérios pesquisados pelo autor, o que melhor conduziu a bons resultados foi o 

desenvolvido por Treharne. Por este critério o intervalo crítico é dado por: 

 

Δ� < �O ��G��� �(∙�∙
∙�∙"y+</∙!,</∙�*</       (A.65) 

 

Quando se utiliza, para equação de fluência, a expressão: 
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�M = � ∙ �M� ∙ �� ∙ �
        (A.66) 
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B. Algoritmo implícito incremental iterativo, método “α” de 

integração das deformações por fluência com o tempo 

 

Este material foi reproduzido a partir da tese de doutorado de Alvaro 

Costa (Costa, 1984).  

 

A aplicação deste algoritmo é restrita no presente trabalho, ao tratamento 

de materiais com lei constitutiva visco-elástica. A título de desenvolvimento do 

algoritmo será utilizada a lei de fluência empírica apresentada, normalmente 

empregada na simulação do comportamento quase-estático dos evaporitos. 

 

B.1. Integração das deformações por fluência com o tempo 

 

Para este algoritmo emprega-se o método “α” de integração. Entre os 

instantes t e t+∆t a deformação por fluência varia, bem como a tensão diferencial 

e a temperatura. 

 

Figura B.1: Incremento de tensão e deformação por fluência (modificado – 

Costa, 1984). 

 

O incremento da deformação efetiva é dado por: 

 

∆�M� = ∆� ∙ �-M��G�∙∆�         (B.1) 

 

Onde: 

 

�-M��G�∙∆� = � ∙ � ∙ �� � q ∙ ∆���)� ∙ �
 ∙�G�∙∆� �M�G�∙∆�     (B.2) 
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�M = �1 � q� ∙ �M� � q ∙�G�∙∆� �M�G∆�       (B.3) 

V P�G�∙∆� W = �1 � q� ∙ V P� W � q ∙ V P�G∆� W      (B.4) 

 

Sendo [t+α·∆tS] o tensor de tensões desviadoras. 

 

O método proposto está ilustrado na Figura B.2 e consiste em se obter o 

valor da derivada no instante � � q ∙ ∆� empregando-se os valores extremos das 

variáveis de estado temperatura e tensão. 

 

 

Figura B.2: Variáveis extremos de tensão (modificado – Costa, 1984). 

 

∆�M = �M�G∆� � �M� 		�����	�� = ∆��      (B.5) 

∆�M� = �M�G�∙∆� � �M� 	�����	�� = ∆��      (B.6) 

�M�G�∙∆� = C "yz�∆z ) "yz
∆� D ∙ q ∙ ∆� � �M�        (B.7) 

�M = �1 � q� ∙ �M� � q ∙�G�∙∆� �M�G∆�       (B.8) 

 

Com base nas equações B.2, B.3 e B.4 e aplicando-se a lei por Odqvist, 

o tensor de deformações por fluência no instante � � ∆� pode ser escrito por: 

 

V ���G∆� W = V ��� W � ∆� ∙ O� ∙ � "yz��∙∆z ∙ �-M��G�∙∆� ∙ V P�G�∙∆� W    (B.6) 

 

Escrevendo-se o tensor de tensões desviadoras por: 

 1P2 = 1�2 ∙ 1�2         (B.7) 
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1�2 =
��
��
���

�O � �O� �O � �O
				0 � �O0 � �O0 0� �O � �O				
2 00 � �O��

��
��
       (B.8) 

 

E substituindo-se B.7 em B.6: 

 

V ���G∆� W = V ��� W � ∆� ∙ O� ∙ � "yz��∙∆z ∙ �-M��G�∙∆� ∙ 1�2 ∙ V ��G�∙∆� W   (B.9) 

i�G�∙∆� = O� ∙ � "yz��∙∆z ∙ �-M��G�∙∆�        (B.10) 

→ V ���G∆� W = V ��� W � ∆� ∙ i�G�∙∆� ∙ 1�2 ∙ V ��G�∙∆� W    (B.11) 

 

B.2. Sequência do processo incremental iterativo de integração do tensor 

de deformações por fluência aplicável a problemas de escavações 

subterrâneas 

 

Considerando-se válido que a deformação total seja a soma de uma 

parcela elástica e uma parcela não-linear: 

 

V ��G∆� W = V �M��_��G∆� W � V ���G∆� W      (B.12) 

 

Sendo V ��G∆� W o tensor de deformação total, V �M��_��G∆� W a parcela elástica 

e  V ���G∆� W é a parcela não linear. 

 

Empregando-se a equação matricial B.12 o tensor de tensões [t+∆t
σ] é 

definido por: 

 

V ��G∆� W = 1a2>V ��G∆� W � V ���G∆� W? � 1�	2 � 1�!2    (B.13) 

 

Onde 1�	2 é a tensão devido ao estado inicial de tensões e 1�!2 tensão 

devido às deformações térmicas. 

  

Com a equação B.13 pode-se escrever a equação de equilíbrio no 

instante � � ∆� pela aplicação do princípio dos trabalhos virtuais. 

 

. 1�∗2X ∙ V ��G∆� W�Z �[ . 1^∗2X ∙ V \_�G∆� W�P �` . 1^∗2X ∙ V \]�G∆� W�Z = 0[  (B.14) 
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. 1�∗2X ∙ >1a2 ∙ %V ��G∆� W � V ���G∆� W& � 1�	2 � V �!�G∆� W?�Z �[ . 1^∗2X ∙`
V \_�G∆� W�P �. 1^∗2X ∙ V \]�G∆� W�Z = 0[       (B.15) 

 

Substituindo-se as equações de �∗ e ^∗, chega-se à equação de 

equilíbrio quase-estático da estrutura no instante � � ∆�: 
 

. 1e2X ∙ 1a2 ∙ V ��G∆� W�Z = . 1c2X ∙ V \_�G∆� W�P � . 1c2X ∙ V \]�G∆� W�Z � . 1e2X ∙[[`[
1�	2�Z � . 1e2X ∙ V �!�G∆� W�Z[ � . 1e2X ∙ 1a2 ∙ V ���G∆� W�Z[    (B.16) 

 

. 1e2X ∙ 1a2V ��G∆� W�Z =[ . 1e2X ∙ 1a21e2�ZV ^�G∆� W[     (B.17) 

 

Substituindo B.17 em B.16 e chamando: 

 

V v�G∆� W = . 1c2X ∙ V \_�G∆� W�P � . 1c2X ∙ V \]�G∆� W�Z[`     (B.18) 

 

Tem-se: 

 

. 1e2X ∙ 1a21e2�ZV ^�G∆� W[ = V v�G∆� W � . 1e2X ∙ 1�	2�Z � . 1e2X ∙ V �!�G∆� W�Z[[ �

. 1e2X ∙ 1a2 ∙ V ���G∆� W�Z[        (B.19) 

1l2 = . 1e2X ∙ 1a21e2�Z[        (B.20) 

1l2 ∙ V ^�G∆� W = V v�G∆� W � . 1e2X ∙ 1�	2�Z � . 1e2X ∙ V �!�G∆� W�Z[[ � . 1e2X ∙ 1a2 ∙[V ���G∆� W�Z         (B.20) 

 

Por observação do sistema de equações em B.20 é fácil se constatar a 

não-linearidade do problema: 

 

Como [t+∆t
ε

f] é função de [t+∆t
σ] e por sua vez [t+∆t

σ] é função de [t+∆t
ε], que 

por sua vez é função de [t+∆tU], conclui-se ser o sistema não-linear, devendo ser 

resolvido passo a passo. 

 

Além do sistema de equações ser não linear, a equação constitutiva é 

também não linear. 
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V ���G∆� W = V ��� W � ∆� ∙ i�G�∙∆� ∙ 1�2 ∙ V ��G�∙∆� W     (B.21) 

V ��G�∙∆� W = �1 � q� ∙ V �� W � q ∙ V ��G∆� W     (B.22) 

V ��G∆� W = 1a2 ∙ %V ��G∆� W � V ���G∆� W& � 1�	2 � V �!�G∆� W    (B.23) 

 

Os sistemas B.21, B.22 e B.23 podem ser resolvidos por dois métodos:  

 

1. Substituição Sucessiva: 

 

V ��G���G∆� W = V ��� W � ∆� ∙ i� ∙ 1�2�G�∙∆� ∙ V ���G�∙∆� W    (B.24) 

 

Onde k=k-ézimo passo iterativo 

 

V ���G�∙∆� W = �1 � q� ∙ V ��� W � q ∙ V ���G∆� W     (B.25) 

V ��G��G∆� W = a ∙ >V ���G∆� W � V ��G���G∆� W? � �	 � �!�G∆�     (B.26) 

 

Onde i = i-ézimo passo incremental iterativo do sistema de equações de 

equilíbrio. 

 

Os sistemas B.21, B.22 e B.23 devem ser resolvidos recursivamente até 

que seja atingida a condição steady-state, ou seja: 

 

V ��G���G∆� W � V ����G∆� W � ����       (B.27) 

V ��G��G∆� W � V ���G∆� W � ����          (B.28) 

 

Após a tolerância ter sido satisfeita, o valor de V ��G���G∆� W é substituído no 

sistema de equações em B.20, obtendo-se mais um passo no campo de 

deslocamentos	V ^�G��G∆� W 
 

1l2 ∙ V ^�G��G∆� W = . 1c2X ∙ V \_�G∆� W�P � . 1c2X ∙ V \]�G∆� W�Z[` � . 1e2X ∙ 1�	2�Z �[
. 1e2X ∙ V �!�G∆� W�Z[ � . 1e2X ∙ 1a2 ∙ V ��G���G∆� W�Z[     (B.29) 

 

Calculado o valor de V ^�G��G∆� W obtém-se V ��G��G∆� W=1e2 ∙ V ^�G��G∆� We com 

o valor de V ��G��G∆� W, reinicia-se a recursividade sobre as equações B.24, B.25 e 
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B.26. A cada passo iterativo na obtenção do campo de deslocamentos, pode-se 

escrever a seguinte equação: 

 

V ^�G��G∆� W = V ^��G∆� W � V∆^�G�W      (B.30) 

 

Substituindo-se B.30 em B.29: 

 

1l2 ∙ V ^��G∆� W � 1l2 ∙ V∆^�G�W = V v�G∆� W � . 1e2X ∙ 1�	2�Z � . 1e2X ∙ V �!�G∆� W�Z[[ �
. 1e2X ∙ 1a2 ∙ V ��G���G∆� W�Z[         (B.31) 

     

Mas, 

  

1l2 ∙ V ^��G∆� W = . 1e2X ∙ 1a2 ∙ 1e2V ^��G∆� W�Z[ = . 1e2X ∙ 1a2 ∙ V ���G∆� W�Z[  (B.32) 

 

Substituindo B.32 em B.29 

 

1l2 ∙ V∆^�G�W = V v�G∆� W � . 1e2X ∙ 1a2 ∙ V ���G∆� W�Z[ � . 1e2X ∙ 1�	2�Z � . 1e2X ∙[[
V �!�G∆� W�Z � . 1e2X ∙ 1a2 ∙ V ��G���G∆� W�Z[      (B.33) 

 

A equação B.33 pode ser colocada na forma: 

 

1l2 ∙ V∆^�G�W = V v�G∆� W � . 1e2X ∙ >1a2 ∙ %V ���G∆� W � V ��G���G∆� W& � 1�	2 � V �!�G∆� W?�Z[  

         (B.34) 

 

Mas, 

 

V ��G��G∆� W = 1a2 ∙ %V ���G∆� W � V ��G���G∆� W& � 1�	2 � V �!�G∆� W   

→ 1l2 ∙ V∆^�G�W = V v�G∆� W � . 1e2X ∙ V ��G��G∆� W�Z[      (B.35) 

 

A cada iteração “i” no campo dos deslocamentos, têm-se n subiterações 

nas equações B.21 a B.23. O processo iterativo termina quando V∆^�G�W é 

aproximadamente zero. 
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O processo de substituição sucessiva nas equações B.21, B.22 e B.23 

não garante a convergência da integração. Por este motivo, no presente trabalho 

a satisfação da lei constitutiva do material é feita iterativamente pelo método de 

Newton-Raphson. 

 

B.3. Aplicação do método de Newton-Raphson na solução do sistema não-

linear que fornece o valor de V ���G∆� W 
 

Em duas iterações sucessivas no estado de tensões tem-se V ��G��G∆� W e 

V ���G∆� W, desenvolvendo-se V ���G∆� W em série de Taylor no entorno de V ���G∆� W, 
tem-se: 

 

@ ��G������G∆� A = @ �������G∆� A 7V� ��z�∆z W1�"2 9V "���z��∙∆z W ∙ �@ ��G�����G�∙∆� A � @ ������G�∙∆� A# (B.36) 

7V���W1�"2 9V "���z��∙∆z W = ∆� ∙ 1�2 ∙ V ���G�∙∆� W ∙ f ��1�"2h@ "����z��∙∆z A � ∆� ∙ i�����G�∙∆� ∙ 1�2  (B.37) 

V ��G��G∆� W = 1a2 ∙ �V �����G∆� W � @ ��G������G∆� A# � 1�	2 � 1�!2   (B.38) 

 

Substituindo-se B.36 e B.37 em B.38: 

 

@ ��G�����G∆� A = 1a2 ∙ �V �����G∆� W � @ �������G∆� A � I∆� ∙ 1�2 ∙ @ ������G�∙∆� A ∙ f ��1�"2h@ "����z��∙∆z A �
∆� ∙ i�����G�∙∆� ∙ 1�2J ∙ %V ��G��G�∙∆� W � V ���G�∙∆� W&� � 1�	2 � 1�!2   (B.39) 

 

Mas, 

 

V ��G��G�∙∆� W = �1 � q� ∙ V �� W � q ∙ ��G��G∆�      (B.40) 

V ���G�∙∆� W = �1 � q� ∙ V �� W � q ∙ ���G∆�      (B.41) 

 

Substituindo B.40 e B.41 em B.39: 
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@ ��G�����G∆� A = 1a2 ∙ �V �����G∆� W � V ��� W � ∆� ∙ V i��G�∙∆� W ∙ 1�2 ∙ @ ������G�∙∆� A �
I∆� ∙ 1�2 ∙ @ ������G�∙∆� A ∙ f ��1�"2h@ "����z��∙∆z A � ∆� ∙ i�����G�∙∆� ∙ 1�2J ��1 � q� ∙ V �� W � q ∙
V ��G���G�∙∆� W � �1 � q� ∙ V �� W � q ∙ ���G∆� #� � 1�	2 � 1�!2    (B.42) 

 

Fazendo-se as devidas modificações na equação matricial em B.42 

chega-se à equação matricial recursiva para convergência do estado de tensões: 

 

�1�2 � q ∙ ∆� ∙ 1a2 ∙ I1�2 ∙ @ ������G�∙∆� A ∙ f ��1�"2h@ "����z��∙∆z A � i��G�∙∆� ∙ 1�2J� ∙
@ ��G �¡��G∆� A = 1a2 ∙ �V �����G∆� W � V ��� W � ∆� ∙ @ i�����G�∙∆� A ∙ 1�2 ∙ @ ������G�∙∆� A � q ∙ ∆� ∙
I1�2 ∙ @ ������G�∙∆� A ∙ f ��1�"2h@ "����z��∙∆z A � i�����G�∙∆� ∙ 1�2J ∙ ���G�∙∆� � � 1�	2 � 1�!2 (B.43) 

 

A equação matricial em B.43 pode ser deduzida aplicando-se diretamente 

Newton-Raphson sobre a equação: 

 

\%V ��G∆� W& = V ��G∆� W � 1a2 ∙ �V �����G∆� W � @ ������G∆� A# � 1�	2 � 1�!2   (B.44) 

 

Calculado o valor do tensor de tensões ��G��G∆�  pode-se obter o tensor 

de deformações por fluência @ ��G������G∆� A: 
 

@ ��G ��¡��G∆� A = V ��� W � ∆� ∙ @ i�����G�∙∆� A ∙ 1�2 ∙ @ ������G�∙∆� A � q ∙ ∆� ∙ I1�2 ∙ @ ������G�∙∆� A ∙
f ��1�"2h@ "�z��∙∆z A � i��G�∙∆� ∙ 1�2J ∙ �@ ��G�����G�∙∆� A � @ ������G�∙∆� A#                        (B.45) 

 

O processo é interrompido quando: 

 

�@ ��G�����G∆� A � @ ������G∆� A# � ���      (B.46) 
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Substituindo-se @ ��G�����G∆� A, após ter sido satisfeito o critério de 

convergência, no sistema de equações de equilíbrio B.35, obtém-se mais um 

passo iterativo no campo de deslocamentos e, portanto, mais um passo iterativo 

no campo das deformações, ou seja: 

 

1l2 ∙ V∆^�G�W = V v�G∆� W � . 1e2X ∙ @ ��G�����G∆� A �Z[       (B.47) 

V ^�G��G∆� W = V ^��G∆� W � V∆^�G�W      (B.48) 

V ��G��G∆� W = 1e2 ∙ V ^�G��G∆� W       (B.49) 

 

Se V∆^�G�W não satisfaz uma tolerância pré-determinada, reinicia-se o 

processo global iterativo utilizando-se o novo valor de V ��G��G∆� W na recursividade 

em (B.43). Pode-se provar que o processo incremental iterativo do algoritmo 

implícito anterior é incondicionalmente estável para q ¢ ��. 
 

 

B.4. Método de Newton-Raphson com sub-iteração 

 

A equação matricial recursiva (B.43) é aplicada para as tensões definidas 

nos extremos do intervalo de tempo, ou seja, repetindo as expressões básicas. 

 

 

Figura B.3: Método de Newton-Raphson com sub-iteração (modificado – Costa, 

1984). 

 

V ��G�∙∆� W = V "z�∆z W)V "z W∆� ∙ q ∙ ∆� � ��       (B.50) 

V ��G�∙∆� W = �1 � q� ∙ V �� W � q ∙ V ��G∆� W     (B.51) 

V ��G∆� W = 1a2 ∙ %V ��G∆� W � V ���G∆� W& � 1�	2 � 1�!2    (B.52)  
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Pretende-se fazer a integração com o tempo do tensor de deformações 

por fluência pelo método α: 

 

V ���G∆� W = V ��� W � ∆� ∙ �-��G�∙∆�       (B.53) 

 

Onde: 

 

�-��G�∙∆� = i�G�∙∆� ∙ 1�2 ∙ V ��G�∙∆� W      (B.54) 

i�G�∙∆� = O� ∙ �- �z��∙∆z
"yz��∙∆z         (B.55) 

 

O incremento do tensor de deformações por fluência está sendo 

calculado pela multiplicação de ∆� pela derivada de V��W em � � q ∙ ∆�. Quanto 

menor o intervalo de tempo, melhor será a aproximação. 

 

Subdividindo-se o intervalo de tempo ∆� em n sub-intervalos de tempo �� a 

integração anterior garante uma aproximação sensivelmente superior. 

 

 

Figura B.4: Subdivisão de intervalos de tempo ∆� em n sub-intervalos de tempo 

�� (modificado – Costa, 1984). 
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Figura B.5: Subdivisão de intervalos de tempo ∆� em n sub-intervalos de tempo 

�� (modificado – Costa, 1984). 

 

@ ��X£G¤X A = V ��X£ W � ∆� ∙ V �-�X£G�∙∆� W = V ��X¥ W     (B.56) 

 

A aproximação linear conduz a um resultado mais satisfatório. Entre dois 

subintervalos de tempo consecutivos quaisquer, tem-se: 

 

 

Figura B.6: Subintervalos de tempo consecutivos (modificado – Costa, 1984). 

 

@ �X¦G�∙¤� A = �1 � q� @ �X¦ A � q ∙ @ �X¦ A      (B.57) 

@ ��X¦�/ A = @ ��X¦ A � �� ∙ iX¦G�∙¤� ∙ 1�2 ∙ @ �X¦G�∙¤� A    (B.58) 

@ �X¦�/ A = 1a2 �@ �X¦G� A � @ ��X¦G� A# � 1�	2 � 1�!2    (B.59) 

 

O tensor @ �X¦G� A não é obtido diretamente do campo de deslocamentos 

V ^�G∆� W, pois o mesmo é obtido no final do intervalo de tempo � � ∆� a partir do 

sistema de equações de equilíbrio. 

 

Reescrevendo-se o sistema de equações de equilíbrio: 
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1l2 ∙ V∆^�G�W = V v�G∆� W � . 1e2X[ ∙ ��G��G∆� �Z    (B.60) 

 

Resolvido o sistema B.60 tem-se: 

 

V ^�G��G∆� W = V ^��G∆� W � V∆^�G�W      (B.61) 

 

Com V ^�G��G∆� W calcula-se V ��G��G∆� W: 
 

V ��G��G∆� W = 1e2 ∙ V ^�G��G∆� W       (B.62) 

 

Para se obter o valor de @ �X¦�/ A admite-se que a variação de 1�2 entre  � e 

� � ∆� seja linear: 

 

@ �X¦G� A = 	 V �� W � �z�∆z ) �z∆� %|§G� � �&      (B.63) 

 

Onde |§G� = |§ � �� e �� = ∆�:  

 

Aplicando-se Newton-Raphson em B.58 e B.59 chega-se à equação 

matricial de recursividade para o subintervalo de tempo |§ e |§G�: 
 

¨1�2 � q ∙ �� ∙ 1a2 ∙ ©1�2 ∙ @ ����X¦G�∙¤� A ∙ f�����1�"2h5 "���ª¦��∙«z 6 � i���X¦G�∙¤� ∙ 1�2¬­ ∙
@ ��G �¡�®¯�  A = 1a2 ∙ ¨@ ����X¦�/ A � @ ��X¦ A � �� ∙ @ i�X¦G�∙¤� A ∙ 1�2 ∙ @ ��X¦G�∙¤� A � q ∙ �� ∙
©1�2 ∙ @ ��X¦G�∙¤� A ∙ f ��1�"2h5 "����ª¦��∙«z 6 � i�X¦G�∙¤� ∙ 1�2¬ ∙ �����X¦�/ ­ � 1�	2 � 1�!2  

          (B.64) 

   

O tensor de deformações por fluência é dado por: 
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@ ��G ��¡�®¯�  A = @ �����®¯ A � �� ∙ @ i�X¦G�∙¤� A ∙ 1�2 ∙ @ �����X¦G�∙¤� A � q ∙ �� ∙ ©1�2 ∙
@ �����X¦G�∙¤� A ∙ f ��1�"2h5 "�ª¦��∙«z 6 � i�X¦G�∙¤� ∙ 1�2¬ ∙ �@ ��G����X¦G�∙¤� A � @ �����X¦G�∙¤� A#  

          (B.65) 

 

Examinando-se o algoritmo implícito anterior, verifica-se que o 

incremento de deformações não-lineares é calculado no instante � � q ∙ ∆� em 

função do estado de tensões V �� W e V ��G∆� W. 
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C. Dedução da equação de cálculo do incremento no 

tensor de deformações por fluência entre dois instantes �: 

e �:)� por Odqvist, 1974 

 

No presente trabalho, adota-se a formulação apresentada por Odqvist, na 

qual a equação constitutiva é deduzida inicialmente para a fase de fluência 

secundária, onde o tensor de velocidades de deformação é constante com o 

tempo adotando-se como lei constitutiva para a velocidade de deformação a 

função potencial de Norton.  

 

Posteriormente, esta formulação é estendida para ambas as fases de 

fluência, transiente ou secundária, para uma lei constitutiva qualquer.  

 

Admitindo-se a incompressibilidade do material. 

 �-�� = �-�� � �-�� � �-OO = 0       (C.1) 

 

Adota-se, do mesmo modo que Von Mises, a velocidade de dissipação 

da energia plástica acumulada °- : 
 

± = ��§��§ → °- = ��§�-�§ = P�§�-�§ � �O ��§����-�§ = P�§�-�§   (C.2) 

 

Considerando (1): 

 °- = P�§�-�§         (C.3) 

 

Se a velocidade de dissipação da energia plástica acumulada varia com o 

tempo, permanecendo constante o tensor de velocidades de deformação (�-�§), 
(fase de fluência secundária) pode-se escrever: 

 

�°- = �P�§�-�§ → �-�§ = �²-�`�¦          (C.4) 

 

Considerando-se como Von Mises a hipótese de que °-  é uma função 

potencial plástica de escoamento do material, função de uma grandeza escalar 
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�M, dependente das 6 componentes de tensões desviadoras e invariantes 

segundo o sistema cartesiano, a equação anterior pode ser escrita por: 

 

�-�§ = �²-�"y ∙ �"y�`�¦           (C.5) 

 

Em um instante t qualquer pode ser escrito por: 

 

�-�§ = ³� ∙ P�§         (C.6) 

 

Onde ³�  é função de �M. 
 

Com a equação C.6, chega-se a mais uma hipótese em consequência da 

formulação proposta, ou seja, a da coaxialidade entre o tensor de velocidade de 

deformação com o tensor de tensões desviadoras. 

 

Com esta nova hipótese pode-se escrever: 

 

�-Q� = ³ ∙ PQ 

�-R� = ³ ∙ PR 

�-U� = ³ ∙ PU 
�-QR� = ³ ∙ TQR 

�-QU� = ³ ∙ TQU 
�-RU� = ³ ∙ TRU           (C.7) 

 

Também são válidas as seguintes relações de proporcionalidade: 

 

%�-Q� � �-R�& = ³ ∙ %PQ � PR& 
%�-R� � �-U�& = ³ ∙ %PR � PU& 
%�-U� � �-Q�& = ³ ∙ �PU � PQ� 
�-QR� = ³ ∙ TQR 

�-QU� = ³ ∙ TQU 
�-RU� = ³ ∙ TRU         (C.8) 
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Elevando-se ao quadrado as equações e multiplicando as três últimas 

equações por 6 e finalmente somando-se todas as equações, resulta: 

 

%�-Q�&� � %�-R�&� � 2 ∙ �-Q� ∙ �-R� � %�-R�&� � %�-U�&� � 2 ∙ �-R� ∙ �-U� � %�-U�&� � %�-Q�&� � 2 ∙ �-U� ∙
�-Q� � 6 ∙ %�-QU� &� � 6 ∙ %�-QR� &� � 6 ∙ %�-RU� &� = ³�%PQ� � PR� � 2 ∙ PQ ∙ PR � PR� � PU� � 2 ∙
PR ∙ PU � PU� � PQ� � 2 ∙ PU ∙ PQ � 6 ∙ TQR� � 6 ∙ TQU� � 6 ∙ TRU�&   (C.9) 

 

→ 2 ∙ %�-Q�&� � 2 ∙ %�-R�&� � 2 ∙ %�-U�&� � 2 ∙ �-Q� ∙ �-R� � 2 ∙ �-R� ∙ �-U� � 2 ∙ �-U� ∙ �-Q� �
6 ∙ %�-QR� &� � 6 ∙ %�-QU� &� � 6 ∙ %�-RU� &� = ³�%2 ∙ PQ� � 2 ∙ PR� � 2 ∙ PU� � 2 ∙ PQ ∙ PR � 2 ∙
PR ∙ PU � 2 ∙ PU ∙ PQ � 6 ∙ TQR� � 6 ∙ TQU� � 6 ∙ TRU�&    (C.10) 

 

Mas, 

 

%PQ � PR � PU&� = 0 = PQ� � PR� � PU� � 2 ∙ PQ ∙ PR � 2 ∙ PR ∙ PU � 2 ∙ PQ ∙ PU (C.11) 

%�-Q� � �-R� � �-U�&� = 0 = %�-Q�&� � %�-R�&� � %�-U�&� � 2 ∙ �-Q� ∙ �-R� � 2 ∙ �-R� ∙ �-U� � 2 ∙ �-U� ∙ �-Q�    

(C.12) 

 

Substituindo-se estas duas últimas equações na anterior: 

 

3 ∙ %�-Q�&� � 3 ∙ %�-R�&� � 3 ∙ %�-U�&� � 6 ∙ %�-QR� &� � 6 ∙ %�-QU� &� � 6 ∙ %�-RU� &� = ³�%3 ∙ PQ� �
3 ∙ PR� � 3 ∙ PU� � 6 ∙ TQR� � 6 ∙ TQU� � 6 ∙ TRU�&    (C.13) 

 

Dividindo-se a equação por 3: 

 

@%�-Q�&� � %�-R�&� � %�-U�&� � 2 ∙ %�-QR� &� � 2 ∙ %�-QU� &� � 2 ∙ %�-RU� &�A = ³�VPQ� � PR� �
PU� � 2 ∙ TQR� � 2 ∙ TQU� � 2 ∙ TRU�W      (C.14) 

 

Define-se agora a tensão e a deformação generalizada ou efetiva de 

fluência: 

 

Tensão efetiva de fluência: 
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�M = NO� ∙ %PQ� � PR� � PU� � 2TQR� � 2TQU� � 2TRU�&/8    (C.15) 

 

Deformação efetiva de fluência: 

 

�-M� = N�O @%�-Q�&� � %�-R�&� � %�-U�&� � 2 ∙ %�-QR� &� � 2 ∙ %�-QU� &� � 2 ∙ %�-RU� &�A/8 (C.16) 

 

As definições anteriores, com introdução dos termos NO� e N�O deve-se à 

condição desses invariantes de tensões e velocidades de deformação se 

igualarem à tensão e velocidade de deformação uniaxial no caso das curvas 

experimentais obtidas nos ensaios uniaxiais. 

 

Substituindo-se as definições (C.15), (C.16) em (C.14): 

 

�M = NO� ∙ �� ∙ NO� ∙ �-M�        (C.17) 

³ = �-y�"y ∙ O�         (C.18) 

 

Substituindo-se (C.18) em (C.7): 

 

n¶¶
¶o
¶¶¶
p �-Q��-R��-U��-QR��-QU��-RU� r¶

¶¶s
¶¶¶
t
= O� ∙ �-y�"y ∙

n¶
o
¶p
PQPRPUTQRTQUTRUr¶

s
¶t

            (C.19) 

 

Sabe-se que: 

 

�-QR� = �-·�̧��-QU� = �-·¹��
�-RU� = �-¸¹��

         (C.20) 

 

Substituindo: 
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n¶¶
¶o
¶¶¶
p�-Q��-R��-U�i-QR�i-QU�i-RU� r¶

¶¶s
¶¶¶
t
= O� ∙ �-y�"y ∙

n¶¶
o
¶¶p

PQPRPU2 ∙ TQR2 ∙ TQU2 ∙ TRUr¶¶
s
¶¶t

       (C.21) 

 

Finalmente pode-se empregar como equação constitutiva geral a 

equação: 

 
'��¦'� = O� ∙ �"y ∙ �-M ∙ P�§        (C.22) 

 

A relação entre �M e �M pode seguir a lei empírica de fluência. 

 

Esta equação é usada no cálculo do incremento no tensor de 

deformações por fluência entre dois instantes �: e �:)� por Odqvist (1974): 

 

∆�� = O� ∆�y"yz{z0 ∙ VP�u�0W        (C.23) 
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