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Apéndice

A. Algoritmo explicito de Euler

Este material foi reproduzido a partir da tese de doutorado de Alvaro Costa
(Costa, 1984). A aplicacao deste algoritmo no presente trabalho é restrito ao
tratamento de materiais com lei constitutiva visco-eldstica. A titulo de
desenvolvimento do algoritmo sera utilizada a lei de fluéncia empirica da
equacao A.1, normalmente empregada na simulagdo do comportamento quase-
estatico dos evaporitos.

A integracdo das deformagdes por fluéncia, quando mantidos constantes a
temperatura e a tensao diferencial, é dada por:

ef =A-t% ol -65 (A1)

Onde &/ é a deformacéo axial de fluéncia, ou equivalente, no caso triaxial
de tensdes; t é o tempo; g, € a tensado diferencial; 6, € a temperatura € 4,a, b, ¢
sao constantes obtidas a partir de ensaios de laboratério.

Para o caso em que a tensado diferencial e a temperatura sdo variaveis
com o tempo, a integragdo das deformacdes por fluéncia pode ser conduzida
pelo procedimento adotado pela Science Applications Inc.
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Figura A.1: Grafico tensao, temperatura vs tempo, e deformacdo vs tempo
(modificado — Costa, 1984).

A.1. Procedimento da Science Applications, Inc. (SAl)

Adotando-se o procedimento da SAl, a continuidade da curva de fluéncia
€ garantida pela determinacdo de um parametro 1 correspondente a translagao
na variavel tempo, responsavel pela geragao de uma nova curva de fluéncia com
0s novos valores das variaveis de estado, temperatura e tensao diferencial.
Admitindo-se intervalos finitos de tempo e a representagdo step wise da

evolugdo com o tempo da temperatura e tensao diferencial, tem-se:

Para:
to<t<t,oef =A-(t—t,)* oS- 6 (A.2)

Para:
t)<t<t,oef =A-(t—21)%0of-6F (A.3)
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g, e

(SF

(SHY

Figura A.2: Parametro A, para tensao e temperatura varidveis (modificado —
Costa, 1984).

O parametro 1 é obtido por intermédio da exigéncia da continuidade da

deformacao por fluénciaem t = t;:
= A (ty —t)* 0500 = A+ (ty — ) of - 67 (A.4)
Sendo 2 fungao do tempo.

A funcao continua A(t) é obtida por calculo diferencial admitindo-se que,
no caso mais geral, em que se tenha temperatura e tensdes diferenciais
variaveis, o incremento infinitesimal de ¢/, decorre de variagdes infinitesimais de
A6 eo:

Food 0ef 1149 49 1 0
def == dt+(M di+2do + 2= da) (A.5)
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Como pelo préprio fenémeno de fluéncia, um incremento de deformagéao

deve estar associado a um intervalo de tempo, € preciso que a segunda parte da

equacao A.5 seja nula, de tal modo que esta condicao fisica seja satisfeita para

0 caso matematico em que dt=0.

aef aef aef
Hd/l +%d9 +Ed0' =0

Mas,

ef =A-(t=2)" - oc(t) - 62(t)

def _ b-a(t-A(6) "0 ()62 (t)

ae a(t)

def bl ()

ae )

def _ ca(t-21) o (©)-6°(t)
do o(t)

d_ef _ cef (®)

do ~ o(t)

asf a-A(t-A()) "o (£)-6° (t)
ar =~ (t=A®)

d_ef _ aef ()

ar — (=)

Substituindo-se A.9, A.11 e A.13 em A.6:

_aef
-1

dl+b-sfﬁ+c-sfd—0=0
7] g

% 4i- dor = 2% dt- dp =
dae —Edt,da— o dt; dA = Btdt

Substituindo-se A.15 em A.14:

da 6 &
am—b'gdt+C;dt
A0 =2+ [ ER (b F D) ae

A equacéo geral continua de fluéncia é entao escrita por:

el (t) = Alt = AO]* - [6(D]° - [0(D)]°

(A.6)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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A integracdo com o tempo da deformacéo £/ (t) no algoritmo explicito de
Euler pode ser encontrada por dois processos:

- Primeiro Processo: obtencao do parametro A(t) a partir da condicdo de
continuidade da curva de fluéncia para um instante ¢t qualquer.

- Segundo Processo: integragdo numérica direta da equagao det(t).

PRIMEIRO PROCESSO

(o}
G-~ e 1
)
)
)
61 _____ )
H !
I
]
) |
& ' |
) ! 1l
I |
1
H 1 ! B
to th 12 t3
=]
of I I
O fF—==-=-+ 1 :
]
)
)
% . : :
H 1 }
) ] !
1 ! ) t
to h t2 ts
€ ' : d
) H :
1 ) ;
H ' ]
71
] S
7 1
P :’ : :
s [ '
7 ) ’ ) ;
; I \ )
1 1 : ] Il t
to ™ th k2 12 ts

Figura A.3: Primeiro processo (modificado — Costa, 1984).

Calculo dos parametros A que introduzem continuidade na deformacgéao

por fluéncia.
Obtencao de A;:
ef —¢f (A.19)
(tr = to)* 0§ - 0§ = (&1 — A(t))" - 67 - of (A.20)
a a 93 a5
(tl_/l(tl)) = (t; — to) T (A.21)
Y 1
—+ e — eya. (B0) . (2]
M) =t = |6 - ) (3) - (2)] (A22)

Calculo de A(tp):
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[t; — A(t)]* - 67 - of = [t, — A(t2)]* - 67 - 05 (A.23)
Mt) =ty — {[tz — A(t)]e - (z_)” . (Z_)C}' (A.24)

Para dois instantes t quaisquer:

At =t~ {ltn = A1 (22) - (22)] (A.25)

871

tn-2/
/

/

/

I
|
)
1
|
|
/
:tn-ll
|
I
1
)

!
|
|
I
! /
1
i
L

ya / /
7\tn—2 7\1n-1 >\fn

Figura A.4: Incremento de deformacéo por fluéncia (modificado — Costa, 1984).

Aef = {A[ty, — A(tn-1)]1* 02_1 051 — Altn_1 — Atn_2)1*- 0L, - 65_,}  (A.26)

SEGUNDO PROCESSO
() = At — A(t)]*- 6P - o€ (A.27)
() = TAT=AB]0P0C
() —aol (A.28)
o f _ a-ef(t)
&1 () TS0 (A.29)
Com base na equagao (A.27):
_ () %
[t = A0] = [ 5= (A.30)

Substituindo (A.30) em (A.29):
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1

. A-0P-gC\a

M) =a-f(t)- ( ef(t) ) (A.31)
1 1 b c

()t ef(t)=a-Aa-0a-ga (A.32)

Integrando ambos os membros da equagao (A.32):

1 1 b c
Jye®a " de =a-Aa- [ §a- gadt (A.33)

F) = A ( NG dt)a (A.34)

A integragao da equacgéao A.34 pode ser feita numericamente. Admitindo-
se que se conheca a deformagédo por fluéncia, a temperatura e a tensao
diferencial apés n intervalos de tempo At, a deformagéo no instante (n + 1)At

pode ser escrita por:

c a
o= A|([ e ot ar) + (S0 i ot at)| (A35)

Aplicando-se a regra de Simpson para a solugao da segunda integral.

b c b c a
At a E a a
s,fﬂ =A [(fn aa -ga dt> > <6n oy t6s. . 0 n+1>] (A.36)
Mas,
f _ tr b ¢ a
g, (t) = Al [, 6a-oadt (A.37)
Sendo:
nAt p a 1 1 nAt p c
q=n-At—>s,{(t)=A<j fa - aadt> —>s,{“(t)=AE<.f Hﬁ-aﬁdt>
0 0
(A.38)

Substituindo (A.38) em (A.36):

1 4 b < a
e = [(ef )+ a<9“'0 +67,, 0 ;+1)] (A.39)
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No algoritmo explicito de Euler 6,,1= 6, e 0,,1= 0,. As equacgdes (A.39) e
(A.26) fornecem o mesmo resultado.

O desenvolvimento matematico apresentado anteriormente assume
apenas uma componente no tensor de tensbes e deformagdes. No caso
multiaxial ha apenas uma componente no tensor de tensdes de deformacdes. No
caso multiaxial de tensdes e deformacdes £/ (t) e o(t) sdo substituidos pela

deformagédo e tensdo equivalentes definidos anteriormente pelas seguintes

expressoes:

1
O, = \E (Sx? + 5% + 21,2 +5,%)? (A.40)
f 2 12 12 F 2 12 %
gt = 5-((5,6) +(sy) +2-(exy) +(g}) ) (A.41)
Empregando-se o procedimento da SAl para integracdo de deformacgao
efetiva de fluéncia, pode-se escrever o algoritmo explicito de Euler de integracéo

com o tempo do tensor de deformacdes por fluéncia.

Pelo principio dos trabalhos virtuais:
T T T *

S [l lelav =, [ ] -] av—[. [*f] -[U"] -dS=0 (A.42)
Onde [ °f,] e [ f:] s@o as forgas volumétricas e superficiais no instante t.

Admitindo-se que o tensor de deformacdes total seja definido pela soma

de uma parcela elastica e uma parcela nao linear:

[ fe] = [ e.] + [ "] (A.43)
O estado de tensées no instante t é dado por:

[ ‘o] = [c1{[ *e] = [ "]} (A44)

Sabendo-se que:
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E substituindo-se as equacgdes A.44, A.45 e A.46 em A.42, tem-se:

Jy T 1eN([ “e] = [ e/ Dav = w1 f, IN"[fp]av = [U*1" g [N]"[fs]dS = 0

(A.47)

U {fV [BI" [C1[Blav[ ‘U] = [, [BIT[C][ ‘e/]dV + | tF]} (A.48)
Onde:

[F] =, INI"[ *fy]av + [, IN]T[ *fs] ds (A.49)

A equacédo de equilibrio em um instante t qualquer pode entao ser escrita
por:

J, BI"[C1[BlaV[ ‘U] = [, [BI"[C][ *e’]av +] °F] (A.50)

A.1.1. Sequéncia do processo incremental de integracdo do tensor de
deformacées por fluéncia aplicavel a problemas de escavacoes
subterraneas.

1. Geragdo do estado inicial de tensdes nos pontos de integragdo dos
elementos, devido ao peso da coluna litostatica:

Oy =VYm -Heo,=0x =Ky 0y, Ty, =0 (A.51)

Onde y,, € a densidade média da coluna litostatica, H é a profundidade
do ponto de integragdo, o, € a pressdo vertical, g, = o, sd0 as pressdes
horizontais, K, coeficiente de empuxo horizontal, normalmente considerado

como sendo igual a 1.0 no caso de cavidades em depésitos evaporiticos.

O calculo das forgas nodais equivalentes ao estado inicial de tensdes se
aplicavel ao problema:
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[Fs,] =, [B]" - [05]dV (A.52)

2. Geracao do tensor de deformacoes térmicas nos pontos de integracao

dos elementos:

& =a-0

_ sy—a-H
ler] = g=a-6
yxy=0 0

Onde a é o coeficiente de expansado térmica do material e 6 é a
temperatura. O calculo das forgas nodais equivalentes as deformagdes térmicas
se aplicaveis ao problema é:

[Fr] = [, [B]" - [C]-[er] @V (A.53)

3. Caélculo do estado de tensées para t=0 (n=1):

J, BIT[C1[B]aV[U]*=° = [, [NI"[£,]*=0dV — [, [NI"[£,1*=0dS + [Fr] + [F;,]
(A.54)
[K]-[U] = [R]*=° + [Fy] - [F,] (A.55)
[€] = [B] - [U] (A.56)
[0] = [0,] + [C){[e] — [er]} (A.57)

4. Célculo do incremento no tensor de deformagdes por fluéncia entre
dois instantes t,, e t,,_, por Odqvist, 1974:

Aef =3 Lk
2

[Se=e, ] (A.58)

Oet=t,

Onde [S] é o tensor de tensdes desviadoras, o, € a tensdo generalizada
ou efetiva de fluéncia, Ae, é o incremento da deformagao generalizada ou efetiva
é obtida com base em resultados de ensaios de laboratdrio ou com parametros
aferidos através de analise de sensibilidade por comparagdo com resultados de
experimentacdo de campo:

Al = {Alty = Atn-1]1% - 071 - 051 — Altn-1 — Atn-2)1 075 055} (A59)
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5. Calculo do tensor acumulado de deformacdes por fluéncia
(] =[] + [aer] (A.60)

6. Célculo do campo de deslocamentos ["U] de modo a se alcangar o

equilibrio estrutural, admitindo uma deformag&o inicial [¢/]:

[K1-[*"U] = "[R] + f, [BI" [C][*"ef]aV + [Fy] - [F,] (A.61)
[f¢] = [B] - [*U] (A.62)
["0] = [C){[™"e] = ["e”]} + [0o] + [o7] (A.63)

Onde [or] = —C - a - T (tensOes térmicas).

7. Galculo do parametro A(t,,):

QR

Aty) =ty — {[tn = Atn-1)]* (93—;1)b - (m)c} (A.64)

O'en
8. Reinicio do processo em 4.

Este algoritmo fornece uma solugéo condicionalmente estavel exigindo a
aplicacdo de pequenos intervalos de tempo na fase de fluéncia primaria
correspondente a fase de redistribuicao de tensdes da solugdo steady state.

Devido a extensa aplicagdo do algoritmo explicito de Euler,
principalmente por pesquisadores envolvidos no estudo de fluéncia de estruturas
metdlicas, foram desenvolvidos diversos critérios para a determinagdo do
intervalo de tempo critico acima do qual a solugdo se tornaria instavel. Dos
critérios pesquisados pelo autor, 0 que melhor conduziu a bons resultados foi o
desenvolvido por Treharne. Por este critério o intervalo critico é dado por:

4 (1+v) 1
At < -
3 E Aabco§t-gb-1ta-1

(A.65)

Quando se utiliza, para equagao de fluéncia, a expressao:
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(A.66)

.ta.eb

c
e

=A-o0
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B. Algoritmo implicito incremental iterativo, método “a” de
integracao das deformacoes por fluéncia com o tempo

Este material foi reproduzido a partir da tese de doutorado de Alvaro
Costa (Costa, 1984).

A aplicagao deste algoritmo é restrita no presente trabalho, ao tratamento
de materiais com lei constitutiva visco-elastica. A titulo de desenvolvimento do
algoritmo serd utilizada a lei de fluéncia empirica apresentada, normalmente

empregada na simulagcdo do comportamento quase-estatico dos evaporitos.
B.1. Integracao das deformacées por fluéncia com o tempo

Para este algoritmo emprega-se o método “o” de integragdo. Entre os
instantes t e t+At a deformacao por fluéncia varia, bem como a tensao diferencial
e a temperatura.

t+ A4t

t Oy

t t + At

P Y ]

e

t t+ At

Figura B.1: Incremento de tensdao e deformacdo por fluéncia (modificado —
Costa, 1984).

O incremento da deformagao efetiva é dado por:
Ael = At - trebtyS (B.1)
Onde:

t+a-At£-£ =a-A-(t+a-At)* 1. t+adtgb t+a-At0.e (B.2)
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thadty (1 _q)- tg, +a- i, (B.3)

[t+d'At5] — (1 _ a) . [ ts] +a- [t+Ats] (B4)
Sendo [**~'S] o tensor de tensdes desviadoras.
O método proposto esta ilustrado na Figura B.2 e consiste em se obter o

valor da derivada no instante t + a - At empregando-se os valores extremos das
variaveis de estado temperatura e tensao.

t + A
Oy 3
1
UC trc At
De
t + At
At
- -
At

Figura B.2: Variaveis extremos de tensdo (modificado — Costa, 1984).

Ao, = "8, — to, (para 8t = At) (B.5)
Ag) = ¥ty _ to, (para 8t = At) (B.6)
tradty (Hmf’zt— tUe) ca-At+ ‘to, (B.7)
thadty = (1 —q)- lg, +a- g, (B.8)

Com base nas equagoes B.2, B.3 e B.4 e aplicando-se a lei por Odgvist,
o tensor de deformacgdes por fluéncia no instante t + At pode ser escrito por:

[t+At£f] — [ tsf] + At %% t+a-Atéef . [t+a-AtS] (B.6)
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2 1 1
TR
1 2 1
pj=|"3 *3 0 —3 (B.8)
0 0 2 0
-1 —1 g 42
3 3 3
E substituindo-se B.7 em B.6:
[t+At£f] — [ tsf] + At - % Ha.lAtae . t+a-Até£ .[D]- [t+a-AtO_] (B.9)
t+a-Aty — % t+a-1Ata.e i t+a-Até£ (B.10)
5 [t+At£f] _ [ tgf] + At - t+0{-Aty_ [D] - [t+0{-AtO_] (B.11)

B.2. Sequéncia do processo incremental iterativo de integracao do tensor
de deformacdes por fluéncia aplicavel a problemas de escavacoes
subterraneas

Considerando-se valido que a deformacado total seja a soma de uma

parcela elastica e uma parcela nao-linear:
[t+At£] — [t+At€elaSt] + [t+At£f] (812)

Sendo [****¢] o tensor de deformagéo total, [*+4

Eelast] @ parcela elastica

e [f*Aef] é a parcela ndo linear.

t+At

Empregando-se a equagao matricial B.12 o tensor de tensées [“o] é
definido por:
[t+At0_] — [C]{[t+At£] _ [t+At£f]} + [0-0] + [0_9] (813)

Onde [o,] € a tensdo devido ao estado inicial de tensdes e [oy] tensao
devido as deformacoes térmicas.

Com a equacado B.13 pode-se escrever a equacdo de equilibrio no

instante t + At pela aplicagéo do principio dos trabalhos virtuais.

fV [5*]T . [t+At0_]dV _ fs [U*]T . [t+Ath]ds _ j‘V [U*]T . [”va]dV =0 (B14)
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fV [5*]T . {[C] . ([t+At€] _ [t+At€f]) + [Uo] + [H—AtO'g]}dV _J‘S [U*]T .

[t+Atf:g]dS _ J‘V [U*]T . [t+Atﬁ]]dV =0 (B15)

Substituindo-se as equacdes de ¢* e U*, chega-se a equagdo de
equilibrio quase-estatico da estrutura no instante t + At:

fV [B]T . [C] . [t+At£]dV — fs [N]T . [t+Atfs]dS + j‘V [N]T . [t+Atfv]dV _ j‘V [B]T .

[oo]aV — [, [B]" - [**aglaV + [, [B]" - [C]-[***e/]av (B.16)

J, BT - [C][***e]av = [, [B]" - [C][BlaV[***U] (B.17)
Substituindo B.17 em B.16 e chamando:

[“F4R] = [, [N]"-[**2£]dS + [, [N]T - [+, ]av (B.18)
Tem-se:

J, BI" - [C][Blav[***U] = [***R] — [, [B]" - [g,]aV — [, [B]" - [***“gg]aV +
J, BT -[C]- [+l ]av (B.19)
[K]1= [, [B]" - [C][B]laV (B.20)
[K1-[***U] = [***R] - [, [BI" - [0,]dV — [, [BI" - [***ap]av + f, [BI"-[C]-

[f+Atefdv (B.20)

Por observacao do sistema de equacdes em B.20 é facil se constatar a
nao-linearidade do problema:

Como [**¢'] é funcdo de [**o] e por sua vez [**'a] é funcdo de [*"'¢], que
por sua vez é funcdo de [**'U], conclui-se ser o sistema n&o-linear, devendo ser
resolvido passo a passo.

Além do sistema de equacbes ser ndo linear, a equacao constitutiva é

também nio linear.
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[t+At£f] _ [ tsf] + At - bt D). [t+a-Ato_] (B.21)
[t+a-At0_] =(1-a)- [ fo-] +a- [HAto-] (B.22)
[t+At0_] — [C] . ([f+Atg] _ [f+At£f]) + [O_O] + [t+At0_9] (823)

Os sistemas B.21, B.22 e B.23 podem ser resolvidos por dois métodos:

1. Substituicao Sucessiva:

[t+At£I]c’+1] _ [ tsf] + At - t+a-Atyk -[D]- [t+a-Ato_k] (B.24)

Onde k=k-ézimo passo iterativo

[ ] = (1—a) [ o] + a- [y ] (B.25)
[t+At0_k+1] =C- {[t+At€i] _ [t+At€I{+1]} + o, + t+At0_0 (826)

Onde i = i-ézimo passo incremental iterativo do sistema de equacdes de
equilibrio.

Os sistemas B.21, B.22 e B.23 devem ser resolvidos recursivamente até

que seja atingida a condicao steady-state, ou seja:

[(*8tel ] - [t*2%e]] < tol, (B.27)

[“%0p41] — [0y ] < tol, (B.28)

Apbs a tolerancia ter sido satisfeita, o valor de [

el,,] é substituido no
sistema de equacbes em B.20, obtendo-se mais um passo no campo de

deslocamentos [“*4(UH+1]

[K] . [C+Afui+1] — fs [N]T . [t+Atf:g]dS + fV [N]T . [t+Atﬁ]]dV _ fV [B]T . [O.o]dV _

J, BT -[**¥ag)av + [, [BI" - [C] - [**el,,]av (B.29)

Calculado o valor de [***“Ui+1] obtém-se [*4tei*1]=[B] - [**2‘Ui*]e com

o valor de [***ei*1], reinicia-se a recursividade sobre as equagdes B.24, B.25 e
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B.26. A cada passo iterativo na obtencdo do campo de deslocamentos, pode-se

escrever a seguinte equagao:
[t+AtUi+1] _ [t+AtUi] + [AUi+1] (B.30)
Substituindo-se B.30 em B.29:

[K] . [t+AtUi] + [K] . [AUL'+1] — [t+AtR] _ j‘V [B]T . [O'o]dV _ j‘V [B]T . [t+At0_6]dV +

J, [BIT-[C1-[***%el, ]dv (B.31)
Mas,

[K]-[*%Uf] = [, [B]" - [C]- [BI[***U]av = [, [B]" - [C] - [***%!]av (B.32)
Substituindo B.32 em B.29

[K]- [AU™] = [*4R] - [, [B]" - [C] - [****&']aV — [, [B]" - [o,]dV — |, [B]" -

[*2ag]av + [, [BIT - [C] - [**2%ef,,]av (B.33)
A equacao B.33 pode ser colocada na forma:

[K] . [AUi+1] — [t+AtR] _ fV [B]T . {[C] . ([t+At£i] _ [t+At£I{+1]) + [O-O] + [H-AtO'@]}dV

(B.34)
Mas,
[t+At0_i+1] =[C]- ([t+At£i] _ [t+At£I{+1]) + [00] + [t+AtO_0]
N [K] . [AUi+1] — [t+AtR] _ fV [B]T . [t+At0_i+1]dV (B.35)

A cada iteragdo “i” no campo dos deslocamentos, tém-se n subiteracées
nas equagbes B.21 a B.23. O processo iterativo termina quando [AU™*!] é

aproximadamente zero.
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O processo de substituicdo sucessiva nas equacgdes B.21, B.22 e B.23
nao garante a convergéncia da integracao. Por este motivo, no presente trabalho
a satisfacdo da lei constitutiva do material é feita iterativamente pelo método de
Newton-Raphson.

B.3. Aplicacao do método de Newton-Raphson na solucao do sistema nao-

linear que fornece o valor de [***'¢f]

Em duas iteragbes sucessivas no estado de tensbes tem-se [”“akH] e

[*%%5, ], desenvolvendo-se [***‘ef| em série de Taylor no entorno de [*%%q;],

tem-se:

[t+At££J(rll)] [t+At£I}:(i)] {[at[;:‘gf]}[”aimam] . ([t+a Ataszl] [t+a At (1)]) (B.36)

[asf] _ a- ad a i
{m}[na-ma(n] = At-[D]- [H Ata"] {[aZ]}[Ha At m] +ae- Atylg) -[D]  (B.37)
[t+AtO_ et ] — [C ([t+At (l)] [t+At ]{_Ell)]) + [o_o] + [0-9] (838)

Substituindo-se B.36 e B.37 em B.38:

[HMJIEQl =[c]- {[t+At£(i)] _ [t+At€I{(D] _ <At [D] - [t+a At Igl)] {[aa]}[HaM m]

B0 0] (7] = [ )] + o] + o] (8:39)
Mas,

[t+a-At0.k+1] — (1 _ (Z) . [ tO’] +a- t+At6k+1 (840)

[t+a-At0_k] =(1-a)- [ fo-] +a- “’Afo-k (B.41)

Substituindo B.40 e B.41 em B.39:
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[t+AtJI£21 =[c]- {[t+At£(i)] _ [ tsf] — At [t+a-Atyk ] -[D]- [t+a-Ato_]£i)] _
<At- [D]- [t+a At (l)] {[ag]}[t+aAt (1)] + At -t Atylgl) [D ]) ((1 —a)- [ to.] +a-

[t+a-Ato_li+1] —(1-a)[to]-a- f+Afgk)} + [o,] + [0p] (B.42)

Fazendo-se as devidas modificagbes na equagdo matricial em B.42
chega-se a equagao matricial recursiva para convergéncia do estado de tensdes:

{[1] +a-Ae[C]- ([D] |+ ta 0] {[aa]}[m_%(i)] 4 cradey, [D])} :
[HMGEBA] [c]- {[t+At£(i)] _ [ tgf] — At [t+a-Atylgi)] - [D]- [t+a-At0_IEi)] +a- At

(101226 7 IR 1D1) -S40} + o] + o] 49

A equagédo matricial em B.43 pode ser deduzida aplicando-se diretamente
Newton-Raphson sobre a equacéo:

f([t+Ato_]) _ [t+AtO_] —[c]- ([t+At€(i)] _ [t+At€f(i)]) +[0,] + [00] (B.44)

Calculado o valor do tensor de tenses {4t

de deformagdes por fluéncia [”Ats,ffl)]

ox+1 pOde-se obter o tensor

[t+At8£g_l)1] _ [ tgf] + At - [t+a-AtyI£i)] - [D]- [H“'MO',EO] +a-At- <[D] . [t+a-Ato_]£i)] .

{[Z_Z]}[Ha-Atak ] + t+a€-Atyk . [D]) ([t+a Ato_lgl_zl] [t+a-AtO_I£i)]) (B.45)

O processo é interrompido quando:

([t+AtO_IEi_21] _ [t+AtO.IEi)]) < tol (B.46)
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Substituindo-se [f+Afa,§i31], apoés ter sido satisfeito o critério de

convergéncia, no sistema de equacdes de equilibrio B.35, obtém-se mais um
passo iterativo no campo de deslocamentos e, portanto, mais um passo iterativo
no campo das deformacoes, ou seja:

[K] . [Aui+1] — [t+AtR] _ J‘V [B]T . [t+AtGI£21] dv (847)
[tratyi+1] = [+8ty1] 4 [AU] (B.48)
[t+At£i+1] = [B] - [HMUHl] (B.49)

Se [AU™?] nao satisfaz uma tolerancia pré-determinada, reinicia-se o
processo global iterativo utilizando-se o novo valor de [**4‘i*1] na recursividade
em (B.43). Pode-se provar que o processo incremental iterativo do algoritmo

. ;. . ;. .. p 1
implicito anterior é incondicionalmente estavel para a > >

B.4. Método de Newton-Raphson com sub-iteracao

A equacao matricial recursiva (B.43) é aplicada para as tensdes definidas
nos extremos do intervalo de tempo, ou seja, repetindo as expressdes basicas.

P+ A
'g g

t+ 4t
t =it

Figura B.3: Método de Newton-Raphson com sub-iteracdo (modificado — Costa,
1984).

t+At 1 [t
[eredts] _ GA]t[ Vg At + to (B.50)

[t+e8tg] = (1 —a) - [ to] + a - [*20] (B.51)
[t+At0_] — [C] . ([t+At€ ] _ [t+At£fD + [Uo] + [09] (B.52)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611864/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611864/CA

160

Pretende-se fazer a integracdo com o tempo do tensor de deformacgdes
por fluéncia pelo método a:

[t+At£f] = tsf] + At - trastgf (B.53)
Onde:
tradtsf _ t+a'Aty. [D]- [HOPMG] (B.54)
t+aAt, f
tracht, _ % Ha'M‘;_ (B.55)

O incremento do tensor de deformagbes por fluéncia esta sendo
calculado pela multiplicagdo de At pela derivada de [ef] em t + a - At. Quanto

menor o intervalo de tempo, melhor sera a aproximagao.

Subdividindo-se o intervalo de tempo At em n sub-intervalos de tempo §t a

integracdo anterior garante uma aproximagao sensivelmente superior.

|
T
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Ty )

) 1 \ I

1 ! | ] |

! ! : | ! ] |

| 1

\ | | | | \ | ]
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I T T R T R T N A A B T

| N N TN SN NN SN SN N NN NN AN AN SN SN SN S |
T‘ Tz T! T4 T5 T‘ T7 Tl T9 TIO Tll TQ T|3 TN TI.') TIG TI7 Tll T|9 T20

Figura B.4: Subdivisdo de intervalos de tempo At em n sub-intervalos de tempo
6t (modificado — Costa, 1984).
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Figura B.5: Subdivisdo de intervalos de tempo At em n sub-intervalos de tempo
6t (modificado — Costa, 1984).

[T8+5T€f] — [T8£f] + At - [T8+a'Atéf] — [T9€f] (856)

A aproximagéo linear conduz a um resultado mais satisfatério. Entre dois
subintervalos de tempo consecutivos quaisquer, tem-se:

-

J TJf-'(&f TJ+~1

Figura B.6: Subintervalos de tempo consecutivos (modificado — Costa, 1984).

[Tj+a-5t0_] —(-a) [Tjo_] ta- [Tfo.] (B.57)
[T,-Hsf] _ [T]-Ef] + 5t T,-+a-6ty_ D] - [T]-+a-6to_] (B.58)
[7a] = (e ([7*%e] - [7*%67]) + o] + L] 859

O tensor [Tj+1s] nao é obtido diretamente do campo de deslocamentos

[+%U], pois 0 mesmo & obtido no final do intervalo de tempo ¢ + At a partir do

sistema de equacoes de equilibrio.

Reescrevendo-se o sistema de equacdes de equilibrio:
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[K]- [AUP] = [*2R] - [, [B]" - “***o31dV (B.60)
Resolvido o sistema B.60 tem-se:

[FHAtui+] = [ + AUt (B.61)
Com [*AfUi+1] calcula-se [“*4fei+1]:

[t+At£i+1] =[B] - [t+AtUi+1] (B.62)

Para se obter o valor de [T”ls] admite-se que a variagao de [¢] entre t e

t + At seja linear:

[71%%] = [ te] + ——= (111 — t) (B.63)

At
Onde Ty, =Tj + 6t e 6t =

Aplicando-se Newton-Raphson em B.58 e B.59 chega-se a equacao

matricial de recursividade para o subintervalo de tempo T; e T, ;:

{[1] R AGE ([D] [P e+ [D])} -

[T,-+1o_§‘i11] = [C]- {[Tjﬂg(i)] _ [Tjsf] — 5t [Tj+a-5tyk ] -[D]- [T,-+a.5tak ] Y-St

Ti+ast a Ti+at T ;
([D]-[f ‘ ak]-{é}[r,.m.& op* A -[D])- f“ak<l>}+[ao]+[ae]
Ok

(B.64)

O tensor de deformacgdes por fluéncia é dado por:
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[Ti+1££5_")1] = [Tief(i)] + ot - [Tj+a-&)/k, ] -[D]- [ij.&algi)] +a-ét: <[D] :

[Tf+“'6ta,§i)] . {%}[Tﬁa.&%

Ti+a6t Ti+a8t (i) Tj+a-8t (i)
) (] [ )
(B.65)
Examinando-se o algoritmo implicito anterior, verifica-se que o

incremento de deformagdes nao-lineares é calculado no instante ¢t + a - At em

fungéo do estado de tensdes [ ‘o] e [“**'0].
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C. Deducao da equacao de calculo do incremento no
tensor de deformacoes por fluéncia entre dois instantes ¢,
e t,_, por Odqvist, 1974

No presente trabalho, adota-se a formulacao apresentada por Odgvist, na
qual a equacao constitutiva é deduzida inicialmente para a fase de fluéncia
secundéria, onde o tensor de velocidades de deformacdo é constante com o
tempo adotando-se como lei constitutiva para a velocidade de deformacéo a
funcéo potencial de Norton.

Posteriormente, esta formulacdo é estendida para ambas as fases de

fluéncia, transiente ou secundaria, para uma lei constitutiva qualquer.
Admitindo-se a incompressibilidade do material.
Exk = €11 T €2 H €33 =0 (C.1)

Adota-se, do mesmo modo que Von Mises, a velocidade de dissipacao

da energia plastica acumulada :

W = gy > & = 0yéy; = Sijéy + 3 60ucéyy = Sijéyy (C.2)
Considerando (1):

W = S;;&;; (C.3)

Se a velocidade de dissipagao da energia plastica acumulada varia com o
tempo, permanecendo constante o tensor de velocidades de deformagao (;;),

(fase de fluéncia secundaria) pode-se escrever:

ow
aSi]'

(C.4)

Considerando-se como Von Mises a hipétese de que @ é uma fungéao
potencial plastica de escoamento do material, funcdo de uma grandeza escalar
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g., dependente das 6 componentes de tensbes desviadoras e invariantes
segundo o sistema cartesiano, a equagao anterior pode ser escrita por:

_ 90 00,
gij - do, aSij (C5)

Em um instante t qualquer pode ser escrito por:
gij= kS (C.6)
Onde ‘k é fungéo de a,.
Com a equacéo C.6, chega-se a mais uma hipétese em consequéncia da
formulacao proposta, ou seja, a da coaxialidade entre o tensor de velocidade de

deformag&o com o tensor de tensbes desviadoras.

Com esta nova hip6tese pode-se escrever:

& =k-S,
& =k-s,
& =k-S,
s',}:yzk-rxy
e, =k 1y
&, =k 1, (C.7)

Também sao validas as seguintes relacdes de proporcionalidade:

(-¢f) =k (S=5,)
(é;_é;)zk'(sy_SZ)
(ég_éJ{):k'(Sz_Sx)

f

Exy =k Ty

SXZ _k TXZ

&,=k 1, (C.8)
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Elevando-se ao quadrado as equagdes e multiplicando as trés Ultimas
equacdes por 6 e finalmente somando-se todas as equacdes, resulta:

(&) + &) —2el e (&) + &)~z g e+ (&) + () -2
el +6-(eL) +6- (L) +6- (&) =k (5,2 +5,2—2-5,-5,+5,2+5,7 - 2"

Sy Sy S 48" =25, Se + 6Ty % + 6 T,,% + 6°7),%) (C.9)

S22 @) w2 () -2l -2l 2l el 4
6-(e,) +6- (L) +6- () =k2(2-S2+2-5,2+2-5,2—2-5,-S, -2

Sy S, =28, Sy + 6 Ty? + 6Ty, % + 6-7,%) (C.10)
Mas,

(5x+sy+sz)2=0=5x2+sy2+522+2-5x-5y+2-5y-sz+2-5x-sz (C.11)

2 2 2 2
(f+ef+e) =0=() + () +(f) +2-ef-&f+2-¢f-ef +2-¢f-&f
(C.12)

Substituindo-se estas duas ultimas equacgdes na anterior:

2 2 2 2 2 2
3-(ef) +3-(&) +3:-(&)) +6-(e,) +6-(eL) +6:(¢),) =k*(3-S2 +

3:5,° 4382 +6 12 +6 1,2 +6:17,,%) (C.13)
Dividindo-se a equacéo por 3:

2 2 2 2 2 2
(D) + (&) + (&) +2-(&h) +2- (L) +2- () | = k[s,® +5,7 +

S 42 Tyt +2 T2 + 21,7 (C.14)

Define-se agora a tensdo e a deformacao generalizada ou efetiva de

fluéncia:

Tensao efetiva de fluéncia:
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1

o, = \E (S2%+ 8% + 8,7 + 21,2 + 27,2 + 21,2 (C.15)

Deformacao efetiva de fluéncia:
2 2 2 2 2 2 %
g-g=\/§[(g',{) P ) 2 () 2 () w2 ()] (C.16)

e . . ~ 3 2 \
As definicbes anteriores, com introdu¢do dos termos \E e \E deve-se a

condicdo desses invariantes de tensdes e velocidades de deformagdo se
igualarem a tensao e velocidade de deformagao uniaxial no caso das curvas

experimentais obtidas nos ensaios uniaxiais.
Substituindo-se as definigdes (C.15), (C.16) em (C.14):

Ue=\/§.%.\/§.é£ (C.17)
/3

= & (C.18)

oe 2

Substituindo-se (C.18) em (C.7):

&l
&l Sx
y S.
y
5'; 3 ]S
gop=ce=ey e (C.19)
&, 2 0 |Tyy
.f Txz
Exz Tyz
uffz
Sabe-se que:
f
S W
Exy Ty
f
é}:z:% (C.20)
f
. yz
S;Z %

Substituindo:
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¢l ¢
.f x
Sy ( Sy \
f
é f S
sz >=%.%.J2"LZ' L (C.21)
ny € xy
. f | 2Ty, |
V)}z kz ) Tyz)
\Vyz
Finalmente pode-se empregar como equacdo constitutiva geral a
equacao:
degj 3 1 .
d—tjzg'o_—e'ee'sij (022)

A relacao entre ¢, e g, pode seguir a lei empirica de fluéncia.

Esta equacdo é usada no calculo do incremento no tensor de
deformagdes por fluéncia entre dois instantes t,, e t,_, por Odqvist (1974):

Nef =3B . [5._, ] (C.23)

Oet=t,



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611864/CA




