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2
Modelagem de mercados financeiros

2.1
Origem da volatilidade dos precos

Para apresentar uma descricdo adequada das séries temporais de precos, €
necessario conhecer as caracteristicas principais dos mercados financeiros. Nesse
sentido, apresentamos uma definigdo de mercado aceita na literatura [02]:

“Economistas definiriam o mercado como um ‘lugar’, onde compradores e
vendedores se encontram para trocar ‘produtos’. A cada instante de tempo, o
produto tem um preco. (...) Um tipo especial de mercado é o mercado financeiro,
onde o produto negociado é, a grosso modo, dinheiro. No mercado financeiro,
grandes somas de dinheiro sdo emprestadas e investidas em commaodities, como
metais ou milho, e valores imobiliarios, como acdes. Em principio ha duas
maneiras de um investimento acontecer: na bolsa de valores ou comércio de
balcdo. ™

O mercado de interesse nesse trabalho é o investimento que acontece nas

bolsas de valores, onde sdo negociadas agdes, opc¢des e algumas commodities. E
em nosso caso, tratamos especificamente das negociacBes feitas na Bolsa de
Valores de Sao Paulo (BMF&BOVESPA), do Brasil.

Na figura a seguir apresentamos a série historica de precos de fechamento
diarios do IBOVESPA a partir do Plano Real®. Vé-se que eventualmente os
negociantes podem ter grandes perdas no curto prazo, embora haja tendéncia de
crescimento do indice no longo prazo. Por exemplo, podemos ver claramente 0s
resultados do crash em 2008 e da crise que se estendeu por parte de 2009, onde o
preco do indice BOVESPA baixou para quase metade de seu valor abruptamente.

' Tradugdo da autora.
? Trabalhando com dados posteriores a 1994, ndo temos o efeito da hiperinflagdo que atingiu o pafs
até essa data.
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Figura 2.2.1: Série de precos diaria do IBOVESPA ndo deflacionado (1994-2012). E possivel
observar que o comportamento da série é bastante irregular, apresentando tendéncias em
determinados periodos, com crescimento no longo prazo.

Sendo a tendéncia de crescimento interpretada como uma taxa de retorno do
investimento no longo prazo, podemos dizer que, subjacente a essa tendéncia de
crescimento, existe uma componente aleatéria, que pode provocar
localizadamente crescimento ou queda nos pregos. Essas flutuagdes sdo causadas
principalmente pela expectativa futura dos precos dos ativos feitas pelos agentes®,
que revelam as incertezas ou o0 conhecimento imperfeito que o mercado tém do
futuro. Como os agentes ndo concordam quanto ao preco futuro, a evolucdo dos
precos que emergem das negociagcdes ndo é deterministica, ou seja, a série de
precos ndo seguird um valor médio que representa a média das opinides. Ao invés
disso, tera um comportamento erratico, tanto maior quanto maior for essa
incerteza. A medida de incerteza que afeta as grandezas econdmicas € chamada de
volatilidade.

Em uma andlise qualitativa, quando a componente aleatéria é pequena,
observa-se 0 crescimento dos precos subjacente as flutuacdes. Mas quando as
flutuacGes ultrapassam certo limite, o comportamento da série pode ser muito
diferente do crescimento deterministico esperado (valor médio), como acontece
nos crashes. Dessa forma, a perturbacdo aleatdria pode reduzir ou até mesmo

destruir completamente (localmente) a tendéncia deterministica de crescimento

* Existem muitos produtos do mercado de derivativos que indicam a antecipag&o dos pregos.
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dos pregos. Dai a importancia de se caracterizar e mensurar a volatilidade da série
temporal dos precos.

Existem dois tipos de causas para a volatilidade. Por um lado, causas
enddgenas ao ambiente do mercado que dependem de fatores psicoldgicos, nivel
de confianga e aversdo ao risco dos agentes, e por outro, causas exogenas, devido
a choques reais que resultam da inovacdo tecnoldgica, mudanga do padrdo de
consumo ou mudangas politicas.

No mercado financeiro, para um preco ser estabelecido, um sistema central
deve trabalhar constantemente para o ajuste das ofertas de compra e de venda das
acOes. Tecnicamente, deve procurar manter a liquidez do mercado, minimizando a
diferenca entre os precos de compra e venda. Assim, podemos dizer que a
volatilidade dos precos revela a dificuldade do mercado em encontrar o equilibrio
entre compradores e vendedores, necessario para a estabilidade dos precos.

Consequentemente, a volatilidade dos precos em geral é menor quanto
mais diversificado e mais estruturado for o mercado. Nos paises emergentes, a
volatilidade também é maior devido a maior incerteza sobre o futuro.

Para introduzir uma analise quantitativa da volatilidade, vamos a partir de
agora, apresentar algumas grandezas e formulagGes basicas do mercado

financeiro.

2.2
Grandezas financeiras e modelagem

As variacgdes de precos na literatura sdo chamadas de retornos. Essa gradeza
é mais adequada para analise do que 0s precos porque é a variavel de interesse dos
negociadores, que a utilizam como medida direta do sucesso do investimento.
Além disso, a série de retornos € quase-estaciondria, enquanto a série de precos
né&o.

O retorno classico é o retorno percentual, dado por:

AS _ S()-5(t-1)

R:(t) = S(t-1)

(eq. 2.2.1)

onde 1 ¢ a escala temporal da medida do retorno, podendo ser intradidria, didria,

semanal ou mensal, por exemplo. Apesar de a definigéo anterior ser muito comum
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na pratica do mercado, a maior parte da literatura em finangas utiliza a definicéo

do retorno logaritmico:

1.(t) = A(InS) = InS(t) — InS(t — 7) = In (Sft(i)) (eq. 2.2.2)

As duas definicdes acima apresentam medidas do lucro relativo e tém uma
importante propriedade em comum: seus valores independem da unidade
monetaria utilizada para o preco, pois sdo dadas em funcdo da razdo entre precos
sucessivos. No entanto, o retorno logaritmico apresenta uma vantagem adicional:
possui a propriedade de aditividade, ou seja, podemos obter o retorno em uma

escala mais longa T a partir da soma dos retornos na escala mais curta t:

_ S(t) S(t-t) S(t-1-1) S({t-T+1)
rr=n (S(t—r) S(t-1t-1) S(t-7=2) " S(t-T) ) (eq' 2'2'3) (A)
T
r=Y/r, (eq. 2.2.3) (B)

Na figura abaixo mostramos a série de retornos logaritmicos do indice
BOVESPA historico.

0,3 4
0,2 4
0,1+

0,0 4

Retorno Diario

0,14

-0,2 4

L) T L) T ¥ T ./ T
11/12/1992  11/12/1997  11/12/2002  11/12/2007  11/12/2012
Data

Figura 2.2.2: Série de retornos logaritmicos diarios do IBOVESPA entre 02/1995 e 11/2012.
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2.2.1
Modelo Padréao para a evolugéo temporal dos precos

O primeiro modelo para a dindmica das flutuagdes nos pregos, proposto em
1900 pelo matematico francés Louis Bachelier [03], define a evolucdo temporal
dos pregos como um processo difusivo. Ele so foi desenvolvido véarias décadas
depois.

Os modelos que foram propostos a partir de entdo tinham como pré-
requisito a condicdo ideal de que o mercado fosse eficiente. Isso significa que
todos 0s negociantes tém acesso as mesmas informacGes de maneira rapida e
compreensivel, além de haver liquidez no mercado, ou seja, had negociantes
vendendo e comprando um determinado titulo* qualquer que seja o preco. Além
disso, considera-se que 0s custos operacionais dos negodcios (impostos, taxas,
entre outros gastos) sejam muito pequenos se comparados com o volume
negociado. Outra premissa importante é que as mudancas dos precos ndo tém
memoria, no sentido de que a variacdo futura dos precos ndo depende do que
aconteceu nos instantes passados, ou seja, 0S precos seguiriam um processo
estocastico Markoviano.

O modelo classico para a dinamica dos precos é o Modelo Padréo,
introduzido pelo fisico Osborne em 1959 [04]. Vamos obté-lo aqui, a partir de
argumentos simples.

Assumindo que um montante S(0) foi investido a uma taxa por unidade de
tempo p, em um pequeno intervalo de tempo At, o investimento inicial deve
crescer para:

S(At) = S(0) (1+ uAt)

Se esse pagamento € reinvestido n vezes até uma data t, temos:

S(t) = S(0) (1+ %tj > 5(0) exp(ut)

Assim, de acordo com esta formulacdo, a parte deterministica da variacédo

do preco é dada por:

dS = xS (t)dt

* Nesse caso, titulo é qualquer coisa que possa ser negociada no mercado financeiro (ag6es,
opcoes, derivativos, entre outros produtos financeiros).
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Considerando que ha perturbagdes estocasticas no pre¢o, podemos assumir
variacgoes de preco da forma:

dS = oS(t)dWw

onde dW é um processo de Wiener (dW=N(0, 2dt)). Adicionando essas duas
contribuicbes, temos o processo estocastico dos precos descrito pelo Modelo

Padrao:
dS = uS(t)dt + oS(t)dW (eq. 2.2.4)

A eq 2.2.4 descreve a evolucdo dos precos como um processo Browniano
Geomeétrico. Essa formulacdo sugere que o retorno absoluto ndo é interessante, e
sim o retorno relativo ao capital investido. Podemos reescrever a eq. 2.2.4 da

seguinte forma:
as
<= udt + odW (eqg. 2.2.5)

Assim, identificamos que o retorno classico dado pela eq. 2.2.1 é descrito
por passos de um random walk, com média pdt e varidncia o’dt. O termo o
representa nesse caso, a variabilidade desse retorno, e é interpretado como a
volatilidade do mercado.

E possivel analisar a evolucio temporal dos retornos logaritmicos de acordo
com esse modelo. Lembramos que a equacédo estocastica 2.2.5 € um processo de
It6°, pois os fatores de tendéncia e de ruido dependem da variavel aleatéria S(t).

Um processo de 1td é assim definido:

dx = a(x, t)dt + b(x, t)dW (eq. 2.2.6)

> Para uma explicacdo sobre o processo de Itd ver [01], pags 40-45.
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Facilmente se verifica a semelhanca entre as equacles 2.2.4 e 2.2.6 com
a(S,t)=uS(t) e b(S,t)=cS(t). Aplicamos o lema de It6 a varidvel estocastica InS(t) e

encontramos:
0-2
d(ins) = |u—Z| dt + cdw (eq. 2.2.7)

Novamente, identificamos que o retorno logaritmico dado pela eq. 2.2.2 ¢é
descrito por passos de um random walk, porém com taxa de drift p’=p-o/2.
Assim, 0 processo estocastico dos precos em escala logaritmica é descrito pelo
processo Browniano aritmético. E interessante apontar que os processos dados
pelas equagdes 2.2.5 e 2.2.7 possuem a mesma fonte de incerteza dW.

A eq. 2.2.7, ap0s a passagem de tempo T, leva a uma distribuicdo normal
das variacdes A(InS) com média p T=(p-6%/2)T e varidncia 6°T. Sabemos, ainda,
que A[InS]=InS(T)-InS(0)=In[S(T)/S(0)] é o retorno logaritmico x(T) na janela de
tempo T. Portanto, a distribuicdo dos retornos logaritmicos serd dada por uma

Gaussiana com média e variancia citadas acima:

Xp— X(M) - (u-c* 12T}

e
20°T

(eq. 2.2.8)

P(X(T)) = mla F

A eq. 2.2.8 nos mostra que a volatilidade quadratica pode ser interpretada
como a variancia dos retornos logaritmicos por unidade de tempo. Efetuando a
mudanca de variavel x(T)=In[S(T)/S(0)] aplicada a distribuicdo de probabilidade
naeq. 2.2.8 e usando que P(y)dy = P(x)dx, com y=S(T), obtém-se a distribuicéo:

1 Xp— [In(S(®)/SO)-uTF

P(S(T)) = S(T)@G\ﬁe 5T (eq. 2.2.9)

Mostramos assim que o Modelo Padrédo leva a uma distribuicdo Log-normal

para 0s pre¢os e a uma distribuicdo Gaussiana dos retornos.
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2.2.2
O Mercado Real

No entanto, a hipdtese de que os log-precos dos ativos evoluem como um
processo difusivo se torna menos realistica a medida que a escala temporal é
reduzida. E um fato estilizado do mercado que os retornos ndo tém distribuicéo
Gaussiana, exceto para escalas temporais bem longas (semanas, meses ou anos).
A figura abaixo apresenta a evolugdo da distribuicdo dos retornos logaritmicos do
IBOVESPA para escalas temporais desde t = 30 segundos (curva superior) até t
= 128 dias. As distribuicdes estdo mostradas em escala logaritmica, na qual a
distribuicdo Gaussiana assume a forma parabdlica. Observa-se que para escalas de
até um dia ela possui caudas longas, indicando a ocorréncia bem maior de eventos

extremos do que a prevista pelo modelo classico Gaussiano.

10°

P(x:/0r,7)

Fig. 2.2.3: Evolugdo da distribui¢do de retornos normalizados (xt /ot) do BOVESPA [05]. Escalas
temporais variando de t= 30 segundos (curva superior) até T = 128 dias (curva inferior). As
distribuicdes foram transladadas para melhor visualizacéo.

A existéncia de caudas longas (curtose positiva) indica que o mercado real

n&o é eficiente no sentido economeétrico da palavra. Ha custo nas transagdes, ha
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arbitragem® (embora ela ndo possa durar muito tempo), e o mercado funciona
usualmente com informagdes parciais ou incompletas. Além disso, ndo é possivel
considerar que todos os agentes tenham igual capacidade de adquirir e processar
as informac6es disponiveis, havendo ainda agentes com capacidade de influenciar
o0 restante do mercado. Por outro lado, os agentes também sé&o irracionais, com
viéses cognitivos afetando suas decisdes, por exemplo comportamento imitativo e
de panico. Como consequéncia, os parametros u e 6, como descritos na eg. 2.2.7,
ndo Sd0 constantes, mas podem variar no tempo. Por exemplo, apesar dos
mecanismos de formacao de precos serem 0s mesmos, a existéncia de feedback
positivo no processo de formacdo da bolha especulativa dos precos pode
eventualmente mudar a dire¢cdo do movimento dos precos no periodo de crise
financeira. De fato, os agentes que geram as flutuagcdes sdo 0s mesmos que geram
a tendéncia nos precos e, portanto, a complexidade da série temporal no curto
prazo é devido a natureza principalmente endogena de p ¢ o.

Diante disso, embora usem a eq. 2.2.7 como base tedrica, as modelagens
desenvolvidas recentemente consideram p e ¢ variando com o tempo, de acordo
com as observacOes empiricas. Em particular, considere a solu¢do Gaussiana dada
pela eq. 2.2.8 com sendo condicionada a certo valor de o, p(x|o), e a existéncia
de heterocedasticidade (valores heterogéneos de o). A distribuicdo
(incondicional) de retornos p(x) ao longo de janelas temporais de observacdo de

longo prazo é dada por:

p(x) = [do p(o)p(xlo) = (p(xl0)) (€q. 2.2.10)

onde <...> significa média sobre realiza¢es de o ao longo do prazo de observacéao
e p(o) representa a distribuicdo dos valores de o. Pode-se mostrar que, para uma

forte heterocedasticidade, p(x) tera cauda longa [06].

®A arbitragem financeira é uma situacdo em que é possivel gerar lucros sem exposic&o ao risco.
Ela pode ser definida como a pratica de conseguir gerar lucros a partir de diferencas de pre¢o entre
mercados distintos. Por exemplo, a cotacdo USD/BRL pode estar inconsistente com a cotacao
EUR/BRL, sendo possivel lucrar a partir de uma operagdo de compra em uma moeda estrangeira e
venda na outra. Embora ocorram no mercado real, essas situacGes sdo bem raras e duram muito
pouco tempo, pois logo que a oportunidade de arbitragem surge, diversos agentes tentam
aproveita-la, o que equilibra o0 mercado novamente.
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Embora o comportamento dos agentes tenha impacto de curto prazo nos
precos, tem pouca influéncia no comportamento de longo prazo, que é governado
pela tendéncia tecnologica, climatica, etc. Assim, embora seja possivel uma
descricdo do comportamento dos precos no longo prazo de forma deterministica,
em escalas temporais curtas ou intermediarias devemos utilizar métodos
estocasticos. Em particular, o coeficiente de difusdo o também pode ser
considerado como uma variavel estocastica com dindmica prépria, subjacente ao
processo estocastico dos precos, com a distribuicdo p(c) descrita na eq. 2.2.10.
Essa € a linha de trabalho dos estudos feitos na area de Econofisica atualmente e

sera a linha seguida nesse trabalho.

2.3
Estimadores de volatilidade

Determinar o coeficiente de difusdo o da eq. 2.2.7 é essencial para que seja
possivel inferir a flutuacdo dos precos no futuro. Por isso ha um esforgo muito
grande em entender como essa variavel se comporta e se existem padrdes que a
governam.

As causas da volatilidade dos precos sdo varias. Ela é o resultado da
chegada de novas informagdes, mas por outro lado, a constante negociacdo dentro
dos mercados € responsavel pela maior ou menor magnitude do movimento dos
precos. A questdo foi inicialmente estudada por Fama e French [07] [08]. Eles
coletaram dados dos precos das acdes a cada encerramento de dia de pregdo da
composi¢do do portfolio do indice Standart&Poors entre 1953 e 1977 e
calcularam a variancia dos retornos dos pre¢os no encerramento do pregdo em
duas situacdes: entre dois dias consecutivos, quando ndo havia nenhum intervalo
sem negociacdo entre eles; e entre as sextas-feiras e as segundas-feiras. Se os dias
uteis e o final de semana fossem equivalentes, deveriamos encontrar uma
variancia trés vezes maior para os dias separados por final de semana do que para
os dias consecutivos. Mas o resultado de Fama foi uma variancia apenas 22%
maior entre os dias envolvendo finais de semana e o de French foi similar, 19%
maior. Segundo John Hull [09], isso sugere que a volatilidade dos precos tenha

causas principalmente endogenas, geradas a partir da propria negociacdo, embora
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a entrada de novas noticias também seja um fator relevante. Por esse motivo,
todas as analises aqui apresentadas serdo feitas com dados de base 252 dias Uteis
por ano.

A volatilidade ndo € um observavel direto da mesma forma que o preco,
sendo necessario estima-la. Por isso, tanto no mercado quanto na literatura, vérias
definicdes tem sido utilizadas.

Nesse estudo, consideraremos a volatilidade realizada. O termo realizada
refere-se a estimativa calculada a partir de uma realizacdo de série passada de
precos. E importante pontuar que existe outro tipo medida, a chamada volatilidade
implicita. Essa grandeza ¢ a projecdo de ¢ para um determinado periodo futuro.
Ela é largamente utilizada pelos agentes do mercado financeiro para aprecar
opcdes, swaps de volatilidade e de variancia’, e indica o qudo arriscado esta
determinado ativo. Em mercados maiores, como o americano, é possivel realizar
estudos baseados nesse tipo de volatilidade, pois hd um ndmero suficientemente
grande de opcdes sendo negociadas, tornando possivel encontrar uma série
confiavel de volatilidade implicita. J& no Brasil, 0 mercado de op¢des ainda é
muito restrito, impossibilitando o uso desse tipo de estimador.

A estimativa (“error-free”) de volatilidade realizada permite trata-la como
um observavel, abrindo a possibilidade de modela-la. No entanto, existem muitas
formas de traduzir o conceito de incerteza da série passada dos precos através de
uma definicdo matematica, e ndo existe até hoje uma definicdo universalmente
aceita [09].

Devemos enfatizar que a volatilidade realizada depende de duas escalas
temporais: a resolugdo t das mudancas de precos e a janela T >t no qual a
métrica é avaliada. No caso de volatilidade variavel, janelas muito longas
escondem as variaces locais e janelas muito curtas podem captar ruidos nédo
significativos. Nos estudos empiricos, as janelas 6timas vdo de T= 16t até T= 32r1.

Apresentaremos a seguir uma série de estimadores conhecidos na literatura
para que o leitor possa entender as vantagens do estimador por nds escolhido

como estimador padréo para esse trabalho.

" Swaps de volatilidade s&o, em linhas gerais, swaps em que um agente paga uma volatilidade
strike e recebe a volatilidade realizada apds um periodo determinado. Para mais detalhes, veja em
.http://www.ederman.com/new/docs/gs-volatility swaps.pdf.



http://www.ederman.com/new/docs/gs-volatility_swaps.pdf
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2.3.1
Médulo do retorno

Um estimador muito utilizado pelos agentes do mercado em geral interpreta

a volatilidade realizada como 0 modulo do retorno:

v () = | (D] (eq. 2.3.1)(A)
ou ainda, em termos de volatilidade quadratica:

vE(t) = [ (t)]? (eq. 2.3.1)(B)

Para justificar, esses estimadores, consideremos a eq. 2.2.7 com x=InS e

W=p-0%2:
dx = p'dt + adW (t)

Fazendo a extracdo da tendéncia ou do valor médio dos retornos

logaritmicos:
dx'=dx—'dt,

podemos descrever a dindmica do mercado por outra equacdo estocastica mais

simples:
dx'(t) = o(t)dW (t) (eq. 2.3.2)

A eq. 2.3.2 leva a uma interpretacdo importante: o preco (extraida a
tendéncia) esta se modificando de acordo com o valor de o(t) e de uma variavel
aleatoria dW.

Como primeira aproximagao, podemos substituir o ruido quadratico por seu

valor médio e escrever a volatilidade quadratica como:
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|ax'@®)|?
(law (1)]?)

v2(t) = o?(t) =
Como (|dW (t)?|)=dt, isso indica que a volatilidade é proporcional ao
maodulo do retorno no intervalo temporal considerado. Para intervalos de tempo

unitarios teremos:
v(t) = |dx'(0)|

ou seja, a volatilidade é aproximadamente o mddulo do retorno, resultado que
reproduz o estimador inicial.

No entanto, esse estimador ndo € adequado por ser muito ruidoso, seguindo
0 comportamento errdtico da magnitude dos retornos. Para descrever o
comportamento da volatilidade caracteristica de cada periodo é preciso considerar
a magnitude da variacdo de precos no curto prazo, todavia, em uma janela
temporal maior do que a escala do retorno. Isto permite que a série de volatilidade
obtida seja mais suave, representando a predisposicdo subjacente do mercado a

mudancas nos precgos.

2.3.2
Média e desvio padrdo Méveis dos médulos do retorno

No estimador média movel, a volatilidade é calculada como a média dos
maodulos dos retornos em uma janela temporal T. Ele pode ser matematicamente

definido pela seguinte equacao:

ve(t) = = Tb_,_r|r(®)] (eq. 2.3.3)

onde r, (¢’) € o retorno de uma dada escala temporal T definida dentro da janela T.
O desvio padrdao movel é semelhante ao estimador apresentado acima, mas

ao invés do célculo da média, calcula-se o desvio padrao:

1

, 1
ve() = (Zheprr () = 7)) (eq. 2.3.4)
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onde 7; ¢ a média dos retornos de escala t no intervalo T. Esses estimadores tém a
vantagem de tornar a série de volatilidade menos ruidosa e de diminuir o efeito
dos eventos extremos. Porém, quando se usa uma janela muito grande de tempo,
sdo bastante criticados porque os dados mais antigos de retorno tém a mesma

relevancia que os dados mais recentes para o célculo da volatilidade.

2.3.3
Desvio padrdo com alisamento exponencial (EWMA)

Muito utilizado pelos praticos do mercado, 0 EWMA tem a vantagem de
diferir as contribuicdes das observagOes de retorno mais recentes, dando maior

peso a elas. Na janela de tempo unitéaria (na escala z), ele pode ser definido como:
VE) =it -1+ (1 - Dr2(t—1)
onde A<l é um fator que determina o peso que sera dado as observagdes de acordo

com a antiguidade delas. Iterando a equacdo acima para janelas temporais mais

longas, encontramos:

VE(t) = (1= D[r2(t — 1) + Ar2(t — 21)] + 2202(t — 21) + -

levando a generalizacdo para janelas T=mr:

V2(t) = (1 — ) X, A2 (t — it) + ™2 (t — mr) (eq. 2.3.5)
Entdo, para m suficientemente grande sera possivel ignorar o segundo termo

e trabalhar apenas com os retornos passados. O valor de A=0.94 ¢ bastante

utilizado no mercado para projetar a volatilidade futura a partir da volatilidade

passada.
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2.3.4
Desvio padrédo intradiario reescalonado

Os estimadores até agora apresentados sO produzem, por exemplo,
volatilidade diaria a partir de retornos diarios, e por isso ndo captam as mudancas
intradiarias dos precos que caracterizaram o dia do pregdo. No entanto, as
flutuacbes dos precos ndo sdo homogéneas, podendo sofrer mudancas
significativas ao longo do dia, como pode ser observado na figura abaixo:

10

|7 (0]

10 20 30 40 50 60 70 80

At=5min

Figura 2.3.1: Volatilidade de 5 minutos segundo a defini¢cdo da eq. 2.3.1 ao longo de um dia de
pregao.

Podemos observar a partir da figura 2.3.1, que no inicio do pregdo a
volatilidade estd bem alta, mas a partir da terceira hora do dia ela comecou a
baixar e se manteve nesse nivel. Se compararmos com o valor do retorno entre o
inicio e o fim do pregdo, obtemos uma volatilidade alta, mas isso ndo reflete o que
aconteceu em média durante toda a extensdo do dia.

Assim, é conveniente encontrar uma medida que capte de maneira eficiente
as mudancas do comportamento da volatilidade dentro do intervalo diério. Dessa
forma, vamos considerar, como ponto de partida, o estimador dado pelo desvio
padrdo dos retornos (eq. 2.3.4) para uma determinada escala t, menor que um dia.
Para maior parte de nossos dados experimentais, T=15 minutos. Inicialmente,
avaliamos o grau de dependéncia dos retornos de t=15 minutos, calculando a
funcéo de autocorrelacdo (FAC) desses retornos.

Para analisar a FAC da série de retornos, considere a funcdo de correlacdo
entre duas séries temporais {X(t)} e {Y(t)}:
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cov(X(t),Y(t+At))

OxOy

Pxy (At) = (eq. 2.3.6)(A)

cov(X(0),Y(t + At)) = %Z’Ll(X(i) — 1) (Y (i + At) — py) (eq. 2.3.6)(B)

onde N ¢ o tamanho da amostra e At € o intervalo de translagdo temporal entre as
séries (em unidades de 1) ; puy € Yy (ox € Oy) S&0, respectivamente, o valor médio
(desvio padrdo) das séries {X(t)} e {Y(t)}. Dessa forma, -1 < pyy(t) <1.

A figura abaixo ilustra o comportamento tipico da FAC de retornos
logaritmos de 15 min do IBOVESPA:

1,0 [ ]
0,8
0,6

0,4

Correlacao -15min

0,2 +

0,0 4 .-..-.llllll-.lll.-ll....l.l-

0.2 T v T T T v T T y T v T
0 5 10 15 20 25 30

At/15min

Figura 2.3.2: Autocorrelacdo dos retornos de 15 minutos.

A partir dessa figura, concluimos que os retornos intradiarios tém
dependéncia linear fraca, que caracteriza um comportamento difusivo.

Considerando que dentro de um dia teremos um numero n.(t) de retornos
intradidrios na escala t e considerando a aditividade dos retornos logaritmicos
(eq.2.2.3), o retorno diério € a soma dos n, retornos intradiarios na escala t.

Assim, na aproximacdo de comportamento difusivo dos retornos intradiarios

de escala t, obtém-se como estimador da volatilidade diaria (T=1dia):

v (t) = v (D)1, (6) (eq. 2.3.7)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021814/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021814/CA

40

A série de precos do IBOVESPA utilizada nesse trabalho contém dados
intradiarios entre 01 de novembro de 2002 a 31 de maio de 2011. Usando o
estimador da eq. 2.3.7, para a volatilidade diaria, obtida a partir de retornos de

resolucdo =15 min , produzimos a série apresentada na figura abaixo.

16
14 4
12 4

10 H

Volatilidade (normalizada)

I}
I
[
|

21 MWWWWMMMMWM

v T T T L T v T
10/06/2001 10/06/2003 10/06/2005 10/06/2007 10/06/2009 10/06/2011
Data

Figura 2.3.3: Série de volatilidade diaria do IBOVESPA de 2002 a 2011.

Neste trabalho adotaremos sempre o estimador da eq. 2.3.7 para a analise da

volatilidade do IBOVESPA em diversas escalas temporais.

2.3.5
Volatilidade histoérica

Os estimadores definidos até aqui descrevem o comportamento da
volatilidade do mercado localmente no tempo, usando janelas temporais de curto
prazo. Também é possivel definir uma volatilidade histérica ou de longo prazo
para uma série de retornos que representa o nivel médio da incerteza dos precos
passados. A definicdo muito usada em financas é dada basicamente pelo desvio

padréo dos retornos (eg. 2.3.4) em janela de longo prazo.
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2.4
Fatos estilizados da volatilidade

Foram observadas algumas caracteristicas nos dados de volatilidade de
varios mercados que contribuem para que possamos construir modelos que
descrevam a dinamica dessa grandeza. Essas caracteristicas sdo comumente
chamadas de fatos estilizados na literatura de finangas. Resumidamente, os fatos
estilizados da volatilidade s&o:

eReversdo a média: A volatilidade segue uma dinamica estocéastica de
reversao a média, tendendo a sempre retornar para uma média histérica, que
depende do mercado estudado. Essa caracteristica estd presente em
praticamente todos os modelos existentes na literatura. No capitulo quatro
apresentaremos as leis de distribuicdo que mais se adequam a volatilidade
empirica do indice BOVESPA a partir de modelos de reverséo a média.

e Dependéncia horizontal da volatilidade: a série temporal da volatilidade

apresenta caracteristica de intermiténcia, associado ao fendmeno de

clustering (periodos de alta volatilidade sdo, na maior parte das vezes,
seguidos por periodos de alta volatilidade, e vice-versa). Essas

caracteristicas sdo exibidas por processos com memoria, ou seja, a

autocorrelagdo tem niveis significativos para intervalos de tempo varrendo

periodos relativamente longos. Esta propriedade sera tratada nas proximas
secdes desse capitulo.

e Leis de escala: a propriedade de agregacdo dos retornos descrita pela eq.

2.2.3 implica que a disperséo dos retornos aumenta de acordo com a escala

temporal em que eles sdo medidos. A descrigdo deste crescimento através de

leis de poténcia e sua extensdo para momentos generalizados de ordem p

dos retornos leva a estimacdo de expoentes de escala H(p) generalizados.

Essa caracteristica sera tratada nas proximas secdes desse capitulo.

e Dependéncia vertical assimétrica: explorando a interdependéncia do

comportamento da volatilidade de curto e de longo prazo, foi observada

uma assimetria de acordo com o nivel de magnitude da volatilidade:
volatilidades baixas em escala temporal larga sdo mais provavelmente
acompanhadas por volatilidades baixas em escalas temporais mais curtas.

Por outro lado, a ocorréncia de alta volatilidade em escala temporal larga
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ndo estd necessariamente correlacionada com a observacdo de volatilidade
alta em horizonte mais curto.

e Assimetria do fluxo de informacdo: o fluxo de informagdo entre
volatilidades de diferentes resolucbes temporais é assimétrico no tempo.
Esse fluxo acontece predominantemente das escalas longas para as escalas
curtas, isto €, mudancas de volatilidade de baixa frequéncia tem maior
impacto sobre a volatilidade de alta frequéncia subsequente do que vice-
versa.

e Efeito leverage: a correlagdo entre retorno e volatilidade é assimétrica: é
negativa quando se trata de retornos passados e volatilidade futura, mas na
direcdo inversa (volatilidade passada, retornos futuros) a correlacdo é

insignificante. Esse assunto seré tratado no capitulo cinco.

24.1
Clustering e efeitos de memoéria

Reproduzimos na figura 2.4.1 a série temporal de volatilidade diaria do
IBOVESPA usando o estimador da eq. 2.3.7 com t=15 minutos. E possivel
verificar que valores altos da volatilidade estdo concentrados em algumas regides
temporais da figura. A isso chamamos de clustering de volatilidade, que
representa um efeito persisténcia da magnitude das flutuacdes de preco.

A elipse vermelha indica o periodo da crise financeira de 2008, no qual
observamos as maiores volatilidades do periodo. O auge da crise aconteceu entre
agosto e novembro de 2008, e depois as volatilidades ficaram mais baixas,
voltando ao seu patamar habitual. A elipse azul sinaliza o periodo de baixa
volatilidade que se seguiu a partir do inicio de 2009, logo apo6s a crise. Isso indica
que a autocorrelacdo serd positiva, pois valores acima da média tendem a ser
seguidos por valores acima da média, e vice-versa. Podemos observar também
que a série tende a voltar para uma média natural, que pode ser considerada como

um nivel histérico para a magnitude de flutuagcdo dos precos.
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Figura 2.4.1: Série da volatilidade diaria estimada pela eq. 2.3.7 para o indice BOVESPA. Os
dados estdo normalizados para melhor visualizagdo. A média da volatilidade diaria nesse periodo
foi 0.0014143. A normalizag&o foi feita dividindo-se cada termo da série por essa média.

Alguns estudos apontam que a FAC da volatilidade diéria de indices de
mercado mundiais tem decaimento lento, em formato de lei de poténcia
assintdtica At™, no qual A é um expoente com valor entre 0.1 e 0.3 [11]. Todavia,
outros estudos indicam que a autocorrelagdo é caracterizada por uma exponencial
com multiplas escalas temporais [12].

Para calcular a autocorrelacdo da série do IBOVESPA, consideramos
Pxy(At) dada pela eq. 2.3.7 para {X(t)}={Y(t)}={v(t)}. Realizamos testes para
avaliar qual o decaimento mais adequado para a série empirica do indice

BOVESPA e os resultados estdo mostrados na figura abaixo:
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= Correlacao Vol
Exponencial Dupla
1,0 4 —— Lei de Poténcia

0,8 H

0,6

0,4 4

Correlacao Vol

0,2 4

0,0

At (dias)

Figura 2.4.2: Funcéo de autocorrelacéo da volatilidade diaria do IBOVESPA e ajustes com lei de
poténcia e com exponencial dupla (ver Tabela 2.4.1).

Pelos dados obtidos conseguimos comprovar que a volatilidade do mercado
brasileiro possuiu meméria que se estende a prazos longos. Consideramos duas
funcOes de teste para descrever a autocorrelacdo (Realizamos testes com uma
exponencial simples mas os resultados ndo foram satisfatdrios). Os ajustes foram
feitos com o software Origin 8.

O Modelo 1 foi a exponencial dupla, representada por:

At At

y=A4de 1+ (1—A)e = (eq. 2.4.3)
Nesse caso, 71 e T, definem duas escalas temporais caracteristicas do

decaimento da funcdo. O Modelo 2 considerado foi em forma de lei de poténcia,

dada por:
A

y= 14551 (eq. 2.4.4)
T1

Os resultados dos ajustes dos modelos 1 e 2 sdo exibidos na figura. A

tabela 2.4.1 apresenta os parametros encontrados nesses ajustes.

Parametros Modelo 1 Erro Modelo 2 Erro
A 0,7195 0,0110 0,9980 0,0283
T 0,5846 0,0635 8,0570 2,3228
T, 31,9852 2,1292
A 0,3900 0,0240
R* Ajustado 0,9750 0,9609

Tabela 2.4.1: Os pardmetros obtidos a partir dos ajustes da fig. 2.4.2.
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Analisando os resultados da tabela 2.4.1, os dados dos coeficientes de
determinacéo ajustado® mostram que o modelo dupla-exponencial apresentou
melhor ajuste. Vemos também que o erro relativo nos parametros do Modelo 1 ¢é
bem menor que no Modelo 2, o que nos leva a concluir que o Modelo 1 é o mais
adequado para o mercado brasileiro. Note que os dois modelos tem 0 mesmo
namero de parametros livres.

A partir do ajuste do Modelo 1 chegamos a uma conclusdo importante: sao
necessarias duas escalas temporais de magnitudes muito diferentes para descrever
a autocorrelacdo do mercado brasileiro, uma escala curta intradiaria (cerca de %2
dia) e outra longa, da ordem de um més (na base de dias Uteis).

Uma observacdo importante diz respeito a ordem de grandeza dos tempos
caracteristicos obtidos. Em particular, foi possivel detectar uma escala
caracteristica intradiaria devido ao estimador considerado, que contém informacao
do movimento dos precos em resolucfes temporais menores que 1 dia. Por outro
lado, resultados da literatura utilizando o estimador de volatilidade dado pela eq.
2.3.1A, também encontram o modelo 1, porém com um dos tempos caracteristicos
bem maior [13]. Mas note que este estimador ndo € o mais adequado para
representar o grau de volatilidade dos precos, conforme explicado na sec¢do 2.3.1.

Para o ajuste dos dados empiricos pelo Modelo 1, a seguir reapresentamos o
ajuste da autocorrelacdo da volatilidade para escala semi-logaritmica, para

intervalos intermediarios:

® Em estatistica, o coeficiente R? ajustado é o chamado coeficiente de determinacdo, cujo valor
esté entre 0 e 1. Quanto mais préximo de 1, mais adequado ser4 o modelo. O R? ajustado, usado
pelo Origin € um tipo de coeficiente de determinacdo, mas que também considera o ndmero de
parametros presentes no modelo. Isso é particularmente interessante em nosso caso, ja que nossos
modelos podem possuir um numero diferente de parametros entre si.
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Figura 2.4.3: Ajuste da funcdo de autocorrelacdo da volatilidade diaria do IBOVESPA em escala
logaritmica para intervalos At intermediérios.

A regressdo linear para escalas intermediarias fornece constante
caracteristicat ~ 23 dias, consistente com a escala 1, (da tabela 2.4.1).
Analisamos também os intervalos mais longos, mostrado no grafico abaixo.
Obtém-se um regime de decaimento bem lento, com constante caracteristica t =
230 dias. Porém, o erro associado a este parametro € de 38%, 0 que o torna
estatisticamente ndo confidvel. Este resultado foi confirmado pelo ajuste da FAC
com modelo de exponencial tripla, que detectou uma terceira constante

caracteristica longa e com grande barra de erro percentual.

0,0 4

-0,5 4

-2,0 4

" am

-3,0

Ln(correlacao)
..
]
%

-3,5 4

-4,0 T T T T T 1
20 30 40 50 60 70 80

Lag(Dias)

Figura 2.4.4:Ajuste da funcdo de autocorrelacdo da volatilidade diaria do IBOVESPA em escala
logaritmica para intervalos At longos.
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A existéncia de dois tempos caracteristicos, um que descreve 0
comportamento da correlagdo no curto prazo e outro no médio-longo prazo nos
leva a conclusdo de que existem dois mecanismos de relaxacdo da volatilidade.
Um deles é o mecanismo de resposta rapida, decorrente das informacdes que
entram no mercado e geram reagdes imediatas dos agentes. O outro mecanismo
seria a resposta correspondente as expectativas de consenso do mercado, ou as
informacdes que terdo impacto no futuro (um exemplo seriam as expectativas
sobre politica de juros ou sobre os resultados de empresas privadas). Esse
resultado sugere entdo que os modelos de volatilidade precisam considerar a
escala temporal de observagéo.

Comparando-se o comportamento da FAC de volatilidade (representada na
fig. 2.4.2), com a FAC dos retornos (representada na fig. 2.3.2), surge o seguinte
guestionamento: que mecanismo levaria, concomitantemente, a uma volatilidade
com dependéncia forte e a um retorno com dependéncia fraca? Isto pode ser
explicado de forma simples considerando-se os estimadores das equac®es 2.3.1 e
2.3.2, que descrevem o comportamento do retorno sem tendéncia — dx’(t). Vé-se
que, se a variavel dw(t) for um ruido branco, por exemplo, ndo havera correlagdes
lineares significativas para os retornos, mesmo que a volatilidade o(t) seja
altamente correlacionada. De fato, é um fato estilizado que o médulo do retorno,
assim como o retorno quadratico possuem memoria de longo alcance.

A funcéo de autocorrelagdo (normalizada) dada pela eg. 2.3.6 avalia o grau
de dependéncia linear entre duas séries, porém ndo da informagdo sobre o papel
da magnitude das grandezas consideradas. Com este objetivo, vamos analisar
correlagBes ndo-lineares, utilizando na eq. 2.3.6 X(tH)={v(t)*} e Y(t)={v(t)’}. Isso
nos permite verificar o grau de dependéncia ao privilegiarmos diferentes
magnitudes tipicas de volatilidade em relacdo ao valor médio do periodo
analisado. Note que estamos tratando dados normalizados, assim, v(t) >1 (<I)
representam, respectivamente, volatilidade maior (menor) do que a média. Note
ainda que, no caso de 0,p>0, estamos privilegiando as volatilidades altas em
relacdo as baixas, enquanto que para a,p<0, os pares de valores pequenos de
volatilidade se tornam mais relevantes, com os pares de valores altos dando
contribuigdo reduzida para py,, (At).

Primeiramente faremos a = f= +2 e o = B= -2, para verificar o

comportamento da FAC entre valores da mesma ordem de magnitude, sejam elas
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altas ou baixas. E possivel ver a comparacéo dessas FACs na fig. 2.4.5. Observa-
se que as volatilidades de baixa magnitude sdo as maiores responsaveis pela
memoria de longo prazo (caso a = = -2). Por outro lado, a correlagdo cai muito
rapidamente para as volatilidades altas (caso a = = +2). Isto pode ser explicado
pela baixa frequéncia de ocorréncia de valores altos de volatilidade.

Concluimos que as volatilidades baixas governam o comportamento de

memoria dessa grandeza, por sua maior significancia estatistica.

m  Volatilidade diaria
e \Volatilidade diaria ao quadrado

A Volatilidade diaria (inverso ao quadrado)
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At(dias)
Figura 2.4.5: Fungdo de autocorrelagdo de v(t), v(t)? e v(t) 2.

E possivel inferir que isso ocorre por ser o regime de volatilidade baixa
mais estdvel que o de volatilidade alta para regimes normais de mercado.
Comprovamos essa hipotese analisando a FAC de altas volatilidades em em
periodos de regime extremo do mercado. O grafico da FAC de altas volatilidades
com os dados de 2007-2009 (anos que envolveram os sintomas e consequéncias
da crise de 2008) mostram que a correlacdo de v(t)* tem decaimento ainda mais

lento que a FAC de v(t)® em regime normal.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021814/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021814/CA

49

0.8+

0.6 4

0.4+

Correlacao

0.2 4 u g u

0,04

Dias
Figura 2.4.6: FAC de v(t)? entre os anos de 2007-2009.

Realizamos também testes para verificar a funcdo que melhor descreve a
FAC de v(t)* e de v(t)®. No primeiro caso ndo encontramos nenhuma funcéo em
lei de poténcia ou exponencial que pudesse ser utilizada, conforme esperado,
devido ao seu decaimento rapido. O ajuste dos modelos 1 e 2 para a FAC de v(t)‘2

podem ser observados na fig. 2.4.7.

= Volr-2
Exponencial Dupla
—— Lei de poténcia

1,0 4 L
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Figura 2.4.7: Fungdo de autocorrelagio de v(t)? e ajuste de uma lei de poténcia e de uma
exponencial dupla (ver Tabela 2.4.2).

A andlise estatistica dos ajustes esta mostrada na tabela 2.4.2. Observamos
que o Modelo 1 continua sendo o que melhor descreve essa funcdo de
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autocorrelacdo®. As escalas temporais caracteristicas da exponencial dupla para a
FAC de v(t)? sdo semelhantes as da FAC de v(t), corroborando a existéncia de

escalas relevantes intradiaria e mensal na série de volatilidade diaria do

IBOVESPA, com maior contribuicdo da dinamica rapida.

Parametros Modelo 1 Erro Modelo 2 Erro
A 0,7834 0,0249 0,9990 0,0208
T 0,5547 0,0635 15,814 4,599
T, 33,2453 2,1292
A 0,3855 0,0219
R* Ajustado 0,9714 0,9800

Tabela 2.4.2: Pardmetros obtidos para os ajustes mostrados na fig. 2.4.4, para FAC de v(t)”.

Analisamos também a FAC cruzada, ou seja, paraoa=1ef=-lea=2¢
= -2. Essa grandeza indica como € a relacdo de interdependéncia dos valores de
diferentes magnitudes. Observamos uma correlacdo negativa, que pode ser vista
nafig. 2.4.7.

® Vol x 1/Vol
= Vol"2 x Vol*-2

I I I I 1
-0,10
s - |
i g 0,01
-0,15 " L
_ e Lt
o
20,20 4 . = ﬂ-"'.. - L 0,02
1 n " -
s + o
S -0,25] o &
g u - [ ] o
s . " e, L-0,03 >
X 0,30 '.-.' n ."ln - g
° g R u - . ....-. L] [ ] <
= "=y gt 3
-0,35 [] 1 -0,04
-0,40 -
d "
-0,05
-0,45 | B
T T T T T T T T T T T
-30 -20 -10 0 10 20 30
L At(dias)

Figura 2.4.8: Correlagdes entre {X(t)}={v(t)"} e {Y(t)}={v(t)’} onde os quadrados vermelhos
representam a FAC para a=1 ¢ f=-1 e os quadrados pretos para a=2 ¢ =-2.

Vemos que os dados apresentam anticorrelacdo para os dois casos. Isto
significa que a maioria das contribui¢des dos pares <X(t),Y(t)> é menor do que 0
produto <X(t)><Y(t)>, ou seja, a maioria dos pares ¢ formado por dados com

magnitudes inversas. Como o e P tem sinais contrdrios, este resultado ¢

® Apesar do R? ajustado estar maior no caso do Modelo 2, o erro relativo do pardmetro T, chega a
30%, muito acima do limite de 5%, o que nos impede de considera-lo um modelo valido.
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consistente com a observagdo de correlacdo positiva para o e f de mesmo sinal,
mostrado nas figuras anteriores.

Verificamos também uma assimetria temporal a partir de intervalos longos
(maiores que 20 dias), com a anti-correlacdo mais fraca quando privilegiamos as

menores magnitudes no passado (At<0).

2.5
Leis de escala

A andlise de escala revela propriedades estatisticas da série temporal de
acordo com o tempo de observacao T e da resolucdo temporal t. Tal propriedade ¢
caracterizada por um expoente de escala H.

A principio, devemos considerar propriedades estatisticamente significantes
do sinal financeiro, como por exemplo, os momentos de ordem p da magnitude

dos retornos. Podemos assumir a seguinte relagéo de escala:

{E[Irc[P}P = c(p)'® (eq. 2.5.1)

onde c(p) € um coeficiente e H(p) € o expoente de escala de ordem p, também séao
denominados expoentes de Hurst generalizados.

A métrica dada pela eq. 2.5.1 fornece uma estimativa robusta das
propriedades de escala das flutuacfes e corresponde a analise de volatilidades
“generalizadas” na escala .

Podemos distinguir dois tipos de processos: (i) processos onde H(p)=H,
independente de p; (ii) processos onde H(p) ndo € constante. O primeiro caso
caracteriza um processo uni-fractal ou auto-afim, nos quais as flutuacdes de
diferentes frequéncias do sinal {X(t)} podem ser reescalonadas de tal forma que a
versdo reescalonada seja estatisticamente equivalente ao sinal original, ou seja,
X(t) ~ XX (\,t). Este é o caso do movimento Browniano, onde H=1/2 e do
movimento Browniano fracionario, onde H+#1/2. No segundo caso, onde H(p)
depende de p, 0 processo é conhecido como multi-fractal e representa sinais mais

complexos.
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Alguns valores de q estdo associados a caracteristicas especiais. O expoente
H(1) estd relacionado ao expoente de Hurst original, que fornece o
comportamento de escala do alcance (meédia dos desvios absolutos) dos retornos.
Ja o0 expoente H(2) esta associado ao comportamento da funcdo de autocorrelacéo
dos retornos e em particular, H(2) = % caracteriza processo sem memoria.

Estudos de mercado de cambio e de mercado de agcdes mostraram que leis
de escala empiricas sdo validas para uma grande gama de escalas temporais, de
minutos até alguns meses, caracterizando um comportamento de multi-escala do
mercado financeiro [14].

Para realizar esse estudo utilizamos a série do IBOVESPA de 30s
compreendendo o intervalo entre 01/11/2002 até 29/05/2009, totalizando
aproximadamente 1.1 x 10° dados. A partir dessa série construimos a série de
precos de 5 minutos e, com base nela e na propriedade dada pela eq. 2.2.3(B),
construimos séries de retornos logaritmicos com diferentes escalas temporais
intradiarias (t =5, 10, 15, 20, 30, 60, 360 minutos). Calculamos os momentos da
eq. 2.5.1 para p=1 e p=2 de cada série, obtendo-se os valores globais ou
historicos. Aplicando-se o logaritmo em ambos os lados da Eq. 2.5.1, é possivel
estimar ¢ e D a partir de uma regressao linear dos dados empiricos®.

Os resultados estdo apresentados nas figuras 2.5.1 e 2.5.2 respectivamente e
podem ser interpretados como descrevendo as propriedades de escala da

volatilidade segundo o estimador da eq. 2.3.1.

90 resultado é tido como uma aproximacao, pois ha dependéncia entre E[|r]] para diferentes
intervalos 1. Os intervalos mais longos sdo agregados dos intervalos menores, entdo estamos
tratando de observacdes fracamente dependentes. A analise é aceitadvel desde que os T sucessivos
sejam suficientemente distantes um do outro.
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Figura 2.5.1: Valor esperado do mddulo do retorno E[|r.|] calculado para as escalas intradiarias
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Figura 2.5.2: Valor esperado (E[r?])'/? para as escalas intradiarias t=5, 10, 15, 20, 30, 60 ¢ 360

minutos.

Resumimos os valores do expoente de escala H(p) e o coeficiente c(p)

encontrados na tabela 2.5.1.

Ellrl] (E[rZ])"/?
(p=1) (P=2)
Valor Erro Valor Erro
H(p) 0,596 0,01 0,544 0,01
Log(c(p)) -1,7 0,03 -7,1 0,04
R® Ajustado 0,998 0,997

Tabela 2.5.1: Valores de pardmetros dos ajustes apresentados nas figuras 2.5.1 ¢ 2.5.2.
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Observa-se que ha diferentes expoentes de escala, ou seja, 0 processo
estocastico dos precos € regido, a principio, por véarios expoentes de escala,
caracterizando um comportamento multifractal. Este resultado estd em acordo
com resultados da literatura para o mercado brasileiro obtidos com diversos
métodos [15] e em particular, o valor de H(1) com o expoente de Hurst para
retornos diarios [16].

Considerando-se o erro associado aos valores de H(1) e H(2) mostrados na
Tabela 2.5.1, os expoentes de escala ndo possuem valores Y2 , dentro da respectiva
barra de erro. Por outro lado, o expoente de escala do momento de segunda
ordem E[r;2], que esta associado ao comportamento da funcéo de auto-correlacéo
dos retornos, gera expoente H de escala bem mais préximo de Y.

Podemos analisar este resultado da seguinte forma: de acordo com o
demonstrado no apéndice 1 (eq. A.1.6B), processos de retornos ry(t) nos quais as
correlagbes sdo de curto alcance com valores significantes até “lag” n também
exibem comportamento superdifusivo, isto €, expoente de escala H(2) > % , para
escalas k < n. Assim, dado que analisamos apenas escalas menores que um dia,
estamos detectando o efeito da correlacdo de curto alcance intradiaria consistente
com a escala temporal caracteristica 1, da tabela 2.4.2.

Por outro lado, considerando que o valor de H(2) encontrado esta bem

préximo de %, podemos expandir:

tHP) = ¢1/2+8H =~ 11/2 [1 + SH InT + ---. ] (eq 2.5.2)

Logo, na aproximacao de primeira ordem em 8H, podemos tratar 0 processo
como aproximadamente difusivo, validando os resultados da Fig. 2.3.2.

Finalmente, uma vez que diferentes graus p privilegiam diferentes
magnitudes no calculo da média na Eq. 2.5.1 , a obtencdo de diferentes expoentes
de escala H(p) significa que o processo reescalonado ndo possui as mesmas
propriedades estatisticas, evidenciando a presenca de distribui¢bes instaveis.
Assim, nossos resultados da tabela 2.5.1 indicam a importéancia de analisarmos a
volatilidade em diferentes resolucGes temporais e sua interdependéncia, tema do

préximo capitulo.
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