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A

Potência do sinal e do rúıdo na sáıda do bloco integrador,

quando sinais de transmissão determińısticos são utilizados

A envoltória complexa ỹint(t) na sáıda do integrador e, consequentemente,

entrada do decisor, relativos à cadeia de recepção ilustrada na Figura 3.4, é dada, a

partir de (3-11) por

ỹint(t) =

np
∑

i=1

ỹi(t) =

np
∑

i=1

[x̃i(t) + ñi(t)]

=

np
∑

i=1

Ais̃i(t− T0) +

np
∑

i=1

ñi(t) (A-1)

Considerando-se que o pulso de transmissão não se altera entre transmissões,

o que normalmente ocorre com sistemas radar clássicos, que empregam sinais

determińısticos como forma de onda de transmissão, e que as distorções sofridas

pelos np pulsos recebidos em uma única passada da antena é independente do tempo,

dada por A, tem-se que a envoltória complexa z̃(t) pode ser reescrita como

ỹint(t) =

np
∑

i=1

[x̃(t) + ñi(t)]

=

np
∑

i=1

As̃(t− T0) +

np
∑

i=1

ñi(t)

= np A s̃(t− T0) + ñint(t) (A-2)

onde, ñint(t) é a envoltória complexa do rúıdo na sáıda do integrador, dado por

ñint(t) =
∑np

i=1 ñi(t).

A envoltória complexa do rúıdo na sáıda do integrador, ñint(t), é caracterizada

por um processo estocástico gaussiano, cuja função média é dada por

E[ñint(t)] = E

[ np
∑

i=1

ñi(t)

]

=

np
∑

i=1

E[ñi(t)] = 0 (A-3)
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A função autocorrelação deste processo, ñint(t) é dada por

Rñint
(t, u) = E





np
∑

i=1

ñi(t)

np
∑

j=1

ñ∗j (u)





=

np
∑

i=1

np
∑

j=1

E[ñi(t)ñ
∗
j (u)]

=

np
∑

i=1

Rñiñi
(t, u) +

np
∑

i=1

np
∑

j=1

j 6=i

Rñiñj
(t, u)

(A-4)

Observa-se que, se t = u, então

Rñint
(t, t) =

np
∑

i=1

Rñi
(t, t) +

np
∑

i=1

np
∑

j=1

j 6=i

Rñiñj
(t, t) (A-5)

Note que as variáveis aleatórias ñi(t) e ñj(t) estão, na verdade, separadas no

tempo, uma vez que o instante de tempo da envoltória complexa do rúıdo ñi(t) tem

como referência o ińıcio da transmissão do i-ésimo pulso, enquanto que o instante

de tempo da envoltória complexa do rúıdo ñj(t) tem como referência o ińıcio da

transmissão do j-ésimo pulso. Considera-se, aqui, que a diferença de tempo entre o

ińıcio da transmissão do pulso i e do pulso j é suficientemente grande para que ñi(t)

e ñj(t) sejam descorrelatadas para todo i 6= j. Assim, o segundo termo de (A-5) é

nulo, resultando

Rñint
(t, t) =

np
∑

i=1

Rñi
(t, t) (A-6)

Considerando ñi(t) estacionário no sentido amplo, então

Rñi
(t, t) = Rñi

(0) = Pñi
(A-7)

onde Pñi
é a potência média da envoltória do rúıdo ñi(t) na entrada do integrador.

Considerando que Pñi
= Pñ∀i, tem-se que a potência do rúıdo na sáıda do integrador,

Pñint
, é, então, dada por

Pñint
= Rñint

(0) = npPñ (A-8)

Note, ainda, a partir de (A-2), que a potência do sinal na sáıda do integrador,
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Px̃int
, é dada por

Px̃int
=|

np
∑

i=1

x̃i(t) |2= n2
p | x̃(t) |2 (A-9)
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B

Resposta do filtro receptor que maximiza a razão sinal rúıdo

associada a sua sáıda

Considerando-se a envoltória complexa x̃i(t), definia em (3-12), determińıstica, a

relação que se deseja maximizar é a razão sinal rúıdo instantânea na sáıda do i-ésimo

filtro, definida por

SNR′i(T0) =
| x̃′i(T0) |2

Pñ′i

(B-1)

onde | x̃′i(T0) | é o valor do módulo do sinal de sáıda do i-ésimo filtro no instante T0

e Pñ′i
é a potência média do rúıdo na sáıda do i-ésimo filtro.

Uma vez que o rúıdo na entrada do filtro é gaussiano e plano na faixa de

frequências (banda) do filtro receptor, tem-se que a potência média da envoltória

complexa do rúıdo na sáıda do filtro receptor é dada por

Pñ′i
= N0

∫

Bi
2

−
Bi
2

| H̃i(f) |
2
df (B-2)

onde N0 é o valor do ńıvel espectral da envoltória complexa do rúıdo na entrada

dos filtros receptores e Bi a largura de banda do i-ésmio filtro, que neste caso é

considerada suficientemente grande para não desperdiçar energia do sinal recebido

O valor absoluto da tensão do sinal de sáıda de um filtro receptor com resposta

em frequência H̃i(f) é dado por

| x̃′i(t) |=|
∫ ∞

−∞
X̃i(f)H̃i(f)e

j2πftdf | (B-3)

onde X̃i(f) é a transformada de Fourrier da envoltória complexa do sinal de entrada

no filtro, x̃i(t).

A partir de (B-3), (B-2) e (B-1), tem-se que esta última pode ser reescrita como

SNR′i(T0) =

|
∫

Bi
2

−
Bi
2

X̃iH̃i(f)e
j2πfT0df |2

N0

∫

Bi
2

−
Bi
2

| H̃i(f) |
2
df

(B-4)
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A desigualdade de Schwartz afirma que se P e Q são duas funções complexas,

então

∫

P ∗Pdx

∫

Q∗Qdx ≥|
∫

P ∗Qdx |2 (B-5)

A igualdade em (B-5) é obtida quandoQ = kP , onde k é uma constante. Suponha,

então, que P ∗ = X̃i(f)e
j2πfT0 e que Q = H̃i(f), e lembrando que

∫

P ∗Pdx =
∫

| P |2

, então, aplicando desigualdade de Schwartz no numerador de (B-4) tem-se que

SNR′i(T0) ≤

∫

Bi
2

−
Bi
2

| H̃i(f) |2 df
∫

Bi
2

−
Bi
2

| X̃i(f) |2 df

N0

∫

Bi
2

−
Bi
2

| H̃i(f) |
2
df

=

∫

Bi
2

−
Bi
2

| X̃i(f) |2 df

N0
(B-6)

O teorema de Parseval, afirma que a energia do sinal de entrada no filtro receptor,

Ei, pode ser derivada tanto através do sinal no domı́nio do tempo quanto deste

no domı́nio da frequência. Adicionalmente, conforme dito anteriormente, a largura

de banda do i-ésimo filtro receptor é suficientemente grande para não desperdiçar

energia do sinal, sendo assim, tem-se que a energia do sinal na entrada do filtro

receptor é dada por

Ex̃i
=

∫ ∞

−∞
| x̃i(t) |2 dt =

∫ ∞

−∞
| X̃i(f) |2 df =

∫

Bi
2

−
Bi
2

| X̃i(f) |2 df (B-7)

Desta forma, conclui-se que a razão sinal rúıdo na sáıda do filtro é limitada, dada,

para cada pulso i, por

SNR′i(T0) ≤
Ex̃i

N0
(B-8)

Conforme descrito anteriormente, o valor máximo da razão sinal rúıdo da sáıda,

SNR′i(T0), é obtido quando (B-5) atinge a igualdade, ou seja, quando H̃i(f) =

kX̃∗
i (f)e

−j2πfT0 , onde k é uma constante, que sem perda de generalidade, será

assumida 1. Desta forma, tem-se que a função de transferência do equivalente passa-

baixa do filtro de recepção que maximiza a relação sinal rúıdo de sua sáıda é dada,

a partir do exposto e de (3-11) por

H̃i(f) = X̃∗
i (f)e

−j2πfT0 = AiS̃
∗
i (f) (B-9)

onde S̃∗i (f) = F [s̃∗i (−t)], sendo que F [·] representa o operador transformada de

Fourier. Observa-se que, da mesma forma como foi considerado ao longo da análise

realizada no Caṕıtulo 3, Ai foi considerado independente do tempo. A razão sinal

rúıdo associada à sáıda do filtro casado é dada por

SNR′i(T0) =
Ex̃i

N0
(B-10)
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Frente ao exposto, a resposta impulsional do equivalente passa-baixa do filtro

receptor é dada por (B-11), o qual recebe, na literatura, o nome de filtro casado.

h̃i(t) = s̃∗i (−t) (B-11)
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C

Autocorrelação da envoltória complexa do sinal deter-

mińıstico modulado linearmente em frequência

A autocorrelação da envoltória complexa do sinal determińıstico modulado

linearmente em frequência com relação à frequência central de transmissão é dada,

através de (4-13) e (4-15) por

Rs̃s̃(τ) =
1

Tint

∫ Tint

0
2Pej

Kpt
2

2
−j

Kpτst

2
−j

Kp(t−τ)2

2
+j

Kpτs(t−τ)

2 dt

=
2P

Tint

∫ Tint

0
e−j

Kpτsτ

2
+jKptτ−j

Kpτ
2

2 dt

=
2P

Tint
e−j

Kpτ
2

2
−j

Kpτsτ

2

∫ Tint

0
ejKptτdt

(C-1)

Observa-se que a variável λ não tem influência sobre o resultado. Em (C-1),

considerando a parcela fora da integral como um variável complexa A(τ) = Aejφ(τ)

cujo módulo é A = 2P
Tint

e a fase é dada por φ(τ) = −Kp(τ2)
2 − Kpτsτ

2 , tem-se que a

autocorrelação da envoltória complexa deste sinal determińıstico é dada por

Rs̃s̃(τ) = A(τ)

[

ejKpTintτ − 1

jKpτ

]

=
A(τ)Tint

e
−jKpTintτ

2

[

e
jKpTintτ

2 − e
−jKpTintτ

2

2j
KpTintτ

2

]

(C-2)

A relação de Euller define que

sin(x) =
ejx − e−jx

2j
(C-3)

Desta forma, utilizando (C-3), tem-se que (C-2) pode ser reescrita como

Rs̃s̃(τ) = A(τ)Tinte
jKpTintτ

2

[

sin(
KpTintτ

2 )
KpTintτ

2

]

= A(τ)Tinte
j
KpTintτ

2 sinc

(

KpTintτ

2

)

(C-4)
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Uma vez que, neste trabalho considera-se apenas radares pulsados, então o sinal

de transmissão tem duração finita, dada por τs, o que equivale a dizer que, Tint = τs.

Desta forma, a função autocorrelação no tempo da envoltória complexa do sinal

determińıstico com relação à frequência central de transmissão é, então, dada por

Rs̃s̃(τ) = A(τ)τse
j
Kpτsτ

2 sinc

(Kpτsτ

2

)

(C-5)

onde A(τ) é dada por

A(τ) = Aejφ(τ) =
2P

Tint
e
j

[

−
Kp(τ

2)

2
−

Kpτsτ

2

]

(C-6)
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D

Propriedades do sinal de transmissão proposto, caracterizado

por um processo estocástico

D.1

Potência Média

A potência média, Pm, do sinal de transmissão, s(t), é calculada como o valor

esperado do sinal s(t), descrito em (4-20), elevado ao quadrado, conforme (D-1).

Pm = E[s2(t)] = E[2P cos2(2πfct+ θ(t) + λ)]

= E [P (1 + cos(4πfct+ 2θ(t) + 2λ))]

= E[P ] + [P cos(4πfct+ 2θ(t) + 2λ)] (D-1)

O teorema do valor esperado atesta que o valor esperado de uma função de duas

variáveis, g(θ, λ) pode ser calculado como

E[g(θ, λ)] = Eθ(t){Eλ[g(θ, λ)|θ = Θ]} (D-2)

Assim, utilizando (D-2), a segunda parcela de (D-1) pode ser reescrita como

P E [cos(4πfct+ 2θ(t) + 2λ))] = P Eθ(t)

{

Eλ(t) [cos(4πfct+ 2θ(t) + 2λ) | θ(t) = Θ(t)]
}

= P Eθ(t)

{
∫ ∞

−∞
cos(4πfct+ 2Θ(t) + 2λ)pλ(Λ)dΛ

}

(D-3)

Conforme previamente descrito no equacionamento do sinal de transmissão, (4-

20), λ é uma variável aleatória uniforme, distribúıda entre (0, 2π]. Sendo assim,

pλ(Λ) =
1
2π e por esta razão, (D-3) pode ser reescrita como

P E [cos(4πfct+ 2Θ(t) + 2λ)] = P Eθ(t)

{

1

2π

∫ 2π

0
cos(4πfct+ 2Θ(t) + 2λ)dΛ

}

(D-4)

A integral descrita em (D-4) é nula, uma vez que corresponde à integral de uma

senoide cujos limites de integração equivalem à um número inteiro de peŕıodos da
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mesma. Assim, chega-se que a potência média do sinal de transmissão é dada por

Pm = E[P ] + PE [cos(4πfct+ 2θ(t) + 2λ)] = P (D-5)

D.2

Função Média

A função média, ms(t), do sinal de transmissão, s(t), é calculada como o valor

esperado do sinal s(t), descrito em (4-20), como

ms(t) = E[s(t)] = E[
√
2P cos(2πfct+ θ(t) + λ)] (D-6)

Conforme descrito na seção anterior deste Apêndice, o teorema do valor esperado

atesta que o valor esperado de uma função de duas variáveis, g(θ, λ) pode ser

calculado conforme (D-2). Assim, (D-6) é reescrita como

E
[√

2P cos(2πfct+ θ(t) + λ)
]

= Eθ(t)

{

Eλ(t)

[√
2P cos(2πfct+ θ(t) + λ) | θ(t) = Θ(t)

]}

= Eθ(t)

{
∫ ∞

−∞

√
2P cos(πfct+Θ(t) + λ)pλ(Λ)dΛ

}

(D-7)

Assim como na derivação da potência média, realizada na seção anterior, na

presente análise também se leva em consideração o fato de λ ser uma variável

aleatória uniforme, distribúıda entre (0, 2π]. Desta forma, pλ(Λ) = 1
2π e por

consequência, (D-7) é dada por

E
[√

2P cos(2πfct+Θ(t) + λ)
]

= Eθ(t)

{

1

2π

∫ 2π

0

√
2P cos(2πfct+Θ(t) + λ)dΛ

}

(D-8)

A integral descrita em (D-8) é nula, uma vez que corresponde à integral de uma

senoide cujos limites de integração equivalem à um número inteiro de peŕıodos da

mesma. Assim, chega-se que a média do sinal de transmissão é constante e nula, ou

seja,

ms(t) = 0 (D-9)

D.3
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Função Autocorrelação

A função autocorrelação de um Processo Estocástico x(t), real, Rx(t1, t2), é dada

por

Rx(t1, t2) = E[x(t1)x(t2)] (D-10)

Ainda, se x(t) for Estacionário no Sentido Amplo (ESA), (D-10) é dada em função

apenas da diferença entre os instantes de tempo, τ = t1 − t2, como

Rx(τ) = E[x(t)x(t− τ)] (D-11)

Consequentemente, a densidade espectral de potência do processo, Sx(f), é,

conforme descrito pelo teorema de Wiener-Khintchine, dada por,

Sx(f) = F−1 [Rs(τ)] (D-12)

A função autocorrelação do processo estocástico real s(t), descrito em (4-20), é,

então, definida a partir de (D-10) por

Rs(t1, t2) = E[s(t1)s(t2)]

= E [2P cos(2πfct+ θ(t1) + λ) cos(2πfct+ θ(t2) + λ)]

(D-13)

Sabe-se que o produto de dois cossenos pode ser escrito como

cos(a) cos(b) =
1

2
[cos(a+ b) + cos(a− b)] (D-14)

Desta forma, utilizando-se (D-14), (D-13) pode ser reescrita como

Rs(t1, t2) = E
[

P
(

cos (2πfc(t1 + t2) + θ(t1) + θ(t2) + 2λ) +

+cos (2πfc(t1 − t2) + θ(t1)− θ(t2))
)]

(D-15)

Analisando-se o valor esperado das duas parcelas de (D-15) separadamente, tem-

se que o valor esperado da primeira parcela é dado por

E[cos(2πfc(t1 + t2) + θ(t1) + θ(t2) + 2λ)] = E[g(θ(t1), θ(t2), λ)] (D-16)

Utilizando-se (D-2), descrita no cálculo da potência média, escreve-se (D-16)
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como

E[g(θ1, θ2, λ)] = Eθ1θ2







∞
∫

−∞

cos (2πfc(t1 + t2) + Θ1 +Θ2 + 2λ) pλ(Λ)dΛ







(D-17)

onde θ(t1) = Θ1 e θ(t2) = Θ2.

Conforme descrito anteriormente, λ é uma variável aleatória uniforme distribúıda

entre (0, 2π]. Sendo assim, pλ(Λ) =
1
2π logo, (D-17) é escrita como

E[g(θ1, θ2λ)] = Eθ1θ2







1

2π

∞
∫

−∞

cos (2πfc(t1 + t2) + Θ1 +Θ2 + 2λ) dΛ







(D-18)

Desta maneira, observa-se que, assim como no cálculo da potência média do

sinal, a integral descrita por (D-18) é nula. Sendo assim, chega-se que a função

autocorrelação do sinal de transmissão é dada por

Rs(t1, t2) = PE [cos(2πfc(t1 − t2) + θ(t1)− θ(t2))] (D-19)

Utilizando-se as relações de Euller, pode-se escrever (D-19) como

Rs(t1, t2) = PE
[

Re
{

ej(2πfc(t1−t2)+θ(t1)−θ(t2))
}]

= PE
[

Re
{

ej2πfc(t1−t2)ej(θ(t1)−θ(t2))
}]

= PRe
{

E
[

ej2πfc(t1−t2)ej(θ(t1)−θ(t2))
]}

= PRe
{

ej2πfc(t1−t2)E
[

ej(θ(t1)−θ(t2))
]}

(D-20)

D.4

Média e variância da diferença entre fases do sinal de transmissão em

momentos distintos

A diferença entre fases do sinal de transmissão em momentos distintos é repre-

sentada pela variável aleatória xt1t2 , definida em (4-27). Neste apêndice deriva-se a

sua média e variância.

Primeiramente deriva-se a média m de xt1t2 como função do sinal modulador

a(t). Reescrevendo-se (4-27), a partir de (4-22) tem-se que

xt1t2 = Kp

t1
∫

−∞

a(α)dα−Kp

t2
∫

−∞

a(α)dα = Kp

t1
∫

t2

a(α)dα (D-21)
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O valor esperado da variável xt1t2 é então dado por

m = E[xt1t2 ] = Kp

t1
∫

t2

E[a(α)]dα (D-22)

Note que, se o sinal modulador a(t) tiver média nula, (D-22) também será nula,

ou seja, E[xt1t2 ] = 0.

A variância de de xt1t2 , σ
2, pode ser derivada de duas maneiras distintas: (i) em

função de θ(t); (ii ) em função do sinal modulador, a(t). Note, a partir de (D-21) e

(4-22), que a variância, σ2, de xt1t2 é escrita como

σ2 = E

[

(xt1t2 −m)2
]

= E[x2t1t2 ]

= E

[

Kp

∫ t1

t2

a(α)dαKp

∫ t1

t2

a(β)dβ

]

= K2
p

∫ t1

t2

∫ t1

t2

E[a(β)a(α)]dαdβ

= K2
p

∫ t1

t2

∫ t1

t2

Ra(α− β)dαdβ (D-23)

A solução de (D-23) advém reescrevendo-a como função de g(x) definida por

g(x) =

{

1 , se t2 < x < t1;

0 , caso contrário .
(D-24)

A equação (D-23) é, então, dada por

σ2 = K2
p

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(α)g(β)Ra(α− β)dαdβ (D-25)

Seja a mudança de variável α − β = γ → dα = dγ. Então, (D-25) é reescrita

como

σ2 = K2
p

∫ ∞

−∞
Ra(γ)

∫ ∞

−∞
g(γ + β)g(β)dβdγ (D-26)

Observa-se que a integral sobre a variável β é uma convolução de dois retângulos

de tamanho t1− t2 = τ . Sendo assim, sua solução é conhecida na literatura e é dada

por uma função triângulo, f(γ) descrita como

f(γ) =

{

τ − |γ| , se |γ| < τ ;

0 , caso contrário .
(D-27)

Como a função autocorrelação do sinal modulador, Ra(γ) é uma função par,
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então tem-se, a partir de (D-27) e (D-26) que a variância, σ2, de xt1t2 é dada por

σ2 = 2K2
p

∫ |τ |

0
Ra(γ)[τ − |γ|]dγ (D-28)

Alternativamente, a variância de xt1t2 também pode ser derivada em função do

processo estocástico θ(t). Sabe-se que

σ2 = E

[

(xt1t2 −m)2
]

= E[xt1t2 ]

= E

[

θ(t1)
2

]

− 2E

[

θ(t1)θ(t2)

]

+ E

[

θ(t2)
2

]

(D-29)
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E

Cálculo da função autocorrelação da envoltória complexa dos

sinais de transmissão propostos, caracterizados por portado-

ras moduladas em frequência faixa larga

A função autocorrelação da envoltória complexa do sinal de transmissão, com

respeito à frequência central, é dada conforme (4-63). Nota-se que a parcela dentro

da integral pode ser reescrita, utilizando-se a relação trigonométrica

1− cos(2a)

2
= sin2 a (E-1)

Assim, utilizando-se a relação trigonométrica descrita em (E-1), pode-se reescre-

ver a função autocorrelação da envoltória complexa do sinal de transmissão, com

respeito à frequência central, dada por (4-63) como

Rs̃(τ) = 2Pe
−

[

K2
pτ2

2Ba

Ba
∫

0

sin2(πfτ)

π2f2τ2
df

]

= 2Pe[g1(τ)g2(τ)] (E-2)

onde a função g1(τ) é dada por

g1(τ) =
K2

pτ
2

2Ba
(E-3)

e a função g2(τ) é dada por

g2(τ) =

Ba
∫

0

sin2(πfτ)

π2f2τ2
df (E-4)

Diz-se que uma modulação FM é de faixa larga se a constante de modulação Kp

for muito maior do que a largura de banda do sinal modulador, Ba, conforme (E-5).

Kp � Ba (E-5)

Se (E-5) for verdade, então, observa-se que g1(τ) cresce muito rápido conforme τ

aumenta e consequentemente, e−
K2

pτ2

2Ba decresce muito rápido. Assim sendo, apenas

para valores de τ pequenos Rs(τ) não assumirá valores próximos de 0.
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Consequentemente, considerando apenas valores τ pequenos, pode-se dizer que

sin(πfτ) ≈ πfτ (E-6)

Desta forma, o valor da função g2(τ) é dado, aproximadamente, por Ba. Assim,

a função autocorrelação da envoltória complexa com respeito à frequência central

do sinal de transmissão com modulação em frequência faixa larga é dada, a partir

de (E-2) e das aproximações descritas por

Rs̃(τ) = 2Pe
−

[

K2
pτ2

2Ba
Ba

]

= 2Pe

−





τ2

2 1
K2

p





(E-7)
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F

Cálculo da largura de banda dos sinais de transmissão propos-

tos, caracterizados por portadoras moduladas em frequência

faixa larga

Neste trabalho, define-se a largura de banda da envoltória complexa do sinal

de transmissão com respeito à frequência central, como a faixa de frequências que

concentra uma determinada porcentagem da potência total do sinal. Assim, pode-se

escrever

kPtotal =

Bs̃/2
∫

−Bs̃/2

Ss̃(f)df (F-1)

onde k é a porcentagem da energia total concentrada dentro da largura de banda

Bs̃ da envoltória complexa do sinal de transmissão, s(t).

Para portadoras moduladas em frequência faixa larga, tem-se, a partir de (F-1)

e (4-66), que

k2P = 2P

Bs̃/2
∫

−Bs̃/2

1√
2πσ

e
−f2

2σ2 df (F-2)

onde σ =
Kp

2π .

Realizando-se uma mudança de variável, γ = f
σ −→ dγ = df

σ tem-se que (F-2)

pode ser reescrita como

k =

Bs̃
2σ
∫

−
Bs̃
2σ

1√
2π

e
−γ2

2 dΓ (F-3)

A análise de (F-3) é feita utilizando-se a função Q conhecida na literatura (4-72),

conforme (F-4).

k =
1√
2π









∞
∫

−
Bs̃
2σ

e
−γ2

2 dγ −
∞
∫

Bs̃
2σ

e
−γ2

2 dγ








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= Q

[

−Bs̃

2σ

]

−Q

[

Bs̃

2σ

]

(F-4)

Utilizando-se a propriedade da função Q(x) que diz que Q(−x) = 1 − Q(x),

tem-se que

1− 2Q

[

Bs̃

2σ

]

= k

Q

[

Bs̃

2σ

]

=
1− k

2
(F-5)
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G

Função autocorrelação do sinal de sáıda do filtro casado

quando os sinais de transmissão propostos, caracterizados por

portadoras moduladas em frequência por sinais aleatórios, são

utilizados

A função autocorrelação do processo estocástico que caracteriza o sinal de sáıda

do filtro casado, x̃′i(t) é dada por

Rx̃′(t)(τ) = E[x̃′(t+ τ)x̃′∗(t)] (G-1)

Esta função, é escrita, a partir de (3-41) como

Rx̃′(t)(τ) = A2

∫ Tint

0

∫ Tint

0
E[s̃(α− T0)s̃

∗(α− t− τ)s̃∗(β − T0)s̃(β − t)]dαdβ

(G-2)

onde A = Ai.

Reescreve-se (G-2), a partir de (4-47), como

Rx̃′(t)(τ) = A24P 2

∫ Tint

0

∫ Tint

0
E[e[θ(α−T0)−θ(α−t−τ)−θ(β−T0)+θ(β−t)]]dαdβ (G-3)

Seja, então, a variável aleatória x, dada por

x = θ(α− T0)− θ(α− t− τ)− θ(β − T0) + θ(β − t) (G-4)

Observa-se, então, que x pode ser escrita, em notação matricial, como

x = A x (G-5)

onde

A =
[

1 −1 −1 1
]

(G-6)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012144/CA
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e

x =













θ(α− T0)

θ(α− t− τ)

θ(β − T0)

θ(β − t)













(G-7)

Assim, uma vez definida a variável x, note que (G-3) é, então, dada por

Rx̃′(t)(τ) = A24P 2

∫ Tint

0

∫ Tint

0
E[ejvx]dαdβ

= A24P 2

∫ Tint

0

∫ Tint

0
Mx(1)dαdβ (G-8)

onde Mx(1) é a função caracteŕıstica da vaŕıavel x.

Uma vez que θ(t) é uma variável aleatória gaussiana com média nula, então, note

que a variável x também é uma variável aleatória gaussiana e de média nula. Desta

forma, (G-8) pode ser reescrita como

Rx̃′(t)(τ) = A24P 2

∫ Tint

0

∫ Tint

0
e−

σ2(τ)
2 dαdβ (G-9)

onde σ2(τ) é a variância de x, dada por

σ2(τ) = AKAT (G-10)

onde

K =













Rθ(0) Rθ(t+ τ − T0) Rθ(α− β) Rθ(α− β − T0 + t)

Rθ(T0 − t− τ) Rθ(0) Rθ(α− β + T0 − t− τ) Rθ(α− β − τ)

Rθ(β − α) Rθ(β − α− T0 + t+ τ) Rθ(0) Rθ(t− T0)

Rθ(β − α+ T0 − t) Rθ(β − α+ τ) Rθ(T0 − t) Rθ(0)













(G-11)

onde Rθ(t) é a função autocorrelação da variável θ(t) definida em (4-62).

Então, σ2(τ) é dado por

σ2(τ) = 4Rθ(0) + 2
[

−Rθ(t+ τ − T0)−Rθ(α− β) +Rθ(α− β − T0 + t)

+ Rθ(α− β + T0 − t− τ)−Rθ(α− β − τ)−Rθ(t− T0)
]

(G-12)

Por fim, de (G-9) e (G-12), chega-se na função autocorrelação do sinal de sáıda

do filtro correlator.
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H

Potência do rúıdo de sáıda do filtro correlator quando os si-

nais de transmissão propostos, caracterizados por portadoras

moduladas em frequência por sinais aleatórios, são utilizados

O valor esperado da potência média do rúıdo na sáıda de i-ésimo filtro, Pñ′i
, é

dado, a partir de (3-37) e (B-9) por

Pñ′i
= N0E





∫

Bs̃i
2

−
Bs̃i
2

∣

∣

∣
S̃∗i (f)

∣

∣

∣

2



 df (H-1)

onde N0 é o ńıvel espectral da envoltória complexa do rúıdo na entrada do i-ésimo

filtro casado e Bs̃i e S̃∗i (f) são, respectivamente, a largura de banda e o complexo

conjugado da transformada de Fourier da envoltória complexa do i-ésimo pulso de

transmissão.

Note que o valor esperado descrito em (H-1) pode ser escrito como

E





∫

Bs̃i
2

−
Bs̃i
2

∣

∣

∣
S̃∗i (f)

∣

∣

∣

2



 df =

∫

Bs̃i
2

−
Bs̃i
2

E

[

∣

∣

∣
S̃∗i (f)

∣

∣

∣

2
]

df (H-2)

O valor esperado descrito em (H-2), por sua vez, pode ser escrito como

E

[

∣

∣

∣
S̃∗i (f)

∣

∣

∣

2
]

= E
[

S̃∗i (f)S̃i(f)
]

(H-3)

Note que S̃i(f) é a transformada de Fourier do sinal de transmissão si(t). Assim,

reescrevendo (H-3), tem-se

E

[

∣

∣

∣
S̃∗i (f)

∣

∣

∣

2
]

= E

[
∫ ∞

−∞
s̃ ∗i (α)ej2παdα

∫ ∞

−∞
s̃i(β)e

−j2πβdβ

]

= E

[
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
s̃i(β)e

−j2πβ s̃ ∗i (α)ej2παdαdβ
]

= E

[
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
s̃ ∗i (α)s̃i(β)e−j2π(β−α)dαdβ

]

(H-4)

Realizando uma mudança de variável, γ = β−α→ dγ = −dα, e observando que
os limites de integração são dados pelo intervalo (0, Tint], onde Tint é o tempo de

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012144/CA
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integração, (H-4) pode ser reescrita como

E

[

∣

∣

∣
S̃∗i (f)

∣

∣

∣

2
]

=

∫ Tint

0

∫ ∞

−∞
E [s̃ ∗i (β − γ)s̃i(β)] e

−j2πγdγdβ

=

∫ Tint

0

∫ ∞

−∞
Rs̃i(−γ)e−j2πγdαdβ (H-5)

onde Rs̃i(τ) é a função autocorrelação da envoltória complexa do sinal de trans-

missão.

Note que, de acordo com o teorema de Wiener-Khintchine (D-12) e, observando

que a função autocorrelação da envoltória complexa do sinal de transmissão é par,

ou seja, Rs̃(−γ) = Rs̃(γ), (H-5) pode, finalmente, ser escrita como

E

[

∣

∣

∣
S̃∗i (f)

∣

∣

∣

2
]

= TintSs̃i(f) (H-6)

onde Ss̃i(f) é a densidade espectral de potência da envoltória complexa do sinal de

transmissão.

A potência média da envoltória complexa do rúıdo na sáıda do filtro casado,

descrita em (H-1), é, então, dada por

Pñ′i
= N0Tint

∫

Bs̃i
2

−
Bs̃i
2

Ss̃i(f)df (H-7)

Para sinais caracterizados por portadoras moduladas em frequência faixa larga,

a potência média da envoltória complexa do rúıdo na sáıda do filtro casado (H-7) é

dada, a partir de (F-5), por

Pñ′i
= N0Tint2P

[

1− 2Q

(

Bs̃i

2π

)]

(H-8)

onde Tint é o tempo de integração e 2P é a potência média da envoltória complexa

do sinal de transmissão.
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I

Potência da interferência causada por ambiguidade em

distância na sáıda da compressão de pulsos, quando os si-

nais de transmissão propostos, caracterizados por portadoras

moduladas em frequência por sinais aleatórios, são utilizados

A potência da interferência provocada por alvos amb́ıguos em distância, ũ′i(t)

(5-42), no instante t, na sáıda da compressão de pulsos, é dada por

Pũ′i(t)
(t) = E

[

| ũ′i(t) |2
]

= E[ũ′i(t)ũ
′∗
i (t)] =

N
∑

j=1

N
∑

k=1
j,k 6=i

x̃′ij(t)x̃
′∗
ik(t) (I-1)

De acordo com (5-46), tem-se que (I-1) é dada por

E
[

| ũ′i(t) |2
]

=
N
∑

j=1

N
∑

k=1
j,k 6=i

∫ Tint

0

∫ Tint

0
AjAkE [s̃j(α− Tj)s̃

∗
k(β − Tk)s̃

∗
i (α− t)s̃i(β − t)] dαdβ

=
N
∑

j=1

N
∑

k=1
j,k 6=i

∫ Tint

0

∫ Tint

0
AjAkRs̃j s̃k(α− β + Tk − Tj)Rs̃i(β − α)dαdβ (I-2)

Note que, se j 6= k, então, a partir de (4-52) tem-se que Rs̃j s̃j (τ) = 0, ∀ τ . Desta

forma, (I-2) pode ser reescrita como

E
[

| ũ′i(t) |2
]

=

N
∑

j=1

j 6=i

A2
j

∫ Tint

0

∫ Tint

0
Rs̃j (α− β)Rs̃i(β − α) dα dβ (I-3)

Uma vez que a função autocorrelação é igual para todos os pulsos de transmissão,

ou seja, Rs̃j (t) = Rs̃i(t), ∀ i, j, e ainda, sabendo que esta é uma função par, então

(I-3) é reescrita como

E
[

| ũ′i(t) |2
]

=

N
∑

j=1

j 6=i

A2
j

∫ Tint

0

∫ Tint

0
R2

s̃j (α− β)dαdβ (I-4)

Note que (I-4) pode ser reescrita, utilizando-se duas funções retângulos, definidas

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012144/CA
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em (4-54), como

E
[

| ũ′i(t) |2
]

=

N
∑

j=1

j 6=i

A2
j

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
retT (α)retT (β)R

2
s̃j (α− β)dαdβ (I-5)

Seja a mudança de variável γ = α− β → dγ = −dβ. Então, (I-5) é dada por

E
[

| ũ′i(t) |2
]

=

N
∑

j=1

j 6=i

A2
j

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
retT (α)retT (γ − α)dα R2

s̃j (γ)dγ (I-6)

Note que a integral sobre a variável α é uma convolução de dois retângulos de

tamanho Tint, resultando em um triângulo de tamanho 2Tint. Assim, (I-6) pode ser

reescrita como

E
[

| ũ′i(t) |2
]

=

N
∑

j=1

j 6=i

A2
jTint

∫ Tint

−Tint

(

1− |γ|
Tint

)

R2
s̃j (γ)dγ

=

N
∑

j=1

j 6=i

A2
j2Tint

∫ Tint

0

(

1− γ

Tint

)

R2
s̃j (γ)dγ (I-7)

A expressão apresentada em (I-7) representa a formulação geral da potência da

interferência causada por ambiguidade em distância, na sáıda da compressão de

pulsos, em sistemas que empregam formas de onda caracterizadas por portadoras

moduladas em frequência onde o sinal modulador é aleatório. Conforme dito ante-

riormente, a potência da interferência não depende do instante de tempo t, ou seja,

a potência instantânea da mesma é igual a sua potência média.

Considerando-se sinais de transmissão caracterizados por portadoras moduladas

em frequência faixa larga, então, a partir de (4-65) tem-se que (I-7) pode ser reescrita

como

E
[

| ũ′i(t) |2
]

=

N
∑

j=1

j 6=i

A2
j4P

22Tint





∫ Tint

0
e

− γ2

1
K2

p −
∫ Tint

0

γ

Tint
e

− γ2

1
K2

p dγ



 (I-8)

A solução da primeira integral descrita em (I-8) é conhecida e dada através da

função Q(x) e o segundo termo também é integrável. Sendo assim, (I-8) é finalmente
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escrita como

E
[

| ũ′i(t) |2
]

=

N
∑

j=1

j 6=i

A2
j4P

2T 2
int

[

a
√
π

Bs̃Tint

(

1− 2Q

(√
2
Bs̃Tint

a

))

− a2

B2
s̃T

2
int

(

1− e
−

B2
s̃ T

2
int

a2

)]

(I-9)

onde a = Bs̃

Kp
.
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J

Resolução em distância de sistemas que empregam os sinais

de transmissão propostos, caracterizados por portadoras mo-

duladas em frequência por sinais aleatórios

Neste Apêndice, investiga-se a resolução em distância de sistemas radar que em-

pregam as formas de ondas de transmissão propostas, caracterizadas por portadoras

moduladas em frequência por sinais aleatórios. Conforme descrito no Caṕıtulo 3,

este parâmetro está associado à largura de 3dB da sáıda do módulo filtro correlator,

(3-44). Uma vez que o valor esperado da sáıda do filtro correlator é dado por (5-3),

então, faz-se necessário analisar as larguras de 3dB da função autocorrelação das

envoltórias complexas dos sinais de transmissão propostos.

Seja, então, a modulação em frequência faixa larga. Observa-se, de (4-65), que o

máximo de Rs̃(τ) ocorre para τ = 0. Como a função autocorrelação é uma função

par, a largura de 3dB do receptor é dada por duas vezes o valor de τ3dB para o qual

tem-se que a relação descrita em (J-1) é valida.

Rs̃(τ3dB) =
1√
2
maxRs̃(τ) (J-1)

Então, tem-se, a partir de (J-1) e de (4-65), que os valores τ3dB responsáveis pela

resolução em distância são dados por

2Pe
−

[

K2
pτ23dB

2

]

=
2P√
2
−→ τ3dB = ±

√
ln 2

Kp
(J-2)

Então, o valor esperado da resolução em distância do sistema que emprega o sinal

proposto, caracterizado por uma portadora modulada em frequência faixa larga,

associado à largura de 3dB da função autocorrelação do processo estocástico que

caracteriza a envoltória complexa deste sinal, descrita em (4-65), é dado, de (3-44),

por

∆Rτ3dB =
c

2

2
√
ln 2

Kp
≈ c

2

1, 665

Kp
(J-3)
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K

Razão entre a potência de pico e a potência de lóbulos se-

cundários quando os sinais de transmissão propostos, carac-

terizados por portadoras moduladas em frequência por sinais

aleatórios, são utilizados

A potência do sinal de sáıda da compressão de pulsos em um determinado instante

de tempo t, quando os sinais de transmissão propostos, caracterizados por portadoras

moduladas em frequência por sinais aleatórios, são utilizados, é dada por

Px̃′i
(t) = E

[

| x̃′i(t) |2
]

(K-1)

Seja λ = t− T0, então, de (G-9), (K-1) é dada por

Rx̃′i(t)
(0) = A2

i 4P
2

∫ Tint

0

∫ Tint

0
e−

σ2(0)
2 dαdβ (K-2)

onde σ2(0) é dada, conforme (G-12), por

σ2(0) = 4Rθ(0)− 4Rθ(λ)− 4Rθ(α− β) + 2Rθ(α− β + λ) + 2Rθ(α− β − λ)

(K-3)

Então, a partir de (K-3), e realizando-se a mudança de variável de integração

γ = α− β → dγ = −dβ, tem-se que (K-2) é dada por

Rx̃′i(t)
(0) = A2

i 4P
2

∫ Tint

0

∫ α−Tint

α
e−

1
2
[4Rθ(0)−4Rθ(λ)−4Rθ(γ)+2Rθ(γ+λ)+2Rθ(γ−λ)]dγ dα

(K-4)

A partir de (4-62), tem-se que (K-4) é dada por

Rx̃′i(t)
(0) = A2

i 4P
2

∫ Tint

0

∫ α−Tint

α
e
−

K2
p

4π2Ba

[

∫Ba
0

2
f2
−

2 cos(2πfλ)

f2
−

2 cos(2πfγ)

f2
+

cos(2πf(γ+λ))

f2
+

cos(2πf(γ−λ))

f2
df
]

dγ dα

(K-5)
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Utilizando-se a relação trigonométrica

1− cos(2a) = 2 sin2(a) (K-6)

tem-se que (K-5) é dada por

Rx̃′i(t)
(0) = A2

i 4P
2e
−

K2
p

π2B2
a
f(πλBa)

∫ Tint

0

∫ α−Tint

α
e
−

K2
p

2π2B2
a
[2f(πγBa)−f(π(γ+λ)Ba)+f(π(γ−λ)Ba)]

dγ dα

(K-7)

onde

f(x) = x

∫ x

0

sin2(α)

α2
dα (K-8)

A expressão apresentada em (K-7) refere-se à potência da sáıda da compressão

de pulsos em um determinado instante de tempo λ = t − T0, quando sinais de

transmissão caracterizados por portadoras moduladas em frequência, aqui propostos,

são utilizados.

Reescrevendo a integral dupla descrita em (K-7) como uma integral simples,

conforme feito anteriormente, tem-se que (K-7) pode ser escrita como

Rx̃′i(t)
(0) = Cie

−
K2

p

π2B2
a
f(πλBa) 2

T 2
int

∫ Tint

0
Tint

(

1− γ

Tint

)

e
−

K2
p

2π2B2
a
[2f(πγBa)−f(π(γ+λ)Ba)+f(π(γ−λ)Ba)]

dγ

(K-9)

onde Ci = A2
i 4P

2T 2
int.

Consequentemente, de (5-12), (K-1) e (K-9), tem-se que a razão entre a potência

do sinal em um determinado instante de tempo t e a potência do pico associada

à sáıda da compressão de pulsos, quando sinais de transmissão caracterizados por

portadoras moduladas em frequência faixa larga são utilizados, é dada por

Px̃′i
(t)

Px̃′i
(T0)

= e
−

K2
p

π2B2
a
f(πλBa) 2

T 2
int

∫ Tint

0
Tint

(

1− γ

Tint

)

g(γ, λ)dγ

(K-10)

onde

g(γ, λ) = e
−

K2
p

2π2B2
a
[2f(πγBa)−f(π(γ+λ)Ba)+f(π(γ−λ)Ba)]

(K-11)

A potência do sinal de sáıda do bloco integrador em um determinador instante

de tempo t, quando sinais de transmissão caracterizados por portadoras moduladas
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em frequência faixa larga são utilizados, é dada por

Px̃′int
(t) = E

[

| x̃′int(t) |2
]

(K-12)

Seja, novamente, λ = t− T0. A potência do sinal na sáıda do integrador em um

determinado instante de tempo λ é dada, a partir de (3-34), como

E
[

| x̃′int(t) |2
]

= E





np
∑

i=1

np
∑

j=1

x̃′i(t)x̃
′∗
j (t)





=

np
∑

i=1

E
[

| x̃′i(t) |2
]

+

np
∑

i=1

np
∑

j=1

j 6=i

E
[

x̃′i(t)x̃
′∗
j (t)

]

(K-13)

Considerando-se que os sinais de sáıda da compressão de pulsos em instantes de

tempo distintos são estatisticamente independentes, então, utilizando-se (K-9), (5-3)

e (4-65), tem-se que a potência do sinal na sáıda do integrador é dada por

Px̃′int
(t) = npCie

−
K2

p

π2B2
a
f(πλBa)

(

2

T 2
int

∫ Tint

0
Tint

(

1− γ

Tint

)

g(γ, λ)dγ + (np − 1)

)

(K-14)

Consequentemente, de (5-16), (K-12) e (K-14), tem-se que a razão entre a

potência do sinal em um determinado instante de tempo t, e a potência do pico

associada à sáıda do bloco integrador, quando os sinais de transmissão propostos

são utilizados, é dada por

Px̃′int
(t)

Px̃′int
(T0)

=
1

np
e
−

K2
p

π2B2
a
f(πλBa)

(

2

T 2
int

∫ Tint

0
Tint

(

1− γ

Tint

)

g(γ, λ)dγ + (np − 1)

)

(K-15)
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