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Dados amostrais complexos e a estimagao dos
coeficientes de escalonabilidade

Este capitulo inicialmente discute a analise estatistica adequada para dados
gerados por pesquisas amostrais complexas. E apresentada a importancia da
analise dos dados amostrais complexos e posteriormente, o desenvolvimento da
estimacao pontual e da variancia dos estimadores de quantidades populacionais de
interesse.

No final do capitulo ¢ abordada a estimagdo pontual e da varidncia dos
estimadores propostos para os coeficientes de escalonabilidade Hj;, H; ¢ H da

TRIN no contexto da amostragem complexa de populagdes finitas.

4.1 Dados amostrais complexos

Muitas técnicas estatisticas tradicionais sdo formuladas para modelar e
analisar dados que sdo realiza¢des de varidveis (vetores) aleatorias independentes
e identicamente distribuidas (Scott e Holt, 1982; Skinner, 1986). Entretanto, dados
desse tipo sdo raros na pratica (Chambers e Skinner, 2003). Essas técnicas nao
levam em consideragdo os planos amostrais complexos que freqlientemente sdo
empregados para a obtenc¢ao dos dados.

Tem crescido o uso de dados oriundos de amostras complexas, isto €, de
amostras envolvendo multiplos estagios de sele¢do, sorteio sistematico,
amostragem com probabilidade proporcional a uma medida de tamanho,
estratificacdo, etc. Logo, € necessario poder incorporar estas caracteristicas do
plano amostral no uso descritivo ou analitico dos dados (Heeringa, 2010).

Existem sérias conseqiiéncias nas estimativas pontuais de quantidades
populacionais de interesse e na qualidade (precisdo) dessas estimativas, caso seja
feita a analise estatistica de dados amostrais complexos como se fossem
observagoes amostrais independentes e identicamente distribuidas. Dessa forma,
de modo geral, as estimativas pontuais sdo viciadas e com qualidade

comprometida (Heeringa, 2010).
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Para a medigdo estatistica de varidveis latentes com base em dados que
serdo coletados de pesquisas amostrais complexas, ¢ imprescindivel a
incorporacdo das seguintes caracteristicas: estratificagdo, conglomeragdo em
varios estagios e ponderacao desigual na estimagdo pontual e também da variancia

dos estimadores dos coeficientes Hj;, H; e H.

4.2 Estimagao pontual

Algumas vezes dados oriundos de amostras complexas sdo usados para fins
puramente descritivos (estimagdo de totais, propor¢des, razoes, dentre outros).
Outras vezes, porém, sua utilizagdo ¢ feita para fins analiticos (formulagdo,
selecdo, ajuste e interpretacdo de modelos) onde o analista busca estabelecer a
natureza de relagdes ou associagdes entre variaveis, no sentido de extrair
conclusdes aplicaveis também para populagdes distintas.

Certos cuidados precisam ser tomados para a correta utilizagdo dos dados de
pesquisas amostrais complexas. A particularidade destes dados ¢ proveniente de
caracteristicas de planos amostrais de pesquisas de populagdes finitas que
envolvem: probabilidades distintas de selecdo, estratificagdo e conglomeragdo das
unidades, ajustes para compensar nao resposta e outros ajustes (Heeringa, 2010) .

A atribuicdo de um peso amostral distinto para cada unidade amostral
selecionada segundo um plano amostral complexo tem um papel indispensavel na
construcdo dos estimadores pontuais para usos descritivo e analitico.

No contexto das populagdes finitas torna-se necessario definir alguma
notagdo basica bem como certos parametros populacionais de interesse que serdo
usados no desenvolvimento das se¢des seguintes.

Seja U = {1, 2, kN} uma populagao finita com N elementos.
Considere x e y variaveis de pesquisa definidas sobre os elementos de U.
Sejam x; e y; os valores das varidveis de interesse x e ), respectivamente,

assumidos pelo k-ésimo elemento da populagdo U.
Para cada unidade da populagdo U associa-se um valor para cada variavel de

interesse x e y, e desta forma, os vetores correspondentes sdo denotados por

X= (xl,xz,...,xN) € y:(hl)’zqu’N)-
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Considerando estas varidveis de pesquisa, 0s seguintes parametros
populacionais podem ser definidos:

i.  Total populacional da variavel x ¢ definido por X= ¥ x,_ ;
keU

Zxk

ii.  Média populacional da variavel x é dada por X :%;

iii.  Quando a variavel z (indicadora) assume dois valores: z; =1
ou z;, =0, keU; a proporcao de elementos na populagdo U que
possuem a caracteristica de interesse z, =1 ¢ definida por

2z,

P:keU )
N

iv. Razdo entre os totais populacionais das variaveis y e Xx:
2 Yk
R=kU
2 Xy
keU
De modo geral, cada pardmetro populacional € exemplificado acima pode
ser representado por uma dada funcdo f de valores de uma ou mais varidveis de
pesquisa nas unidades da populagdo U. Em outras palavras, 6 = f(x;,x;,...,x,).
Como foi feita a caracterizagdo das variaveis de pesquisa assim como de
alguns parametros populacionais na populagdo U torna-se necessario a
caracterizacdo também numa amostra probabilistica dessa populacdo que
posteriormente serd usada para estimar os parametros populacionais de interesse.
Seja s — U uma amostra selecionada da populacdo U sob um plano amostral

probabilistico A. Em notagdo matematica, s = {l, 2.,k }, tal que ke U.

Para cada unidade da amostra s esta associado um valor da variavel x e,

desse modo, o vetor correspondente ¢ representado por x, = (xl,xz,...,xk), ou
ainda, x, = (xk, ke s).

Portanto, podemos estabelecer os estimadores correspondentes aos
parametros populacionais: X, X, P e R:

i.  Total (Horwitz-Thompson) da variavel x: X,p = % ka , com
kes Tk

7, € a probabilidade de inclusdo da unidade & na amostra s.

ii. Total davariavel y: Y = 2 w,y, .
kes
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Zkak
iii.  Média da variavel x; x =45
ZWk
kes
kz Wka
. ~ ~ €S
iv.  Proporgdo: P=-"=
2wy
kes

v. Razdo entre os totais populacionais das variaveis y e x:
Lweyk
p _ kes
Zwkxk
kes
Convém destacar que wy ¢ o peso da unidade k& na amostra s ¢ pode ser
definido de modo diferente do que foi ilustrado acima no estimador de Horwitz-
Thompson para o total. Isto pode ocorrer em virtude da corre¢do de nao-resposta,
por exemplo. Em conseqiiéncia deste fato, os estimadores de total e de variancia
ndo sao Unicos.
De modo geral, cada estimador do parametro populacional § exemplificado
acima pode ser representado por uma dada fun¢do f de valores de uma ou mais

variaveis de pesquisa observadas nas unidades da amostra s, além dos pesos

amostrais. Em outras palavras, 6 = f(xl,xz,...,xk;wl,wz,...,wk), ke s.

4.3 Estimagao da variancia

A estimagdo da varidncia em pesquisas amostrais complexas torna-se
imprescindivel, pois permite avaliar a qualidade (precisdo) das estimativas
pontuais dos parametros de interesse, além da constru¢do do arcabouco da
inferéncia estatistica.

O tipo do estimador (linear ou ndo linear) e as caracteristicas dos planos
amostrais, a saber: estratificagdo, conglomeracdo em varios estidgios, métodos
distintos de sele¢do das unidades primarias de amostragem (PPT ou selegdo
sistematica), ponderacao diferenciada para as unidades selecionadas, interferem
diretamente no processo de estimacao da variancia.

Entre os métodos mais usuais para a estimacdo da variancia convém citar o
método do Conglomerado Primario (Hansen, Hurvitz ¢ Madow, 1953), os
métodos de replicagdo (reamostragem): Jackknife e Bootstrap (Shao e Tu, 1995) e

Linearizacdo em série de Taylor (Casella e Berger, 2002).
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Quando o estimador € ¢ nao linear, geralmente ndo existe uma expressao
matematica exata para sua variancia ¥, (). No entanto, se este estimador 6 puder

ser escrito como uma fun¢do ndo linear de estimadores de totais populacionais

torna-se possivel a construcdo da expressdo analitica da varidncia aproximada

VaL (0) , através da Linearizagdo em série de Taylor.

De modo geral, em planos amostrais conglomerados, na estimagdo da
variancia de estimadores nao lineares (exceto para percentis de uma distribui¢ao),
¢ comum a combinacdo da Lineariza¢do em série de Taylor com o método do

Conglomerado Primario.

4.3.1 Método do Conglomerado Primario

O termo Conglomerado Primario proposto por Hansen, Hurvitz e Madow
(1953) ¢ utilizado para representar o conjunto de unidades incluidas na amostra
contidas em uma mesma unidade primaria de amostragem (UPA) (Lila, 2004).

Através deste método, em planos amostrais complexos com varios estagios
de sele¢do, na estimagdo da varidncia de um estimador de total populacional, ¢
considerada apenas a variacdo entre as estimativas de total no nivel das unidades
primarias de amostragem, sob a hipdtese de que os conglomerados primarios sao
selecionados com reposi¢ao da populacao de UPAs.

Convém ressaltar que o método do Conglomerado Primario combinado com
a Linearizagdo em série de Taylor permite a estimagdo da variancia de
estimadores nao lineares, desde que estes possam ser escritos como fungdo de
estimadores ndo viciados de totais populacionais.

Na pratica, mesmo que a sele¢do das unidades primarias de amostragem seja
feita sem reposicdo ¢ comum utilizar o estimador da variancia do estimador de
total obtido pelo método do Conglomerado Primario quando a fragdo amostral do
primeiro estagio ¢ inferior a 5%. Esta ¢ uma pratica conservadora na estimacao da
varidncia diante de planos amostrais complexos com varios estagios. Desta
maneira, obtém-se estimativas para uma cota superior de varidncia sob o plano
amostral adotado pelas pesquisas amostrais complexas (Lila, 2004). Quando a
fracdo amostral (f,) (definida como a razdo entre os tamanhos da amostra s e da

opulacao no primeiro estagio € superior a 5%, sdao sugeridas algumas
b 9
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corregdes, dentre elas a corre¢do de populagdo finita (I — f,) na estimativa da
variancia.

Este método de aproximacdo empregado no processo de estimacdo de
variancias ¢ largamente utilizado por praticantes de amostragem devido a sua
simplicidade e praticidade, quando comparado com a complexidade envolvida no
calculo das diversas componentes de varidncia devidas a cada estagio de
amostragem num plano complexo (Lila, 2004).

A popularidade do método do Conglomerado Primario esta relacionada ao
fato desta técnica fornecer a base metodologica de varios pacotes estatisticos
especializados para estimagao de variancias, tais como SUDAAN, STATA, SPSS,
SAS, R, entre outros.

A seguir ¢ apresentada a expressao do estimador de total populacional e de
sua variancia baseados no método do Conglomerado Primario (Lila, 2004).

Considere um plano amostral conglomerado, em multiplos estadgios, no qual
no 1° estagio existe estratificagdo com ny, > 2 unidades primarias selecionadas do
estrato A, h=1,..., L. Suponha que no 1° estagio as unidades primarias sejam
selecionadas com reposi¢do e com probabilidade proporcional a uma medida de
tamanho (PPT) em cada estrato 4.

Seja py; a probabilidade de inclusdo da UPA [ do estrato 4 num sorteio, com

2p, =1.Seja )}h, um estimador nao viciado do total Y;; da variavel de pesquisa y
h

na [-ésima UPA do estrato i, h=1,..., L.
Um estimador ndo viciado do total populacional Y, conforme Hansen et al

(1953) ¢ dado por:

h=1 Ry =1 Pp; (41)

. o . . Pn . Y
Um estimador ndo viciado da variancia do estimador ~¢7, de acordo com

Hansen et al (1953) ¢ definido por:

h=1 nh(nh_ =1 \ P

A 2
N (A L ] wo (Y .
VCP(YCP):Z_ 1) L W h] 4.2)
]
onde

. I mY
A LTE
ny i1=1Pp
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4.3.2 Linearizagao de Taylor

E um método alicer¢ado na expansdo em série de Taylor com o intuito de

fornecer estimadores linearizados (aproximados) de variancia para estimadores
ndo lineares 6.

E importante destacar que o estimador 6 ¢ um estimador de um parametro
populacional € que pode ser definido por uma fun¢do ndo linear de totais
populacionais XeY.

Para que uma dada fun¢o f seja aproximada localmente no ponto (xy, vy),

através de um polindbmio P, de ordem n (série de Taylor) é necessario que as

derivadas parciais de ordem » da fung¢do f no ponto (x,,y,) existam (Casella e
Berger, 2002).

Desta forma, o polinomio P, ¢ definido pela seguinte expressdo:

Itx.y) Iftx.y)
ox oy

P.(xy)= fx,y,) +

(x(}’y()) (x - xo) + (X(),Y())(J/ - yo) + Dn(xo’yo) > (4'3)
onde

D" (xy,¥,) :%fxn(xwyo)(x_xo)n +%fyn(xo’yo)(y_yo)n >

n _O0f"(xy)

Jx (%0,50) = ax |@wg)
n _ af”(x’y)

fy (xo’yo)_T (x()’y())'

Assim, o polindmio P, tem em comum com a fun¢do f, além do valor no
ponto (x,,y,), também o valor das derivadas parciais de ordem » da fun¢do f

nesse ponto.

Portanto, um polindmio de aproximagao para a fungdo f no ponto (x,,y,) ¢
dada por um polinémio de Taylor P,(.) de primeiro grau, obtido de (4.3) :
oftx, oftx,
Pi(xy) = fixg.yo) + %‘ (x(),y())(x_x()) + %‘ x0.v0) v-y0) 4.4)

Em particular, o residuo ou a qualidade da aproximagdo (em valor absoluto)

do polinébmio P,(.) no ponto (x,,y,)¢é definido por R(x,,y,) = | f (x9,¥) -

P,(xy,v,)|- A qualidade da aproximagdo no ponto (xy, y9) melhora a medida que
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sdo incluidas na expressdo (4.4) os termos com as derivadas parciais de ordem
n>1 da fun¢ao f nesse ponto.

Quando um estimador ndo linear 0 pode ser escrito por uma dada funcdo de
estimadores de totais populacionais XeVY , Ou seja, 0= f(X , f)e, além disso,
existem as derivadas parciais de primeira ordem de f em p= (E( X )E( Y )), ¢

possivel obter a expressdo matematica de um estimador linearizado 6, mediante

um polinémio de Taylor de primeiro grau para a fungdo f no ponto p, conforme

(4.4):
0, = + 130 (X-E%) + ;0 (F-£(F) 4.5)
A variancia do estimador (V4 ( 6 )), considerando um plano amostral
probabilistico A, ¢ aproximada pela variancia do estimador éL , COMO veremos a

seguir.

Pela definicao de variancia, temos:

R . <\
VA(QL):EA(QL_EA(QL)) (46)
Mediante propriedades de varidveis aleatdrias aplicadas na expressao (4.6),

o estimador de variancia do estimador linearizado 6, ¢ escrito como combinagdo

linear de variancia e covariancias de estimadores de totais X e Y e sua expressao

¢ dada por:
VA(éL)zaEVA(f() + a3V, (Y) + 2ayay Covy (X,Y) 4.7)
onde
O (g e a2 (om0t
a =T EDET)) e ay = (EDET))

A expressdo (4.7) pode ser escrita em notagcdo matricial:

Va(X)  Covy(X.Y) ] oy

V0 )= . X
4001)=[a az][ Cov ,(X.7) V()

A notacdo usada para a variancia linearizada do estimador é, considerando
um plano amostral probabilistico A, de acordo com a expressdo (4.7) € V4 ; (0) .

Para amostras suficientemente grandes, V) =V (6, ).

Para a estimac@o da variancia linearizada (V4 (6)), sob um plano amostral

A, sera necessario a estimagdo das variancias e das covariancias, além de cada
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derivada parcial. O estimador da varidncia linearizada ¢ denotado como
var0)=V,100).

Convém destacar que uma das vantagens da aplicagdo do método de
Linearizagdo de Taylor ¢ quando as derivadas parciais sdo conhecidas. Assim, a
linearizagdo (aproximagdo) quase sempre fornece uma estimativa de variancia que
pode ser aplicada em todos os tipos de planos amostrais.

Obter expressdes analiticas para as derivadas parciais pode ser muito
trabalhoso (Skinner, Holt ¢ Smith, 1989), a presen¢a de viés em decorréncia do
nimero pequeno de UPAs na amostra (Korn e Graubard, 1995) e a aplicagdo do
método a funcgdes complexas sdo algumas desvantagens da Linearizagcdo de

Taylor como método de estimagdo de variancias.

4.3.3 Método Jackknife

O método de Lineariza¢do de Taylor exige o célculo de derivadas parciais

da funcdo que define o estimador 6. Por outro lado, os procedimentos de
replicagdo (Jackknife, Bootstrap, Balanced Repeated Replication (BRR), entre
outros) empregam uma abordagem mais simples para a estimacao de variancias de
estimadores ndo lineares e ndo exigem calculos de derivadas parciais (Shao e Tu,
1995).

Os métodos de replicagdo trocam formulagdes tedricas complicadas exigidas
na aplicagdo dos métodos tradicionais pela inferéncia baseada em selecionar
repetidas réplicas a partir da amostra original (Shao e Tu, 1995).

O método Jackknife ¢ um dos procedimentos computacionalmente
intensivos de replicacdo mais utilizados atualmente para estimar variancia, em
particular, em amostras complexas com estratificacdo e multiplos estagios, com
grande numero de observacgodes (Lee, 1973; Jones, 1974; Kish e Frankel, 1974;
Krewski e Rao, 1981; Shao e Tu, 1995).

Quenouille (1949) introduziu a idéia original deste método para estimar o
viés de um estimador . Esta consistia em excluir uma observagao a cada vez dos

dados originais e recalcular o estimador 6 baseado nos dados remanescentes.

Mais tarde, Tukey (1958) denominou este procedimento como método de
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Jackknife e descobriu que este poderia ser usado para a construg¢ao de estimadores

de variancia do estimador 6 (Efron e Tibshirani, 1993; Shao e Tu, 1995).

Para a estimacdo da variancia sob planos amostrais complexos com varios
estagios de selecdo, Shao e Tu (1995, p.238) e Yee et al (1999) sugerem uma
versao do método de Jackknife denominado de Delete - I Jackknife que esta
disponivel no pacote estatistico R desde a versdo 2.13 na library survey sob a
funcao svrepdesign.

Para ilustrar este procedimento considere uma amostra s selecionada
segundo um plano amostral A com conglomeragdo em varios estdgios e com 7,
UPAs sorteadas em cada estrato -z, onde h =1, 2,.., L.

Para a construg¢ao da réplica r, a partir da amostra original s, uma unidade
primdria [ (UPA) ¢ excluida do estrato h=h", e nos demais estratos todas as
unidades primarias de amostragem selecionadas sdo mantidas, com A= 1, 2, 3,...,
h' -1, k" +1,..., L (Figura 3.1).

Assim, apds cada UPA ser excluida em cada estrato /4, serd gerado o total

L
de X n, réplicas da amostra original s (Shao ¢ Tu, 1995).
h=1

h=2 h=h*+1 h=L

Figura 4.1: Procedimento Jackknife para construgdo da réplica » da amostra s

L
Finalmente, com o total de 2 n, estimativas do pardmetro de interesse 6, é
h=1

possivel obter a varidncia dessas estimativas que constitui uma estimativa da
variancia do estimador 6 obtida pelo método Delete-1 Jackknife:
n, - 17h

A L N N
()= 0,,-0,)°
Vjackk( ) ha n, El( (hl) h) (4.8)

onde
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" - total de UPAs no estrato h,com h=1,....L;
~ 1 " . A
ny, -1 e (hl): estimador de = excluindo os elementos da unidade / no

estrato 4.

Convém ressaltar que no processo de estimacdo da variancia do estimador

0 pelo método Delete-1 Jackknife, os pesos amostrais devem ser recalculados

(reponderados) para cada unidade em cada réplica » da amostra s, onde

L
esl,2,.., Znh}.
h=1

O motivo para a reponderacdo dos pesos consiste em manter a "soma dos
pesos em cada estrato 4 na réplica » "igual a "soma dos pesos em cada estrato /4 na

amostra s original”. Assim, com a exclusao da unidade / (UPA) no estrato h=h", o

*

peso final no primeiro estagio (w, ) para cada UPA na réplica r ¢ calculado pelo

produto do peso amostral original do primeiro estagio (w,, ) por um fator de

correcao adequado (Yee et al., 1999), como veremos a seguir:

*
0;t=1 eh=h

* n
W, = Wht.
ht ht np -1

wht s h=2,3, ..., L

*
st*¥l eh=h

Como existe mais de um estidgio de selecdo na amostra s, a correcao

atribuida ao peso no primeiro estagio ¢ extendida aos pesos nos demais estagios.

4.3.3.1 Consisténcia do estimador de Jackknife da variancia

Se o estimador 6 ¢ definido por uma dada funcdo g diferenciavel de
estimadores de totais populacionais entdo v . (6) é estimador consistente da
variancia ¥ ,(9) (Shao e Tu, § 6.4.2, p. 260, 1995). Além disso, a consisténcia do
estimador v ;. (6) exige a continuidade da derivada de g (Shao e Tu, 1995).

Enfim, a qualidade da estimativa de variancia obtida pelo estimador

V jackk (0) depende da "suavidade (smoothness) do estimador é”, que pode ser


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812735/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812735/CA

72

caracterizada pela diferenciabilidade da fun¢do g (Shao e Tu, 1995; Efron e

Tibshirani, 1993).

4.3.3.2 As relagoes entre Jackknife e a Linearizagao de Taylor

O método Delete-1 Jackknife ¢ sugerido para a estimagdo da variancia de
estimadores 6 que sdo funcgdes diferenciaveis da classe C' de estimadores de
totais populacionais. Além disso, os resultados assintdticos (Shao e Tu, 1995) sao
equivalentes aos resultados obtidos pelo método do Conglomerado Primario
combinado com a Linearizagdo de Taylor.

Em particular, se o estimador 6 ¢ um estimador de total, média ou de

Propor¢ao entao v, () coincide com v, (0 (Shao e Tu, p. 240, 1995).
Na pratica, ¢ recomendado para o analista avaliar as estimativas da variadncia

do estimador @ obtidas pelos métodos: Conglomerado Primario e Delete-1
Jackknife para posteriormente escolher a mais adequada de acordo com o tamanho
da amostra, a precisdo desejada, o tipo de plano amostral e a presenga de nao

resposta (Yee et al, 1999).

4.4 Estimadores dos coeficientes de escalonabilidade

Nesta se¢do sdo apresentados os estimadores pontuais para os coeficientes
Hj, H; e H e seus respectivos estimadores da varidncia, no contexto da

amostragem complexa de populagdes finitas.

4.4.1. Estimadores pontuais para Hj;, Hie H

A atribui¢do do peso amostral para cada unidade que compde uma amostra
selecionada segundo um plano amostral complexo, tem papel fundamental
também na construcdo dos estimadores pontuais para os coeficientes de

escalonabilidade.

4.4.1.1 Estimador do coeficiente de escalonabilidade - I:IZ.J.W

No contexto dos modelos da TRIN, ¢ de interesse estimar parametros

referentes a um conjunto de J itens rotulados como {1, 2 dyJ } levando em
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considera¢do a ordenacdo ndo decrescente de dificuldade. Isto significa que os
itens estdo ordenados em termos da sua popularidade (proporg¢ao de acertos) da
seguinte forma: da menor a maior popularidade, ou seja, do mais dificil ao mais
facil. Em notagdo matematica: A, < P, <..<P,.

Em particular, a notacdo i < j denota que o item i ¢ mais dificil que o item j,
ouseja, b, <P;.

Sejamos itensiejtaisque: i=1,2,....,J, j=23, .., J.

As varidveis dicotomicas x(i) e x(i,j) assumem o valor unitario quando o
elemento ke U acertar a resposta do item i (x,(i)=1) e acertar simultaneamente
os itens i € j (x, (i, j )=1), respectivamente.

Considerando as variaveis de interesse x(i)e x(i,j), podemos estabelecer

0s seguintes parametros populacionais:

1. O total de unidades na populagdo U que acertam o item i:

keU
2. O total de unidades na populacdo U que acertam simultaneamente os itens
iej: Xl] :kZUXk(i,j) (410)

3. A proporc¢do de acertos no item i e a propor¢do de acertos simultineos
nos itens 7 e j podem ser definidas, respectivamente:

, X;
p-Xigp 20 (4.11)
N N

No contexto da amostragem de populacdes finitas, a constru¢do dos
estimadores da propor¢do de acertos do item i e da propor¢ao de acertos
simultaneos nos itens i e j ¢ baseada na Modelagem de Superpopula¢do como sera
visto a seguir.

Considere os Modelos de Superpopulagdo:

Modelo 1: x,(i),x,(i),x5(i),...,xy(i)observacdes de varidveis aleatorias
IID com distribui¢ao Ber (P;). (4.12)

Modelo 2: x,(i,j),x,(i,j), x3(i,j),.....xy(1,]) observagdes de varidveis
aleatorias I1ID com distribuigcdo Ber (P;).

Supondo que todas as unidades responderam aos itens e aplicando o método

de Mdaxima Verossimilhangca (MV) aos valores observados “populacionais” para
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estimar os pardmetros populacionais P; e Py, respectivamente. Desta forma, os
estimadores podem ser escritos como:

p Xiop _ X 413

Sob os modelos especificados acima, estes estimadores de Méxima
Verossimilhanga sdo ndo viciados para os pardmetros populacionais P; e Pj,
respectivamente.

Mas, o objetivo ¢ a estimagdo destes “pseudo-parametros” (4.13) com base
numa amostra complexa. Desta forma, considere s — U uma amostra selecionada
da populagdo U sob um plano amostral A.

Os totais populacionais X; e Xj; podem ser estimados com base em somas
ponderadas das observacdes da amostra s. Desta forma, decorrem das expressdes
(4.9), (4.10) e (4.13) que:

P = %, = M (4.14)
= X S .

kes

R 5 2w x ()
By =L 4.15)
kes *

ondei=12,..,J, =23, .. J ¢ wéopeso daunidade k na amostra s.

A A

Assim, os estimadores pontuais P. e P, sdo os estimadores de Mdaxima

iy G
Pseudo Verossimilhan¢a (Skinner, Holt e Smith, 1989) das proporg¢des de acertos
do item i e de acertos simultdneos aos itens i e j, respectivamente, levando em
consideracdo o peso amostral estabelecido no plano amostral A.

Como foi estabelecido no Capitulo 3, o coeficiente de escalonabilidade /;;
pode ser escrito como uma fungdo de propor¢des populacionais. Deste modo,
empregando as expressoes (4.14) e (4.15), ¢ proposto o seguinte estimador

pontual deste coeficiente sob o plano amostral A:

>
>
>

- By RBP4
Hy, =z———=+ b, <b, (4.16)

i A
F;
w

>
>

~

- ZW ]W
Além disto, o estimador H j,, pode ser definido por uma dada fungdo f* de

estimadores de totais populacionais, sob o plano amostral A:
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s ~ ij iy, .
Hl'jW:f(XijaXisz$N):A—sl<J (4.17)

3.4.1.2 Estimador do coeficiente de escalonabilidade - FI,.W

Sob o plano amostral A, o estimador pontual H ;,, pode ser escrito por uma

funcdo g de estimadores de propor¢des de acordo com (4.14) e (4.15):

A, = ' . (4.18)

Para i=1,2,..,J, j=23,..J, o estimador I:[l-w pode ser definido

também por uma dada funcdo g de estimadores de totais populacionais sob o

plano amostral A:

,ZI(NXU' 'XzX_/)
~ Jai (4.19)
$(vi,-xk) 8 (8- 5,%,)
=1 J =] = J L
Ji Ji
J<i i<j

3.4.1.3 Estimador do coeficiente de escalonabilidade -7,

Sob o plano amostral A, empregando as expressoes (4.14) e (4.15), o
estimador H »do coeficiente de escalonabilidade H pode ser definido como uma

funcao de estimadores de proporcoes:

A .
X By BB
i=1j=i+1
Hy=——— (4.20)
> X B, 0-P; )

i=1 j=i+l
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O estimador H ,» pode ser definido por uma dada fun¢do u de estimadores

de totais populacionais sob o plano amostral A conforme expressdes (4.14) e

(4.15):

H,=u (X],,.,XJ,Xi],...,XiJ,...,XJ_LJ,N):

j=1
I (4.21)
e U N e N N
2 Z(XJ-Xi ) 2] (W% - %)
i=l j=I i=1 j=1
J<i i<j

Convém ressaltar que em cada parcela do somatério no denominador do
estimador H ,» em (4.20), deve ser avaliada a relacdo de ordem das popularidades

entre cada par de itens (i, j).

4.4.2. Estimadores da variancia dos estimadores de Hj;, Hie H

H, e H, sera aqui

A estimacdo da variancia dos estimadores: Plyw, i
desenvolvida pelos métodos Linearizagdo de Taylor ¢ Delete - 1 Jackknife de
acordo Sirndal et al (1992) e Shao e Tu (1995), respectivamente.

A escolha destes dois métodos ¢ justificada em decorréncia da
impossibilidade de se obter expressoes exatas para a varidncia dos estimadores:

H H, e H,, pois estes sdo estimadores ndo lineares, embora possam ser

by Iw

escritos como fungdes de estimadores de totais.

4.4.2.1 Variancia do estimador ﬁ,-jw

4.4.2.1.1. Linearizagao de Taylor

Considere a expressao (4.17) para o estimador H i

A

y = fRy R0 X Ry = o X
ijw = A BT T J
i i

Como a quantidade de interesse H,; ¢ estimada por uma fun¢io néo linear f

dos estimadores de totais X;,X;,X;e N, ndo existe uma expressdo algébrica
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exata para a variancia do estimador Iflijw (Sarndal et al, 1992). No entanto,
podemos obter uma aproximagdo da varidncia do estimador H i, através da

Linearizagdo em série de Taylor de 1* ordem da funcdo f em torno do vetor

a=(X;,X;,Xj,N), conforme a expressdo a seguir:

A

Hij,, = Hij = f(Xij X, X N) = f (X3, X3, X j,N)

I@ 5 oy I@ g 0 I@ 5y T@ 5
o, K+ gy i o B X G-,

Seja Afla) o vetor de derivadas parciais da funcdo f em relacdo aos

estimadores X U)A( ,-,)A( je N aplicadas no vetor a:

(@) g (a) gf(a) df(a)
oX; oXx; ox; oN

Af(a) = (4.22)

Seja V ,(a) a matriz de variancias e covariancias do vetor de estimadores de

totais a, sob o plano amostral A:

VA(XU) COVA(leﬂXl) COVA()?I],X]) COVA(XU,](])
COVA(Xl'j,Xi) VA(XI) COVA(XZ',XJ') COVA(Xi,N)
Cov, (X, X)) Covy(X;,X;) Va(X}) Cov4(X;,N)

Cov4(N,X;) Covy(N,X;) Covy(N,X;) V4 (N)

Vy(a)=

Assim, a expressdo para a varidncia do estimador PAIU.W sob o plano
amostral A, aproximada pela Linearizagdo de Taylor, ¢ dada por:
Va,L(j,) = Af @)V 4G) (A @) (4.23)
Para amostras suficientemente grandes, sob o plano amostral A, tem-se:
VA(Hj,)=VA,L(Hjj)
De acordo com a expressao (4.23) podemos estabelecer o estimador da

variancia do estimador H; ~sob o plano amostral A:

v LHy )= AV @) A@)" (4.24)
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Convém ressaltar que na formula da variancia linearizada do estimador

A

Hy existem as derivadas parciais da fungdo f em termos de X

A A A

X, X, e N

[js
aplicadas no vetor a. A expressdo matematica de cada derivada parcial no vetor

Af(a), conforme (4.22), ¢ dada por:

2
@ _ N . Of(a)  NXX ;- NTX
jo X -XiXp) o aX (K- XX j)?

oX

8f(a):NXini_N(Xi)2 , 8f(a):(Xi)2Xj—Xinin

oXj  (Nxp-xix P N (- XX )

Para a anélise do desempenho dos estimadores de varidncia dos estimadores

dos coeficientes de escalonabilidade (ver Capitulos 7 e 8) serd necessario o

calculo das variéncias populacionais linearizadas dos estimadores: H; , H; e

Ly

H_ sob os planos amostrais ACI1S, ACIC e AASC. Desta forma, tornam-se

w

apropriadas definir, para estes planos amostrais, as expressdes matematicas da

variancia e covariancia entre os dois estimadores de totais populacionais X ¢ Y.

No caso do plano amostral ACIS, onde m unidades primarias de
amostragem sao selecionadas por AAS sem reposi¢do da populagdo com M

conglomerados, a variancia e covariancia entre os dois estimadores de totais

populacionais X e Y sdo definidas conforme Bolfarine ¢ Bussab (2005):

- 1 1
a. VACIS(X):Mz(;'ﬁ)SgX’ (4.25)

M — A .
onde SeZX = ML Y (X, - X)* é a variancia entre os totais dos conglomerados.
“le=l

L 1 1
b. Cov 4oi5( X, Y)=M2(;-ﬁ) Sy » (4.26)

onde 52— S(x, - D), -7), =L 3y, e - 3x
eXY_M—lczl ¢ c Ty ¢ = ¢+

c=l1 c=1

Além disso, Y. e X, denotam os totais populacionais no conglomerado c.

Assim, a variancia linearizada do estimador H i,y 2 sob o plano amostral
ACIS, definida através das expressoes: (4.22), (4.23), (4.25) e (4.26); ¢ denotada
por ¥ yei5 p (Hy,)-

No caso do plano amostral ACIC, onde m conglomerados sdo escolhidos

por AAS com reposi¢cdo da populagdo com M conglomerados, a variancia e
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covariancia entre os dois estimadores de totais populacionais X e Y sdo dadas

por Bolfarine e Bussab (2005):

S2
a. Vycoo(X)=m? =X (4.27)
m
S2
b. COVACIC ()A(, i}) :]\42 ﬂ (428)
m

Logo, a variancia linearizada do estimador H jiw» SOb 0 plano amostral

ACIC, definida matematicamente pelas as expressoes: (4.22), (4.23), (4.27) e

(4.28); ¢ denotada por ¥ , L (FIU-W).

. . ~  Vacis.L(Hy,,)
Convém ressaltar o seguinte resultado para a razdo ——————"—

:l_faa

Vacic,L (H i)
onde /', denota a fracdo amostral no primeiro estagio.

Para o plano amostral AASC, as n observagdes amostrais sao selecionadas
diretamente e com reposi¢do da populacdo com N unidades. A variancia e
covaridncia entre os dois estimadores de totais X e Y , sdo estabelecidas

conforme Bolfarine e Bussab (2005):

2
8. Vausc(D)=N2 2, (4.29)
n

2 1 X =2
onde SX =m Z(XI-X)
— 1=

b. Cov s (X.7)=N2 Ls, (4.30)
n

2 1 N = = = 1 N = 1 N
onde S° =——3(X;-X)¥;-Y),Y=—23Y, e X=—2X,.
XY N-1.5 N =1 N =1
Assim, sob a hipotese de que as observacdes sdao independentes e
identicamente  distribuidas, a expressdo para a variancia linearizada

V44SC,L (H ij,,/ € definida conforme (4.22), (4.23), (4.29) e (4.30) e dada por:

Vaascr (Hi,,) = @) Vaasc® (&) 4.31)
Nesta tese, para cada plano amostral A adotado no Capitulo 5, sdo propostos

estimadores de varidncia dos estimadores: H; , H, e H, de acordo com os

1

métodos: Linearizagdo de Taylor e Delete - 1 Jackknife, conforme descrigdao a

seguir.
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Na estimag¢ao da variancia do estimador 0=H ,, apresentamos os seguintes
estimadores:

a) Estimador da varidncia do estimador H j,,» Sob o plano amostral A,
obtido pela Lineariza¢do de Taylor, com a hipdtese de que as unidades do
primeiro  estdgio sdo  selecionadas sem  reposicao: vy =V A,LZ(é)-
(4.32)

b) Estimador da varidncia do estimador H ji,,» SOb 0 plano amostral A,
obtido pela Linearizacdo de Taylor, supondo que as unidades primarias de
amostragem sdo selecionadas com reposi¢do: v, =v 7, (6). Este estimador é obtido
pelo método do Conglomerado Primario. (4.33)

¢) Estimador da variancia do estimador H i > sob o plano amostral A,

obtido pelo método Delete -1 Jackknife conforme expressio (4.8):
Vjackk =V jackk(é) . (4.34)
Cabe destacar que os estimadores de variancia definidos acima sdo validos
quando éZ[:Il.wou éZI:[W.
Além disso, ¢ importante considerar na andlise comparativa do desempenho

dos estimadores de varidncia dos estimadores H i 2 H. e H , o estimador

[ w
ingénuo da variancia (v, =vy(9)). Este estimador nio leva em consideragdo as

caracteristicas do plano amostral A na estimagao da variancia. (4.35)

4.4.2.2 Variancia do estimador H,

Como a quantidade de interesse H; ¢ estimada por uma funcdo nao linear g
dos estimadores de totais: X, X,,..X;..X,X;..X;, € N; ndo existe uma

expressdo algébrica exata para a varidncia de ]:Il.w (Sérndal et al, 1992). No

entanto, podemos obter uma aproximagao da variancia do estimador H; = atraves

da Linearizagdo em série de Taylor de 1* ordem da funcdo g em torno do vetor

b=(X;X,,...X;..X ;. X;p,...X;7,N), conforme a expressdo a seguir:
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H —H =

w

5 R0 A 0 D o | R 6 0 NS D O GRS iy I8

5g(b)( M.
N

D) b +ag(b)(X )30 ¢

1 il

X —Xjp)+.+——

Seja Agm)o vetor de derivadas parciais da fungdo g em relagdo aos

estimadores X, X,....X;...X ;.X;...X;; ¢ N aplicada no vetor b:

Ag(b)=|99LL) ~0g(b) 0g(b) 29 (b) dg (b) ag(b) (4.36)

seeey ~ serey ~ 5 ~ seee

X, X, oX, oX, ~ oX, oN

A matriz de varidncias e covariancias do vetor de estimadores de totais b,

sob o plano amostral A denotada por ¥ A(t;) ¢ dada por:

V(X)) COVA(A Xiy) .. Covy(Xi. X)) Covy(X;,Xjn) ... Covy(X;,X;;) Covy(
V4(Xit1)

Va(X))
. Va(Xiis1)
V4(b) =
Va(Xi)

V(N

Assim, a expressao para a variancia do estimador H i, sob o plano amostral
A, aproximada pela Lineariza¢do de Taylor ¢ dada por:
Va1 (H ) = Ag0)V 40b) (Agb)” (4.37)
Para amostras suficientemente grandes, sob o plano amostral A, tem-se:
VA(H;,)=V4,L(H;,)
De acordo com a expressao (4.37) podemos estabelecer o estimador da

variancia do estimador H; ~sob o plano amostral 4:
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v 1(H;,,) = Ag®)V o) (Ag(b)" (4.38)
Convém ressaltar que na formula da variancia linearizada do estimador A 2

segundo a expressdo (4.37), existem as derivadas parciais da fun¢do g em termos

X,....X;.X;;...X;; e N aplicadas no vetor b. A expressio matematica

%b)_ L 1 (4.39)
oX; N IPR+XP-3IPRP
i<j j<i JEi ’
oagb) 1 J*i Al sp_spp i<j %
X, NZIZP+XP~-3XPP; Nlju ' jau '’ 2
i<jog<io o jE SP+3P -3 PP
i<j J<i JFi
(4.40)
ogd) 1 P, 1 (— L + P,-)
6)/\( :_W l +W ]EZPI] _]Eipipj 2
J P+ 3P —3XPP SP+3XP 3PP
i<j J<i JFi i<j J<i JE
(4.41)
- (z.gj—zz_apj ] SP+ 3P ~23 PP
e | LA LR | )
ON N den i i
B+ 2XP—-ZXhbP
i<j J<i J*

4.4.2.3 Variancia do estimador H

Como a quantidade de interesse H ¢ estimada por uma fungdo ndo linear u

A A

dos estimadores de totais: X;,X,,...X;,...X ;,X 3. X1 jres X1 X;7n N, D3O €Xiste

ijoeees
uma expressdo algebrica exata para a variancia do estimador A~ (Sérndal et al,

1992). No entanto, podemos obter uma aproximag¢do da variadncia do estimador

H através da Linearizagcdo em série de Taylor de 1* ordem da fun¢do u em torno

do vetor ¢= (X, X5,...X; . X 1, X 12,00 X1 700 Xjjoeon Xif s N), cOnforme expressao a

ijore

seguir:
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H -H=
w
:u(X];XJ;Xlz;XL]J .y l]’ 7)(1,]5 ,N)_M(X],...,X],AXVIZ,...,XL], .y l]’ 7)(1,_]5 TN)_

6u(c) (c)

-X+... &l() -Xj)+.A—— ()
1 J ij

(X —X) +...

Seja 4ue) o vetor de derivadas parciais da funcdo u em relacdo aos

A

estimadores: X;.X,,...X;,...X ;. X\5,.. X1 s Xji». X;7,... N aplicada no vetor ¢ :

ijoeee

Au(é) = ou(¢) Ou(¢) ou(¢) ou(¢) (4.43)
a/\;l yeees G/X}J e S o

y

A seguir, ¢ apresentada a matriz de variancias e covariancias do vetor de

estimadores de totais é, sob 0 plano amostral A, com notagdo ¥ 4(¢) :

V(X)) covA(f(l,f(z) . Covy(X, X)) Covy(Xy,X)) ... Covy(X1,X;) Covy(X;,N)
Vy(Xiy)

Va(Xy)
) Vi(Xitar)
Va(©) =
VaXy)

V4N

Assim, a expressdo para a variancia do estimador H ., Sob o plano amostral
A, aproximada pela Linearizagdo de Taylor, ¢ dada por:
Vi (H )= 2u(©)V 4(6) (hu@)” (4.44)
Para amostras suficientemente grandes, sob o plano amostral A, tem-se:
VA ) =VALH )
De acordo com a expressdao (4.41) podemos estabelecer o estimador da

variancia do estimador H  sob o plano amostral A:

va L (H )= 2@V &) (Au@)” (4.45)
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Convem ressaltar que na formula da variancia linearizada do estimador H

segundo a expressao (4.40), existem as derivadas parciais da fungdo u em termos

dos estimadores: X;,X,,...X;,...X ;.X{5,..X s Xjir... Xis ... N aplicadas no vetor ¢.

ij e

A expressao matematica de cada derivada parcial no vetor Au(c), conforme (4.40),

¢ dada por:
6”A(é) _1 1 (4.46)
aXii N denH
Bu(é VT
we) _ Ly = 1 umH [ s P (4.47)
0X; N denH N deng? \ i<j j=i

J-1J J-1J
[Z ZP,',)—ZZ >~ PP;
ou(¢) :_L i=l j#i

i
( =l j#i +i numH ZPZ + 3 Pj -2 Pin (448)
N N denH N denH? \i<j  j<i J*
onde
numH =3 Y P; -3 2 P,P; € denH = Fi— L (BPj)+ Z Pj— 2 (BF)).
i jEi i j*i ii<j i<j JoJ<i J<i
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