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3
Modelagem Matematica

A poténcia agregada interferente produzida no receptor do Servigo Fixo

Terrestre (F'S) pelos diversos satélites interferentes é dada, em Watt [W], por
I=> 1001 (3-1)
j=1

onde m é o nimero de satélites “ativos”visiveis ao receptor F'S e I; é a poténcia
interferente devida ao j-ésimo satélite, expressa em dB[W], dada por

)\2
Ij = pfd(e;) + 101log e + Grs; — Lr — La(0, ¢5) (3-2)

onde pfd(e;) é a densidade de fluxo de poténcia produzida na superficie
da Terra pelo j-ésimo satélite em condicao de propagacao de espacgo livre
expressa em dB[W/m?], que depende do angulo de elevagao ¢; do satélite j
em relagao & posigao do receptor FS (angulo de chegada). Ainda em (3-2), A
é o comprimento de onda associado a frequéncia da portadora interferente,
Grs; ¢ o ganho da antena receptora do receptor FS na diregao do j-ésimo
satélite, Ly é a perda do alimentador da antena do receptor F'S e La:(6,€;)
é a atenuacao devida aos gases atmosféricos, que depende da latitude 6 do

receptor 'S e do angulo de elevacao €; do satélite j .

O calculo de I; em (3-2) depende da posicao geografica x; do satélite j,
dada por sua distancia ao centro da Terra r;, sua latitude 6; e sua longitude
®j, ou seja

x;=(r; 0; ¢;)7 € R’ (3-3)

No caso de satélites nao-geoestaciondrios (non-GSO), esta posigao é variante
no tempo e é aqui modelada como um vetor aleatério x;. Neste caso, as
poténcias interferentes I; sao varidveis aleatdrias e, consequentemente, a
poténcia interferente I definida em (3-1) também é uma varidvel aleatéria.

Assim, seja x o vetor de dimensao 3m que especifica as posigoes dos m satélites
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interferentes, definido por
(ST T T\T
x=(X] Xy Xp) (3-4)

A funcao densidade de probabilidade da poténcia I pode entao ser obtida

= [[ rex(mX0ax (3-5)

onde €2 corresponde ao espago de amostras do vetor X, prx=x(7v) é a funcao

por

densidade de probabilidade condicional da variavel aleatoria I dado que x = X
e px(X) denota a densidade de probabilidade conjunta do vetor x. A fungao

distribuicao de probabilidade I definida como
gl
) =P <) = [ pi(e)ap (36)

—00

pode ser obtida sustituindo-se (3-5) em (3-6), resultando

/ // Prex(B)px(X)dX df (3-7)

ou ainda,
”
[ 5x) [ prextyan ix (35)
O o
= / / Px(X) Frjx=x(7)dX (3-9)
Qx
Observe agora que dado um valor de x, por exemplo x = X a poténcia

interferente I assume um determinado valor Ix com probabilidade 1. Assim,
é possivel considerar que a densidade de probabilidade de I, dado x = X, é

dada por
p[\x:X(V) =0(y — Ix) (3-10)

e consequentemente

Frx=x(7) = u(y — Ix) (3-11)

com u(y) denotando a fungao degrau unitario, definida por

)0 5y
U(v)—{l -

O valor de Ix em (3-10) e (3-11) é calculado utilizando-se (3-1) e (3-2).

< 0
3-12
> 0 (3-12)
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Considerando-se (3-11), (3-9) se escreve

Fi() = / / pe(X)u(y — Ix)dX (3-13)
Qx

Observe que para cada valor de v, Fj() pode ser vista como o valor esperado
da variavel aleatéria y, = u(y — Ix) que, pelo Teorema Fundamental do Valor

Esperado [4], pode ser escrito como (3-13). Assim, é possivel escrever
Fr(v) = Elu(y — Ix)] (3-14)

As expressoes em (3-13) e (3-14) s@o utilizadas para determinar a fungao
distribuicao de probabilidade da poténcia interferente I que afeta a um
receptor F'S com caracteristicas bem definidas, ou seja, com uma localizacao
geogréfica conhecida (latitude 6 e longitude ¢) e com o apontamento de sua
antena receptora (azimute « e elevagao ¢) também conhecidas. Em trabalhos
anteriores [1, 2|, foi considerado um conjunto de receptores do FS localizados
em latitudes 6 iguais a 30°N, 20°N, 10°N, 0°N, 10°S, 20°S e 30°S, e longitudes
que variam de 0° a 360° (de grau em grau). Além disso, foram considerados
azimutes de 0° a 360° e elevacao de 0° para o apontamento de suas antenas
receptoras.

Neste trabalho, a elevacdo ¢ da antena receptora do sistema FS é
modelada por uma variavel aleatéria com funcao densidade de probabilidade
conhecida. Neste caso a funcao distribuicao de probabilidade em (3-9) se

escreve

A0 = [[ [ b Freex sl (BlaB ax @13
o
ou, considerando-se que X e € sao estatisticamente independentes,

)= [ [ [ Z Frexo—p(p-(E)E dX  (3-16)

Comparando-se (3-16) e (3-9), observa-se que quando € é modelado por uma

variavel aleatéria, (3-9) pode ser aplicada com

FIIXZX(’” = / FIIX=X,6=E(’7)p€(E)dE (3-17)
Note que, dado os valores de x e €, por exemplo x = X e ¢ = F, a poténcia
interferente / assume um determinado valor Ix p com probabilidade 1. Assim, é

possivel considerar que a funcao densidade de probabilidade de I, dado x = X
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e e = F, é dada por
pl\x:x,e:E(”Y) = 5(7 - [X,E) (3-18)

e consequentemente
FI\x:X,g:E(”Y) =u(y— Ixp) (3-19)

Levando-se em conta (3-19), (3-17) se escreve

[e.9]

Fix() = 100 = [ uy = o EME (320
O valor de Ix p em (3-18), (3-19) e (3-20) é calculado utilizando-se (3-1) e
(3-2). Considerando-se (3-20), (3-9) se escreve

Fi() = / / P (X)f (7, X) dX (3-21)

com

fx = [ "y — Ixp)p(B)AE (3-22)

Observe que o resultado em (3-21) e (3-22) é idéntico ao que se obtem a
partir de (3-13) considerando-se que, nao apenas x, mas x e ¢ sao quantidades
aleatdrias e estatisticamente independentes.

Para cada valor de v, Fr(y) em (3-21), pode ser vista como o valor
esperado da varidvel aleatéria y, = f(v,x) que, pelo Teorema Fundamental
do Valor Esperado [4], pode ser escrito como (3-21). Assim, é também possivel

escrever

Fr(v) = E[f(7,x)] (3-23)

Para se verificar se o critério de protecao do receptor FS, definido na

Recomendagao ITU-R F.1495 e mostrado em (2-5) é satisfeito, basta que

se determine a distribuigdo cumulativa de probabilidade (CDF cumulative
distribution function) da razao I /N, dada por

CDF1(v) £2p (% > 7) = P(I >yN) =1— F;(yN) (3-24)

Dadas as caracteristicas do receptor FS vitima (localizacao, direcao
de apontamento da antena receptora, nivel de ruido e ganho da antena
receptora), existem basicamente duas maneiras conhecidas para calcular a
funcao distribuigdo de probabilidade F;(y) da interferéncia 1.

A primeira delas utiliza o método analitico descrito na Recomendacao
ITU-R S.1529 [7, 5], que ao implementar (3-21) faz uso de uma expressao

analitica para a funcdo densidade de probabilidade py(X) das posigoes dos
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satélites da constelacao nao-geoestacionaria, esta funcao densidade de probabi-
lidade depende, obviamente, das caracteristicas do sistema nao-geoestacionario
considerado. A técnica analitica em [7] é bastante precisa e indicada nos casos
em que a obtengao, via simulagao, de uma estimativa confidavel de Fj(vy) requer
um tempo de computacao exageradamente grande. A segunda maneira é esti-
mar o valor esperado em (3-23) através da média aritmética da funcao f(v,x)
obtidas a partir de amostras do vetor x geradas pela simulacao temporal do

movimento dos satélites da constelacao HEO interferente.

No caso de satélites com trilhas repetitivas, ou seja, quando o vetor x
das posicoes dos satélites da constelagao é peridédico no tempo, a simulagao das
posigoes x dos satélites durante um periodo fornece resultados de precisao com-
paravel aquela de resultados obtidos pelo metédo analitico. Como os satélites
HEO analizados neste trabalho sao todos de trilhas repetitivas, optou-se pela
obtencao da fungao distribuicao de probabilidade da interferéncia através da
simulacao temporal das posigoes dos satélites. As equacoes utilizadas nesta
simulacao sao apresentadas no Apéndice A. No céalculo da interferéncia, foi
necessario determinar a direcao, a partir da localizacao do receptor FS vitima
(azimute e elevagao), da posigao de cada satélite da constelagao. As equagoes
utilizadas neste calculo sdo apressentadas no Apéndice B.

E oportuno observar que a distribuicao cumulativa de probabilidade da
razao I /N em (3-24) depende das caracteristicas especificas do receptor FS
vitima. Mais especificamente, depende da localizagao (longitude ¢ e latitude
0) do receptor FS, do ganho e do apontamento de sua antena (azimute e

elevagao) e da densidade de ruido térmico na entrada do receptor.

A titulo de exemplo, a Figura 3.1, ilustra as CDFs da razao I /N, ou seja,
a probabilidade de I/N ser superior a 7, no caso da interferéncia agregada
sofrida por um receptor FS localizado na latitude # = 20°S e longitude
¢ = 30°W. As curvas apresentadas correspondem a antenas receptoras do
FS com ganho de 48 dBi, azimutes que variam de 0° a 360° e angulo de
elevacao igual a 0°. A densidade de ruido térmico na entrada do receptor
FS foi tomada igual a -140 dB(W/MHz). Cada CDF corresponde a um valor
diferente de azimute. Nesta figura, omitiu-se o valor de azimute correspondente
a cada um das curvas, uma vez que o valor do pior azimute (maior nivel
de interferéncia), depende da posigao relativa do receptor FS e dos satélites
HEO e pode ser igual a qualquer valor no intervalo (0°,360°]. Os asteriscos
presentes nesta mesma figura correspondem as restrigoes impostas pelo critério

de protegao da Recomendagao ITU-R F. 1495. Convém observar que os dois


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121514/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121514/CA

Capitulo 3. Modelagem Matematica 27

critérios de interferéncia de curto prazo (Short Term) sao satisfeitos para todos
os azimutes. O mesmo nao acontece com o critério de longo prazo (Long Term)
onde se tem 8 valores de azimute para os quais o criterio nao é atendido. Curvas
como as apresentadas na Figura 3.1, obtidas utilizando-se (3-23) e (3-24) foram

também determinadas nos estudos realizados em [1, 2].

10° ¢

P(I/N > y)

10 20 30 40 50

I
-50 -40 -30 -20 -10

y[dB]

Figura 3.1: CDFs da interferéncia agregada de trés sistemas HEO do tipo
A sobre um receptor FS localizado em (20°S, 30°W), para apontamentos da
antena receptora do FS correpondentes a azimutes que variam de 0° a 360° e

angulo de elevacao de 0°.

A titulo de comparagao, a Figura 3.2 apresenta as CDFs da razao I /N no
caso de um receptor FS localizado na latitude 6 = 20°S, longitude ¢ = 30°W,
ganho de sua antena receptora igual a 48 dBi, azimutes que variam de 0° a 360°
e com angulo de elevacao modelado por uma variavel aleatéria de Tikhonov!
com parametro 02 = 0.1. A densidade de ruido térmico na entrada do receptor
F'S foi considerada igual a -140 dB(W/MHz). Comparando-se as figuras 3.1 e
3.2, é possivel observar claramente o efeito da modelagem aleatéria do angulo
de elevacao da antena receptora do FS. Nota-se, por exemplo, na Figura 3.2,
o critério de interferéncia de longo prazo (Long Term) é satisfeito para todos
os azimutes (o que nao acontece na Figura 3.1). Com rela¢ao aos critérios de
curto prazo (que eram satisfeitos para todos os azimutes no caso de € = 0),
observa-se, na Figura 3.2, trés azimutes para os quais o critério (First Short
Term) nao é atendido e um azimute que nao satisfaz o critério de curto prazo
(Second Short Term).

Detalhes da distribuicdo de probabilidade de Tikhonov sdo apresentadas no Capitulo 4
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Figura 3.2: CDFs da interferéncia agregada de trés sistemas HEO do tipo
A sobre um receptor FS localizado em (20°S, 30°W), para apontamentos
da antena receptora do FS correpondentes a azimutes que variam de 0° a
360° e angulo elevacao modelada por uma variavel aleatéria de Tikhonov com

parametro o2 = 0.1 .

Conforme indicado em [1, 2], uma avaliagdo dos efeitos da interferéncia
dos sistemas HEO nos receptores do FS, feita com base o critério de protecao
em (2-5), pode ser obtida considerando-se os niveis de razao interferéncia ruido
que sao excedidos com probabilidade p; = 0.2, p = 0.0001 e p3 = 0.000003.
Assim, sejam yy, Y2 e y3 os valores de I /N que sao excedidos com probabilidades

P1, P2 € p3, OU seja,

O critério de protecao da Recomendacgao ITU-R F.1495 estabelece que
os niveis y1, 2 € y3 tem que ser menores ou iguais a L; = —10 dB, L, = 14 dB
e Ly = 18 dB, respectivamente. A Figura 3.3 ilustra as curvas CDF da Figura
3.1, correspondentes a antenas receptoras do F'S com dois diferentes azimutes
(14° e 16°). Note que apenas uma destas curvas satisfaz a restricao de Longo
Prazo da Recomendagao ITU-R F.1495 (indicada por um asterisco na Figura
3.3). Observe que no caso de azimute igual a 14°, y; = —14.20 dB (inferior ao
valor de L; = —10 dB recomendado) e que no caso de azimute igual a 16°,

y1 = —5.02 dB (superior ao valor de L; = —10 dB recomendado).
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Figura 3.3: [lustragao do nivel y; da razao I /N que é excedido com probabili-
dade 0.2

Tanto no caso em que € = 0, quanto no caso em que € ¢ uma variavel
aleatéria, receptores FS localizados numa dada latitude 6 experimentam
diferentes niveis de interferéncia dependendo da longitude ¢ de sua localizacao
e do azimute « de sua antena receptora. Assim os valores {y;, i = 1,2,3} que
sao excedidos, respectivamente, com probabilidades {p;, i = 1,2, 3} dependem
dos valores ¢ e a. Seja g;(¢, @) a fungdo que mapeia os valores de ¢ e o no

valor do nivel y;. Tem-se, neste caso,

Considere que os valores de ¢ e o de um receptor localizado na latitude 0
sao escolhidos aleatoriamente, ou seja, que os parametros ¢ e a sao modelados
por variaveis aleatdrias. Neste caso, os niveis {y;, i = 1,2,3} serdo também
variaveis aleatérias, com funcgoes densidade de probabilidade que podem ser

obtidas através da relagao
) = [ [ bisaa(Vpea(@ a0 A i =123 (20)

Note que, dados os valores de ¢ e a, (¢p = &, a = A), a varidvel aleatéria y;
assume o valor ¢;(®, A) com probabilidade 1. Assim, a fungdo densidade de

probabilidade condicional que aparece em (3-27) é dada por

Pyilo=d.a=a(Y) = (Y — g;(2, A)) (3-28)
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onde 0(.) ¢ a fungao impulso (Delta de Dirac). Levando-se (3-28) em (3-27),

chega-se a

po(Y) = / ) / T S(Y — (B A))ppa(B. A)dd A (3-20)

Considerando-se que ¢ e « sao variaveis aleatérias estatisticamente indepen-

dentes e uniformemente distribuidas em [0, 27|, tem-se finalmente

(V) =g [ ] 60— a(@.4) a0 da (3-30)

O critério de protecao da Recomendacao ITU-R F.1495 indica que os
niveis y1, y2 € y3 tem que ser, respectivamente, menores ou iguais a L1 = —10
dB, Ly = 14 dB e L3 = 18 dB. Quando estas condigoes nao sao satisfeitas,
diz-se que os niveis vy, yo e y3 refletem um excesso de interferéncia em relacao
aos niveis Ly, Ly e Ls, respectivamente. Assim, define-se como “interferéncia

em excesso’ a quantidade A; dada por

i — Ly oy > Ly 10=1,2,3
A,-:{y Y ! (3-31)

0 oy <L

Considerando-se, o relacionamento em (3-31), é possivel escrever as fungoes
densidade de probabilidade das interferéncias em excesso {A;, i =1,2,3} em
fungao das fungoes densidade de probabilidade das varidveis aleatérias {y;,
i =1,2,3}, obtendo-se

pa,(D) = Kid(D) + py, (D + Li)u(D) (3-32)
onde p,(.) é a densidade de probabilidade de y; dada por (3-29), u(D)
representa a fungao degrau unitério, §(.) é a fungao Delta de Dirac e
L;
K, =Py < L) = / p, (Y)Y (3-33)

Finalmente, a distribui¢ao cumulativa de probabilidade A; é obtida integrando-
se (3-32), resultando

CDFa,(D)=P(A;>D)=1— [K,- u(D) + /D Dy, (B + Li)dﬁ] (3-34)

onde K; e p,,(Y) sdo determinados em (3-33) e (3-29) respectivamente.
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