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Resumo

Portella, Jodo Antonio Zanni; Kubrusly, Carlos (Orientador). Estabilidade
de Produtos Tensoriais sob Perturbacdoes Multiplicativas. Rio de
Janeiro, 2014. 95p. Tese de Doutorado. Departamento de Engenharia
Elétrica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Um operador definido em um espaco de Hilbert ¢ uniformemente estavel
se ele converge na topologia da norma para o operador nulo. O Problema de
Estabilidade Multiplicativa investiga quais sdo as classes de operadores que
estabilizam uniformemente o operador original por uma perturbacio
multiplicativa. Neste trabalho colocamos este problema no contexto de produto
tensorial e investigamos quais as classes que estabilizam multiplicativamente
Contragdes Fortemente Estaveis sob uma perturbacdo compacta. Em particular,
apresentamos uma solucdo para o Problema de Estabilidade Multiplicativa para

Contracdes Fortemente Estaveis.

Palavras-chave

Estabilidade Multiplicativa; Teoria de Operadores; Produto Tensorial;

Contrac¢des Fortemente Estaveis; Estabilidade Uniforme.
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Abstract

Portella, Jodo Antonio Zanni; Kubrusly, Carlos (Advisor). Tensor
Product Stabilization under Multiplicative Perturbations. Rio dc
Janeiro, 2014. 95p. PhD Thesis — Departamento de Engenharia Elétrica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

An operator on a Hilbert space is uniformly stable if it converges to the
null operator on the norm topology. The Multiplicative Stabilization Problem
investigates which operators classes uniformly stabilize the original operator
under multiplicative perturbation. This work consider the previous problem under
the tensor product framework and investigates which operators classes
multiplicative stabilize Strongly Stable Contractions under compact perturbations.
We have established a solution to the Multiplicative Stabilization Problem for

Strongly Stable Contractions.

Keywords
Multiplicative Stabilization; Operator Theory; Tensor Product; Strongly
Stable Contractions; Uniform Stability.
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We must know - we will know!

David Hilbert, Society of German Scientists and Physicians.
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1
Introducao

Um operador é uma transformacao linear limitada (i.e., continua) de
um espago de Hilbert nele mesmo. O Problema de Estabilidade Multiplicativa
investiga a seguinte questdo: seja T' um operador definido em um espaco de
Hilbert H, queremos estabelecer os operadores S, também definidos em H,
tais que ||(ST)"|| — 0 quando n — oo (i.c., ST é uniformemente cstdvel). Em
outras palavras, quais as classes de operadores que estabilizam uniformemente
um operador arbitrdrio por uma perturbacao multiplicativa?

Durantc décadas, o Problema de Estabilidade Multiplicativa foi investi-
gado para espacos de dimensao finita (ver, e.g., [1] e as referéncias ali cita-
das). Atualmente, este problema tem ganho bastante destaque para espacos
de dimensao infinita (ver, c.g., [5], [16], [26] ¢ [34]). Kubrusly ¢ Vicira [26]
conseguiram estabelecer as condicoes necessérias e suficientes para estabilidade
multiplicativa de contracoes préprias (i.e., | Tx| < ||z|| para todo = € H). Em
particular, eles mostram que toda contracdo propria se torna uniformemente
estavel quando perturbada multiplicativamente por uma contracao compacta.
Portanto, o Problema de Estabilidade Multiplicativa para Contracoes se res-
tringe apenas a classe das contracoes nao-proprias.

A nocao de estabilidade uniforme de um operador em um espaco de
Hilbert pode ser definida tanto em termos da norma do operador (||7"] — 0)
quanto do espectro do mesmo (i.e., um operador é uniformemente estavel se
e somente se ele tem raio espectral menor do que 1). Como o espectro e
a norma de um produto tensorial é o produto dos espectros e das normas,
respectivamente, dos operadores que compoe o produto tensorial original (ver,
e.g., [2] e [30]), segue que o uso desta ferramenta ¢ um possivel caminho para a
estabilizacao multiplicativa de classes de contragoes nao tratadas por Kubrusly
e Vieira [26], ou seja, a classe das contracoes nao-préprias.

O presente trabalho tem como objetivo investigar o Problema de Esta-
bilidade Multiplicativa para Contracoes Fortemente Estaveis no contexto de
produto tensorial. Em particular, investigamos as classes que estabilizam mul-

tiplicativamente contracoes nao-proprias normaldides fortemente estaveis. O
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principal resultado original deste trabalho resolve o problema em questao para
aquela classe das contracoes nao-préprias normaldides fortemente estaveis.

A tese esta dividida em seis capitulos: (1) Introdugao; (2) Conceitos
Bésicos: (3) O Problema da Estabilidade Multiplicativa; (4) Estabilidade
Multiplicativa e Produto Tensorial: (5) Contragoes Fortemente Estdveis em
Produto Tensorial; e (6) Conclusao.

No Capitulo 2 faremos um breve levantamento dos conceitos e nocoes
tidos como essénciais para leitura do texto.

Em seguida, no Capitulo 3, definimos formalmente o Problema de Esta-
bilidade Multiplicativa e fazemos uma resenha dos principais resultados para
contracoes. Ao final da resenha, destacamos que o Problema de Estabilidade
Multiplicativa para Contracoes se restringe apenas a contracoes nao-proprias
normaldides, dentre as quais contracoes fortemente estaveis sao uma classe
importante. Nas secoes subsequentes, Secao 3.2 e Secao 3.3, investigamos o
Problema de Estabilidade Multiplicativa para uma classe particular, denotada
por F, a classe de todas as contracoes nao-préprias normaldides fortemente
estaveis. Em particular, usamos as decomposicoes de Nagy-Foias-Langer e von
Neumann-Wold para decompor as contracoes em JF. Além disso, estabelecemos
o seguinte resultado: todo shift unilateral reverso € estabilizado multiplicativa-
mente por um operador normal compacto injetivo. Alids, mais que isso é obtido
no Teorema 3.24.

O Capitulo 4 coloca o Problema de Estabilidade Multiplicativa no
contexto de produto tensorial. Na Secao 4.1 justificamos que o produto
tensorial é uma ferramenta importante para nossa investigacao e estabelecemos
alguns resultados para estabilizacao multiplicativa em produto tensorial. Além
disso, cnfatizamos que perturbacocs compactas terdo um papel importante
no Capitulo 5. Na ultima secao deste capitulo, Secao 4.2, estabelecemos o
primeiro resultado principal desta tese, ou seja, determinamos que se um
produto tensorial (A ® B) nao-nulo é compacto, cntéao os operadores A ¢ B
sao ambos compactos, Teorema 4.19.

No Capitulo 5 usamos os resultados dos capitulos anteriores (em particu-
lar, do Capitulo 4) para cstabilizar multiplicativamente contracoces fortemente
estaveis no contexto de produto tensorial. Na Secao 5.1 definimos uma classe
particular, a classe C, que é o produto tensorial de um shift unilateral reverso
por uma contracao arbitraria. Mostramos que a classe C é importante e estabe-
lecemos suas propriedades. Na Sec¢ao 5.2, provamos que todo produto tensorial
em C é unitariamente equivalente a uma contracao fortemente estavel e estabi-

lizamos multiplicativamente todo operador em C através de perturbacoes com-
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pactas (i.e., segundo resultado principal desta tese) - Teorema 5.12. Portanto,
apresentamos uma solucao para o Problema da Estabilidade Multiplicativa em
Produto Tensorial para classes unitariamente equivalentes a contracoes forte-
mente estaveis. Ao final do Capitulo 5, estabelecemos uma conjectura que, se
positiva, traz resultados relevantes para o caso geral de contracoes fortemente
estaveis.

Por fim, no Capitulo 6, fazemos um levantamente dos principais resulta-
dos apresentados neste trabalho.

Resumindo: os principais resultados originais desta tese sao os Teo-

rema 4.19 e Teorema 5.12.
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2
Conceitos Basicos

Conforme frisado na Introducao desta tese, neste capitulo vamos revisar
os conceitos tidos como bdasicos para a compreensao do texto. Dividimos o
conteido em trés partes: Fundamentos; Espectro; e Produto Tensorial. Na
primeira secao, Conceitos Bdsicos, voltamos nossa atencdo para notacoes e
nocoes gerais sobre Teoria de Operadores. Na Secao 2.2 definimos o espectro
de um operador e suas propriedades. Por fim, na Secao 2.3 apresentamos
a nocao de Produto Tensorial e enunciamos alguns resultados que iremos
utilizar ao longo do material. Cabe ressaltar que o material a seguir nao tem
nenhum objetivo didatico, pois fuguria do escopo desta tese. Apesar de nao
exibirmos nenhuma demonstracao no restante deste capitulo, todas as provas

estao devidamente referenciadas.

2.1
Fundamentos

Nesta secao vamos estabelecer grande parte das notacoes que serao
usadas no restante desta tese. Além disso, ircmos definir alguns conccitos
bésicos em Teoria de Operadores como, por exemplo, operador, operador
invertivel, subespaco invariante, dentre outros. Um maior detalhamento das
nocoes a scguir aprescentadas pode ser encontrado em 7], [8] ¢ [23].

Um espacgo de Hilbert é um espago produto interno completo. Tipica-
mente iremos trabalhar com espacos de Hilbert complexos separaveis de di-
mensao infinita. As notacoes H e JC representarao espacos de Hilbert durante
todo o texto. Um produto interno é uma transformacao sesqui-linear denotada
por (;) : H x H — C, onde C é a notacao usual para o corpo dos complexos.
A norma gerada pelo produto interno (:) serd denotada por ||.||. Outras duas
notacoes amplemente usadas sao: N o conjunto dos naturais; e R o corpo dos
reais.

A Desigualdade de Schwartz é um resultado bem conhecido e merece ser

ressaltado.
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Proposicao 2.1 [Ver, e.g., (23] p.311] Se z, y pertencem a H, entio

[z < [l Hlyll

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [23] p.311. O

Um operador é uma transformacao linear limitada (i.e., continua)

T:X — X de um espaco normado nele mesmo, isto é,
[Tz|| < B ||

para todo x € X, onde 8 > 0 é um escalar. Neste texto estaremos interessados
em operadores definidos em espacos de Hilbert.

O conjunto de todos os operadores definidos em um espaco de Hilbert
H ¢é denotado por B[H]. Logo, T € B[H] é o mesmo que afirmar que T é
um operador definido no espaco de Hilbert H. Sem perda de generalidade, no
restante da Secao 2.1, T denotard um operador definido no espaco de Hilbert
H.

A norma do operador T (i.e., T € B[H]) é dada por:

Tx
70 = sup [T = sup I
o] =1 20 ||z
Note que usamos a mesma notacao para a norma induzida pelo produto interno
e para a norma de um operador.

O nicleo e a imagem de T sdo definidos pelos conjuntos:
N(T)={xeH :Tr=0}e

R(T)=T(H) ={y € K:y = Tuepara algumux € H}.

Seja H um espaco de Hilbert. Dizemos que M C H é um subespaco de
H, se M é um subespaco linear fechado em H. O fecho de um subconjunto
N C H seréa denotado por N . Dois subconjuntos de H sao ortogonais se o
produto interno entre quaisquer pares de elementos neles definidos é nulo. Se
M é um subespaco de H, entao podemos decompor o espaco original como
H = M ® M+, onde M+ é o subespaco ortogonal a M (ver, c.g., [18] p.1).

Considere M um subespago de H. Se T(M) C M, entdo M é um
subespaco invariante para T (ou T-invariante). Dizemos que M reduz T

(ou M ¢ um subespago redutor - isto ¢ “reducing subspace”), sc M ¢


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1113681/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1113681/CA

Estabilidade de Produtos Tensoriais sob Perturbacées Multiplicativas 14

Mt sao T-invariantes. Neste caso podemos reescrever T' como a seguinte

Tl 0
0 Tl )

onde T|p é a restricao de T em M e T| 41 é a restricio de T em M. A parte

matriz em blocos:

de um operador é a restrigdo dele a um subespago invariante. Por exemplo, 7| 14
é uma parte de T. Agora, considere {H} uma colegio contavel de espagos de
Hilbert H;. Suponha que {7} € B[H;|} é um conjunto de operadores limitado

(i.e., supy || Tx|| < o0). Podemos definir
@
I

tal que Ty, = Tk. A somabilidade direta (i.e., “direct summand”) de um
opcrador 1" ¢ a restricao dele em um subespaco redutor. Por exemplo, T}, ¢ uma
somabilidade direta de T'. Um operador é redutivel (i.e., “reducible”) se ele tem
um subespago redutor nao-trivial. Caso contrario, T' é dito nao-redutivel (i.e,
“irreducible”).

Um operador 1" € B|H,K] é compacto, se ele mapeia subconjuntos
limitados em H em subconjuntos relativamente compactos em K (i.e., o fecho
de {Tx € K : ||z|| < 1} é compacto em K).

Proposicao 2.2 |Ver, e.g., [23] p.255] O conjunto B..[H| de todos os opera-

dores compactos definidos no espaco de Hilbert H € um ideal bilateral.

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [23] p.255. O

O Teorema do Mapeamento Aberto (i.e., “toda transformacao linear
limitada entre espacos de Banach mapeiam conjuntos abertos em conjuntos
abertos”) permite cstabelecermos as condigoes necessarias ¢ suficientes para

um operador T' € B[H] possuir uma inversa continua.

Proposicao 2.3 [Ver, e.g., [18] p.3] Seja T € B[H|. As afirmagdes sao
equivalentes:

(i). T € invertivel (i.e., existe T-' € B[R(T),H]).

(ii). M(T)=1{0} e R(T) =R(T)".

(iii). Ewiste uma constante real 0 < «, tal que «

z|| < ||Tx|| para todo x € H.
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DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [18] p.3. O

As nomenclaturas operador invertivel e operador com inversa limitada
tém o mesmo significado. O conjunto de todos os operadores invertiveis sera
denotado por G|H].

O adjunto de um operador T € B[H] é o tinico mapa T* € B[H], tal que

(Tw:y) = (x;T"y) Yo,y € H

Um operador T' é auto-adjunto se T* =T

Além de importante por si s0, a classe de operadores unitdrios tera um
papel fundamental no Capitulo 5 desta tese. Lembre que um isomorfismo
é uma bijecao que preserva as propriedades lineares entre conjuntos. Por
outro lado, uma isometria é um operador que preserva produto interno (i.e.,
(Tax; Tx) = (x;x) para todo x € H). Um operador unitdrio é uma isometria

sobrejetiva.

Proposigao 2.4 [Ver, e.g., [23] p.389] Seja U € B[H] unitario. As afirmagoes
abaizo sao equivalentes:
(i

(i

UU=UU*=1.
U € uma isometria e U*U = UU™*.

(iii). [U*z|| = ||Uz|| = ||z|| para todo x € H.

).
).
).
(iv). U é invertivel e ||U™|| = [[U™"|| = 1 para todo inteiro n > 1.

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [23] p.389. O

Dois espacos de Hilbert sao topologicamente isomorfos se e somente se
existe uma transformacao unitéria entre eles. Analogamente, os operadores
T € B[H] e L € B[K] sdo unitariamente equivalentes se existe uma trans-
formagao unitaria W € G|H, K], tal que WT = LW. Pode-se mostrar que a
relagido de equivaléncia unitéria é uma relagdo de equivaléncia (ver, e.g., [18]
p.23).

Um operador T' é nao negativo (notacao: T > 0) se 0 < (Tx: x) para todo
x € H. Um operador T é positivo (notacao: T' > 0), se 0 < (T'z: x) para todo
x € H. Um operador T é estritamente positivo (notagao: T' > 0) se existe uma
constante positiva «, tal que o||z|* < (Tx;z) para todo 2 € H. O conjunto
dc todos os opcradores nao-ncgativos ¢ de todos os opcradores cstritamente

positivos serdao denotados por BT[] e GT[H], respectivamente.
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2.2
Espectro

O resolvente de um operador T' € B[H], denotado p(T), é o conjunto de
todos os escalares A € C, tais que (A — T) é invertivel (i.e.. (A —T') tem

inversa continua). Equivalentemente,

p(T)={AeC: NN —T)={0} e RN —T) = X}.

O complemento de p(7T") chama-se espectro, ou seja,

o(T)=C\p(T)={NeC:NA —T) #{0} ou RN -T) # X}

O espectro de T, o(T), é o conjunto de todos os A € C, tais que
(M —T') nao tem uma inversa continua. Pode-se mostrar que o espectro de um
operador é sempre compacto e nao-vazio (ver, e.g., [23] p.449-450). O espectro
de um operador possui diversas partigoes (embora, aqui s6 vamos tratar de
uma delas). A partigio classica de o(T) compreende trés partes, os espectros
pontual, continuo e residual, respectivamente, op(T), oc(T) e or(T).

O cspectro pontual op(T') é o conjunto de todos os autovalores de T,
op(T) ={A € C: N(AT —T) + {0}},

isto é, op(T) é o conjunto dos A € C, tal que (A — T') nao é injetiva.

Definimos o espectro continuo como o conjunto dos A € C, tais que
(M — T) é densamente definido, mas nao tem inversa limitada (ver, e.g., [23]
p.228), isto 6,

oo(T)={NeC: N =T)={0},RIN[ - T)" =X e R(AT - T) = X}.

Por fim, se (AI —T') tem uma inversa em sua imagem que nao é densa-

mente definida, entao A pertence ao espectro residual,

or(T)={N€C: NN —=T)#{0} e RIN —T)~ # X}

A colegdo {op(T),0r(T),0c(T)} de subconjuntos de o(7T) é uma

particao do espectro, logo o espectro de T' pode ser reescrito como

o(T)=op(T)Uor(T)Uac(T).
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O supremo dos valores absolutos dos elementos do espectro de um

operador T" € B|H| é chamado de raio espectral, denotado por r(7), isto é,

r(T) = sup |A|.
Aea(T)

Teorema 2.5 (Férmula de Gelfand-Beurling) Se T' € B[H], entao:

r(T) = sup |A| = max |\ = lim |7 .
Aeo(T) xeo(T) n

DEMONSTRAGAO: Ver, c¢.g., [23] p.462. O

A Alternativa de Fredholm permite caracterizarmos por completo o

cspectro de operadores compactos.

Teorema 2.6 (Alternativa de Fredholm) Se T' € B|H| é compacto, entdo

op(T)\{0} = o(T)\{0}.

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [23] p.480. O

O range numérico (i.e., “numerical range”) de um operador 7' € B[H] é
o conjunto
W(T) = {(Ta:x) € C: ] = 11,

Pode-se mostrar que W (T') é convexo, contém os espectros pontual e residual,

¢ scu fecho contém o cspectro (ver, ¢.g., [11]). O raio numdrico ¢ definido por

w(T)= sup = sup [(Tx;z)|.
NeW(T)  afl-1

Proposigao 2.7 [Ver, e.g., [23] p.466] Seja T € B[H], entao

F(T) < w(T) < |IT]| < 2u(T),

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [23] p.466. O
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Um operador T' € B[H] é normal se ele comuta com seu adjunto, isto €,
T =TT".
Se T comuta com T*T, ou seja.
(T*T —TT*)T =0

dizemos que T é quasinormal. Um operador é subnormal se ele ¢ a parte de um
operador normal. Se |T*z|| < ||Tx|| para todo x € H, entdo T' é hiponormal.
Por fim, T' é normaldide se r(T) = ||T||. A proposi¢do a seguir relaciona as

classes de operadores anteriormente definidas.

Proposicao 2.8 [Ver, e.g., [23]| p.450] A relagdo de inclusao propria a sequir

é verdadeira:

Normal C Quasinormal C Subnormal C Hiponormal C Normaloide.
DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [23] p.450. O

Por fim, iremos destacar mais duas classes: nilpotentes; e quasinilpoten-
tes. Um operador é nilpotente se existe n € N, tal que T" = 0. Se r(T) = 0,
entao 1" é quasinilpotente. Note que o unico normaldide quasinilpotente é ope-
rador nulo. A 1ltima secdo deste capitulo estabelece o conceito de produto

tensorial.

2.3
Produto Tensorial

Sejam H e K dois espacos de Hilbert complexos de dimensao infinita.
A nocao de produto tensorial tomard como base a definicdo apresentada por
Kubrusly em [20], isto é, o espaco produto tensorial é definido em termos do
produto tensorial singular de vetores como o funcional bilinear conjugado no
espaco produto Cartesiano de H por K. Para uma definicaio mais abstrata
ver, por exemplo, [3] e [33]. Considere © € H e y € K quaisquer. O produto

tensorial singular de x e y é o mapa
ry:-HxK—=C

dado por (z ®y)(u,v) = (z;u),, (y;v), para todo (u,v) € H x K, onde (;),, e

(; ) s@o os produtos internos em H e K, respectivamente.
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Considere o espago linear H ® K de todas as combinagoes lineares de

rQyem H x K, isto é,

HooK = {Zocl@)yl (i, y:) € Hx K, ne N}
i=1
(ver, e.g., [20]). Defina o funcional linear (:) : (H® K) x (H® K) — C dado

por
M

N M N
<Z$z ) Yis Zu’j ® Zj> = ZZ (2: @ wy) (Yi © z5)
i=1 j=1

i=1 j=1

para todo SN 2, ® y; ¢ ,Zj\il w; ® z; em H ® K. Pode-sc mostrar que (;) ¢

um produto interno (ver, e.g., [20]). Logo, o par ordenado (H ® K, (;)) é um
espaco produto interno. O completamento do espaco produto interno H @ K é
o cspaco produto tensorial de ‘H por K, também denotado por ‘H ® K.

O produto tensorial em H ® K de dois operadores T' € B[H] e S € BIK]
é um operador T ® S € B[H @ K] definido por

(T©8)Y w0y=) Tr;® Sy

para todo ). z; ®y; € HQ K.

Concluimos este capitulo com dois resultados importantes sobre produto
tensorial. Mais propriedades sobre o espectro de um produto tensorial podem
ser encontradas nas seguintes referéncias: [9]; e [30]. Em particular, [9] mostra
que o raio numérico de um produto tensorial ndao é o produto dos raios

numeéricos.

Proposicao 2.9 [Ver, e.g., [20] | Sejam T'= (A® B) ¢ S = (C ® D) dois
produtos lensoriais em B[H ®@ K|, seque que:

(i). ST=(C®D)(A® B) = (CA® DB).

(ii). |7} = A B|| = [|All | B]]-

(iii). T= (A® B) & T* = (A* @ BY).

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [20]. O

Teorema 2.10 [Ver, c.g., [21] | Se T'= (A ® B) € B/H ® K| ¢ um produto
tensorial, entio o(T) = a(A)o(B). Além disso, r(T) = r(A)r(B).

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [21]. O
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3
O Problema da Estabilidade Multiplicativa

Neste capitulo iremos definir formalmente o Problema da Estabilidade
Multiplicativa e estabelecer a classe de operadores que vamos investigar no
restante desta tese. Para isso, vamos comecar definindo a nocao de estabilidade.
Seja T € B[H] um operador definido em um espaco de Hilbert # arbitrério.
A sequéncia de poténcias {T"},en € estdvel se ela converge para o operador
nulo 0 € B[H]| em alguma topologia quando n — co. Em particular, iremos
trabalhar com trés nocoes de estabilidade: estabilidade uniforme; estabilidade
forte: e estabilidade fraca.

Um operador 7' € B[H| é uniformemente estdvel (notacdo: 7" — 0)
quando a sequéncia de poténcias {T"},cy converge para zero na norma
topoldgica, isto é,

|77 = o.

Por outro lado, T ¢ fortemente estdvel (notacdo: 7™ > 0) se e somente se
|T"z|| — 0

para todo x € H. Em outras palavras, cstabilidade forte é equivalente a dizer
que {T"},en converge ponto a ponto para o operador nulo quando n — oc.

Por fim, T ¢é fracamente estdvel (notacao: 7" — 0) quando
(T"z;y) — 0

para todo x, y em H. A proxima proposicao relaciona os trés tipos de

cstabilidades aqui definidos.
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Proposicao 3.1 [Ver, e.g., [19] p.25] Seja T € B|H|. As afirmacdes abaizo

sao verdadeiras:

(i). Se T* = 0, entdo T" = 0

(ii). Se T™ %0, entdo T™ 5 0

DEMONSTRAGAO: [Ver, e.g., [19] p.25] Seja T' € B[H] arbitrario. Suponha que

T" % 0 (i.e., T é uniformemente estdvel). Tome = € H qualquer, segue que
[T"a|| < 77| [|=]] — 0.

Logo 0 < ||T™z|| < 0 para todo z € ‘H quando n — co. Em outras palavras, T
6 fortemente estével. Agora, suponha que 7" % 0 (i.e., T é fortemente estével).
Tome z, y arbitrdrios em H. Dal, |(T"x;y)| < ||T"z|| ||y|| pela Desigualdade

de Schwarz (ver, e.g., Proposicao 2.1). Como T é fortemente estavel, segue que
0 < (T"x;y)| < OVa,y € H.

Portanto, T" é fracamente estavel. [

Ainda sobre os tipos de estabilidades, podemos mostrar que se o espectro
continuo nao intercepta o circulo unitario, entao as trés nocoes de estabilidade

aqui apresentadas coincidem.

Proposicao 3.2 [Ver, e.g., [18] p.115] Seja T € B|H| um operador arbitrdrio.
Considere I' = {\ € C: |\| = 1} o circulo no plano complezxo, seque que T é

uniformemente estdvel se e somente se oc(T)NT = (.

DEMONSTRACAO: Ver, e.g., [18] p.115 O

A nocao de estatibilidade uniforme vem dos sistemas dinamicos em tempo
discreto. De fato, considere um sistema linear limitado invariante ao tempo

modelado pela seguinte equacao diferencial autonoma:
Tni1 = T'x,, com xg = x, para todo inteiro nao-negativo n > 0.

Este sistema linear é uniformemente estdvel se a sequéncia de estados {x, },>0
com valores no espaco de Hilbert H converge para zero uniformemente para
todas as condicoOes iniciais @ € H.

Ao contrario dos outros dois conceitos de estabilidade, existem diversas

condicoes necessdarias e suficientes que permitem caracterizar estabilidade
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uniforme (ver, e.g., [17] e [32]). O préximo resultado determina estabilidade

uniforme de um operador em termos do seu espectro.

Proposicao 3.3 [Ver, e.g., [32] | Um operador T € B[H] € uniformemente

estdvel se e somente se r(T) < 1.

DEMONSTRAGAO: Ver, c.g., [32]. O

Um operador S € B[H] perturba aditivamente o operador T' € B[H]
qualquer quando somamos S a T’, ou scja, S+ 1" ¢ o resultado da perturbacao
aditiva de S' em T'. Perturbagoes aditivas sao um ramo importante e bastante
estudado em Teoria de Operadores (ver, e.g., [14]). Por outro lado, estamos
interessamos em outro tipo de perturbacao, ou seja, a perturbacao multipli-
cativa. Um operador S € B|H]| perturba multiplicamente o operador original
T € B[H] quando fazemos o produto a esquerda de S por T, isto é, ST denota
a perturbacao multiplicativa do operador original T

Seja T € B|H] qualquer. O Problema de Estabilidade Multiplicativa
propoe investigar as classes de operadores C C B[H], tal que r(ST) < 1 para
todo S € C. Em outras palavras, queremos encontrar os operadores S € C que
estabilizam multiplicativamente o operador original 7" € B|H| através de uma
perturbacao.

Estabelecido o nosso problema, vamos dividir o Capitulo 3 em trés secoes:
(3.1) Uma Resenha para Contragoes; (3.2) O Problema para Contragoes Nao-
Préprias; e (3.3) O Problema para uma Classe Particular. Na primeira secgio,
enunciamos alguns dos resultados mais importantes sobre o tema e encerramos
com o Teorema 3.12 para estabilidade multiplicativa de contracoes proprias.
Partindo do resultado anterior (i.e., do Teorema 3.12) mostramos que o pro-
blema original se restringe apenas a classe das contracoes nao-proprias nor-
maldides fortemente estaveis. Além disso, estabilizamos multiplicativamente
o shift unilateral reverso por operadores normais compactos injetivos (Te-
orema 3.24). Encerramos este capitulo mostrando que as decomposigoes de
Nagy-Foias-Langer ¢ von Necumann-Wold podem nos ajudar a caractcrizar a
classe que estamos interessados (ou seja, a classe das contragoes nao-préprias
normaldides fortemente estdveis), apesar de nao conseguirmos estabilizd-la

multiplicativamentc.
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3.1
Uma Resenha para Contracoes

A seguir faremos um levantamento dos principais resultados sobre o Pro-
blema de Estabilidade Multiplicativa para Contracoes. Esse material é impor-
tante para justificar a classe de contracoes cuja estabilidade multiplicativa va-
mos investigar posteriormente (i.e., a classe de todas as contragdes ndao-préprias
normaldides fortemente estdveis).

Antes de prosseguirmos. cabe apresentarmos algumas definicoes afim de
tornar o texto mais claro. Uma contracdo é um operador T' € B[H], tal que
IT|| <1 (ie., |Tz| < ||z|| para todo € H). Se ||Tz|| < ||x|| para todo = € H,
entao 7' é uma contracao propria. Uma contracao estrita é um operador 7, tal

que ||T|| < 1. Pode-se mostrar que:
Contracoes Estritas C Contragoes Préprias C Contracao

(ver, e.g., [19] p.109), onde C é uma relagio de inclusdo prépria. Uma
contracao nao-estrita 7' é uma contracao, tal que ||T|| = 1. Uma contragao
T é nao-prépria quando ||Tx| = ||z|| para algum x € B|H|. Agora, considere

() € B*|H] contragao, scguc quc
(i). Nao-negativa: se 0 < (Qx;x) < {x:x) (notagao: 0 < Q < I).
(ii). Positiva: se 0 < (Qu;z) < (x;x) (notagdo: 0 < Q < I).
(iii). Estritamente Positiva: a |z||* < (Tw;z) Vo € H para algum a > 0

(notagao: T > @ > 0).

A priori podemos estabilizar multiplicativamente qualquer contracao
T € B|H|. De fato, se .S € B[H| é uma contracao estrita, entao
[T || ST [ 7|] [ T]]

sup ——— < sup ———— = ||.S]| sup ——— < sup <1.
w20 2l T a0l w20 [zl w0 [l

Logo, ST € B[H]| é uma contracdo estrita. Como r(ST) < ||ST| pela
Proposicao 2.7, entao
r(ST) < ||ST| < 1.

Portanto, ST ¢ uniformemente cstdvel. Apesar disso, supor que S € B[H| ¢
uma contracao estrita é demasiadamente restritivo. O Problema de Estabili-
dade Multiplicativa para Contracoes tem como objetivo investigar classes de
opcradores que cstabilizam multiplicativamente a contracao original sem quc
a perturbacao seja “grande” (por exemplo, a perturbagao S néo pode ser uma

contragao estrita ou o operador nulo).
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Bhaya e Kaszkurewicz [1] investigam o problema em questao (i.e., o
Problema de Estabilidade Multiplicativa para Contragdes) para contragoes
definidas em espacos de dimensdo finita. Baseado em [1], Cain escreve trés
artigos ( [4], [5] e [6]), onde ele determina condigbes necessarias e suficientes
(principalmente suficientes) para estabilizagdo multiplicativa de contragoes
em espacos de dimensdo infinita. Dentre seus resultados, podemos destacar

o teorema a seguir.

Teorema 3.4 [Ver, c.g., [4] | Seja T € B[H|. As afirmacdes abaizo sdo

verdadeiras:

(i). Se ||T|| = ||Tu|| para algum vetor unitario u € H, entao ST € uniforme-
mente estdavel para toda contracao auto-adjunta se e somente se ||T|| < 1.
(ii). Se w(T) = [(Tu;u)| para algum vetor unitdirio u € H, entao ST €
uniformemente estavel para toda contracdo nao-negativa se e somente

se w(T) < 1.
(iii). ST € uniformemente estdvel para toda contragdo estritamente positiva se

e somente se w(T) <1 e T € uniformemente estdvel.
DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [4]. O

Kubrusly e Vieira [26] generalizam os resultados de Cain para classes de
contragoes mais gerais. A partir de propriedades relacionadas a norma e ao
espectro de classes de contracoes, os autores estabelecem diversos resultados
para o Problema de Estabilidade Multiplicativa para Contragoes.

Uma classe de contragoes S em B[H] satisfaz a propriedade sup da norma

(i.e., “norm sup property”) se
supr(ST) = |T|
SeS

para todo operador T € B[H].

Teorema 3.5 [Ver, e.g., [26] | A seguintes classes de contragoes satisfazem a

propriedade sup da norma .

(i

(i

A classe de todas as contracoes estritas.
A classe de todas as contracdes uniformemente estdveis.

(iii). A classe de todas as simetrias (i.e., S* =S =S71).

).
).
).
).

(iv). A classe de todas as conlrag¢bes com rank-finito.
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(v). A classe de todas as contragées compactas.

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [26]. O

O Teorema 3.5 nos mostra diversos exemplos de classes que satisfazem a
propriedade sup da norma.

Agora, suponha que a classe de contragoes C em B|H| satisfaz esta
propriedade (ou seja, C tem a propriedade sup da norma). Note que toda
classe C' em B[H] que contém C também tem a propriedade sup da norma.
Com cfcito, scja T' € B|H]| uma contracao arbitraria. Considere S € C, scguc
que

IT]| = supr(ST) < sup #(ST) < ||T]]
sec sec’

Logo, supgee r(ST) = ||T]].

Corolario 3.6 [Ver, c.g., [26] | As classes sequintes classes de contrag¢oes em
B[H] tem a propriedade sup da norma: todos os operadores unitdrios; todas as
contracoes estritas auto-adjuntas; todas as contracoes auto-adjuntas; e todas

as contracoes normaloides.

DEMONSTRAGAO: Basta reproduzir o comentario anterior ¢ aplicar o Tco-
rema 3.5. [

A maioria das classes de contragoes investigadas por Cain ( [4], [5] e [6])
satisfazem a propriedade sup da norma, entao o resultado a seguir deve ser
encarado como uma generalizacao de grande parte dos resultados ali estabe-

lecidos.

Corolario 3.7 |Ver, e.g., [26] | Sejam T e S dois operadores em B|H|. Se T

€ uma contracdo estrita, seque que as afirmacoes abairo sdo verdadeiras:
(i). ST é uniformemente estdvel para todo S em qualquer classe de coniragoes
que contém todas as contragoes estritas.

(ii). ST € uniformemente estdvel para todo S em qualquer classe de contragoes

que contém todas as contracoes com rank-finito.
(iii). ST € uniformemente estdvel para todo S em qualquer classe de contragoes

que contém todas as simetrias.

Além disso, cada uma das afirmacoes acima implica que T € uma contracdo.

Em particular, (ii) e (iii) implicam que T é uma contra¢ao prdpria.
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DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [26]. O

Uma das afirmacoes do Corolario 3.7 mostra que se ST é uniformemente
estavel para todo S em qualquer classe de contracoes que contém todas as
contracoes com rank-finito, entdo 71" é uma contracao propria. O Exemplo 3.8
mostra que a reciproca desta afirmacao nao é verdadeira. Apesar desta secao
conter prioritariamente resultados ja estabelecidos, o exemplo a seguir nao foi

retirado de nenhum dos artigos aqui citados.

Exemplo 3.8 Seja T = (A ® B) € B|R? ® R?] um produto tensorial, onde

L 3.0

A = > ] € RReB = 2 € R? Note que T é uma
0 2 0 1

contracao prépria. Dc fato, considerc z = (zy,22) ¢ y = (yi,y2) cle-

mentos arbitrarios em R2. Como ||T(x @ y)||> = ||(A® B)(z @ y)|*, entdo
IT(z @ y)||” = || Az||” || By||* pela Proposicio 2.9. Dai,

2 2 2 2 2 2
[Az||" = § 21" + G llz2ll” e [IByll” = § lnall” + lly:|
Logo,
T 2,1 2, 4 2,9 2 2
1Tz @y)|I" = (7 llell” + 5 lz2ll”) (5 lonll” + llw2ll”) =
4 9 4
9 2 2 1 2 2 2 2 4 2 2
= 76 el ol + 3 leall™ e 1™+ o o™+ 5 2™ lgell™

Por outro lado, ||(z @ 3)||* = ||z||* ||y||” novamente pela Proposicao 2.9, donde
2 2 2 2 2
lz @ yll” = (lzall” + [l22lI7) (ol + llg2")- Logo,

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1z @ y)|I" = [l [yl + a7 w2l + N2l llga 1”4 Nzl [yl -
Portanto, ||T(z®y)||> < |lz®y||* para todo (z ® y) € (R? ® R%). Em

outras palavras, T" é uma contracao prépria. Agora, considere outro produto

0 0
tensorial S = (C; ® Cy) em B[R? ® R?|, onde C; = (0 1) € R?e
10 , , _
Cy = 0 0 € R?. Note que S = (C; ® Cy) é uma contracdo com

rank-finito, pois o produto tensorial de contracoes com rank-finito é uma
contracao com rank-finito (ver, e.g., [25]). Como todo operador com rank-

finito é compacto (ver, e.g., [23] p.255). segue que S = (C} ® Cy) é uma
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O Nl

2

3
C1A e CyB sao operadores auto-adjuntos, segue que 7(C1A) = [|C1A| = 2 e

r(CoB) = ||C2B|| = 3. Dal, pelo Teorema 2.10

0 0 0
contracao compacta, donde C1 A = (0 ) e C4B = o) Como

r(ST) = r(C1A)r(CyB) = gg =1

Portanto, ST nao é uniformemente estavel. Em outras palavras, se 7' é uma

contracao prépria, entdo existe uma contracdo compacta S, tal que r(ST) = 1.0

No inicio desta secao, vimos que toda contracao pode ser estabilizada
uniformemente por uma contracao estrita. Através da propriedade sup da
norma podemos provar a reciproca desta afirmagao. De fato, se ST € B[H]

é uniformemente estavel para todo S € B|H| contragao estrita, segue que
r(ST) < 1= ||T| =supr(ST) < 1,
S

onde na igualdade usamos o Teorema 3.5. Logo I" é uma contracao. Isso deixa
evidente a importancia da propriedade sup da norma para o problema de
estabilidade.

Proposicao 3.9 [Ver, e.g., [26] | Sejam S, T operadores em B|H]. As

afirmacoes abairo sio equivalentes:

(i). ST € uniformemente estdvel para toda contracdo estrita S.

(ii). T € contragdo.

DEMONSTRACQAO: A prova da ida é imediato, e a demonstracao da volta foi

feita no pardgrafo antcrior. [

Kubrusly e Vieira [26] ainda definem outras trés propriedades que mere-
cem destaque: propriedade max da norma (i.c., “max norm property”): pro-
priedade sup do raio numérico (i.e., “numerical radius sup property”); e a
propriedade sup do raio espectral (i.e., “spectral radius sup property”). Va-
mos denotar esse conjunto de propriedades como Propriedades do Sup. Em
outras palavras, se uma classe de contragoes tem a Propriedade do Sup quer
dizer que ela satisfaz algumas das propriedades a seguir: propriedade sup da
norma; ou propriedade max da norma; ou propriedade sup do raio numérico:

ou propriedade sup do raio espectral.
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Assim, como fizemos para a propriedade sup da norma. iremos mostrar
exemplos de algumas classes que satisfazem as outras propriedades e enunciar
alguns teoremas que estabelecem a importancia das Propriedades do Sup
restantes na solucao o Problema de Estabilidade Multiplicativa de Contragoes.

Uma classe de contragoes C em B|H| tem a propriedade max da norma

se
maxr(ST) = |7

para todo operador T' € B|H|. Pode-se mostrar que as classes de todas as
contragoes nao-cstritas, dc todas as isometrias parcias (i.c., Ty (. ¢ uma
isometria) e de todas as contragoes sdo exemplos de classes de contragoes em

B[H] que satisfazem esta propriedade (ver, e.g., [26]).

Proposicao 3.10 [Ver, e.g., [26] | Sejam S, T € B|H|. As afirmacoes a sequir

sao equivalentes:

(i

). ST € uniformemente estdvel para toda contracao S.

(ii). ST € uniformemente estdvel para toda contragao ndo-estrita S.
).
).

(iii). ST € uniformemente estdvel para toda isomelria parcial S.

(iv). T € uma contracdo estrita.

DEMONSTRAGAO: Ver, c.g., [26]. O

Uma classe de contragoes C em B[H] satisfaz a propriedade sup do raio
numdérico, sc

supr(ST) = w(T)

seC
para todo T € B[H].

A propriedade sup do raio numérico generaliza os dois ultimos resultados
do Teorema 3.4 estabelecido por Cain. De fato, pode-se verficar que as classes
de todas as projecoes ortogonais (i.e., P = P? = P*), de todas as contracoes
nao-negativas, de todas as contracoes positivas, e de todas as contracoes
estritamente positivas tém a propriedade sup do raio numérico (ver, e.g., [26]).
Gracas a esta propriedade verificam-se outras condicoes de suficiéncia além

daquelas determinadas no Teorema 3.4 (iii).
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Proposicao 3.11 [Ver, e.g., [26] | Sejam T e S dois operadores em B|H)|,

seque que se w(T) < 1, entdo as afirmacées sao verdadeiras:
(i

). ST € uniformemente estavel para toda proje¢io ortogonal S.

(il). ST € uniformemente estdvel para toda contragdo ndo-negativa S.
).
).

(iii). ST € uniformemente estdvel para toda contrac¢ao positiva S.
ST ¢ uniformemente estdvel para toda contracdo estritamente positiva
S.

(iv

Além disso, cada uma das afirmacdes acima implica que

(v). w(T) <1 eT € uniformemente estdvel.

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [26] O

Por fim, uma classe de contragoes C em B[#] tem a propriedade sup do
raio espectral, se
supr(ST) =r(T)

SeC
para todo T € B[H]. Pouco se sabe sobre as classes de contracbes que
satisfazem esta propriedade. Um exemplo é a classe de todos os operadores

escalares. De fato,
sup  r(ST)=r(T).

S=al ja|<1
Mais adiante iremos colocar o Problema de Estabilidade Multiplicativa no
contexto de produto tensorial. Neste caso, a propriedade sup do raio espectral
desempenharia um papel fundamental se soubéssemos mais informagcoes sobre
cla.
Encerramos esta secdo com um resultado central. O proximo teorema
estabelece condicoes necessarias e suficientes para estabilidade multiplicativa

dc uma contracao proépria.

Teorema 3.12 [Ver, Corolario 7 de [26] | Sejam S, T € B|H|. As afirmagoes

abaizo sao equivalentes:

(i). ST € uniformemente estdvel para toda contracdo compacta S.
(ii). ST € fracamente estdvel para toda contra¢do compacta S.

(iii). Os autovalores de ST pertencem ao disco unitario aberto para toda

contracao compacta S.
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(iv). T' € uma contragdo prdpria.
(v). ST € uma contragdo prdpria para toda contragio compacta S.

(vi). ST € uma contragdo estrita para toda conlra¢io compacta S.

DEMONSTRAGAO: Ver, Coroldrio 7 de [26]. O

O Teorema 3.12 mostra que o Problema de Estabilidade Multiplicativa
para Contracoes esta resolvido para a classe das contracgoes préprias. O que
podemos estabelecer para contragoes nao-proprias? Serd que podemos afirmar
que perturbagoes compactas estabilizam multiplicativamente esta classe (ou
scja, a classc da contragoes nao-préprias)? Na préxima sccao, investigamos
estas perguntas. Em particular, mostramos que o resultado anterior de Ku-
brusly e Vieira estabiliza multiplicativamente um subconjunto “grande” das

contracoces fortemente cstéveis.

3.2
O Problema para Contracoes Nao-Préprias

Na secao anterior vimos que toda contracao propria ¢ estabilizada multi-
plicativamente por uma contragao compacta (Teorema 3.12). Portanto, o Pro-
blema de Estabilidade Multiplicativa para Contracoes se restringe a classe das
contragoes nao-proprias. Logo, é natural tentarmos caracterizar o conjunto das
contragoes nao-proprias para ter alguma intuicao sobre o tipo de perturbacao
que resolve a questao que estamos interessados. Por definicao contracoes nao-
proprias sao o oposto das contragoes préoprias. Dal, um possivel ponto de par-
tida para a nossa investigacao é estabelecer quais as classes de contracoes
que contém a classe das contracoes préprias. Além disso, determinar sob quais
condicoes ambas classes colapsam. Assim, restringimos nossa investigacao ape-
nas as classes as quais o Teorema 3.12 nao se aplica. E exatamente este caminho
que vamos seguir nos proximos paragrafos.

Antes de comegarmos cabe uma ressalva. Seja T € B[H] uma con-
tragao arbitraria. Se r(71") < 1, entdo 7' ja é uniformemente estavel pela Pro-
posicao 3.3. Neste caso, basta perturbar 7' multiplicativamente pela identidade
I € B[H]|. Portanto, queremos estabilizar multiplicatimente contrac¢oes T com
raio espectral r(1") = 1. Em particular, a classe das contracoes quasinilpoten-

tes (i.e., 7(T) = 0) foge ao nosso interesse. Por exemplo, pode-se verificar que

0 1 0 0
T = 0 0 ¢ uma contracao nao-proépria. Apesar disso, T" = 0 0
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para todo inteiro nao-negativo n > 1. Logo, r(T) = 0, ou seja, T é quasi-
nilpotente. Logo, o Teorema 3.12 restringe o problema original a classe das
contragoes nao-proprias normaldides.

Lembre que a parte de um operador ¢ a restricao dele em um subespaco
invariante. Um operador T' € B[H]| é complemente ndo-unitdrio se ndo existe
M parte de T, tal que T'|pq é um operador unitério (i.e., T'|p¢ é uma isometria
sobrejetiva). Pode-se verificar imediatamente da definigao que toda contragao

propria é um operador complemente nao-unitdrio.

Teorema 3.13 (Decomposicao de Foguel) Seja T € B[H] wma contracdo
qualquer, seque que
T-Zal,

onde Z € uma contracao fracamente estavel e U é um operador unitdrio.
DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [18] p.103. O

O Teorema 3.13 permite mostrar que toda contracao propria é um

operador fracamente estdvel.

Proposicao 3.14 [Ver, e.g., [19] p.111] Toda contracdo propria € fracamente

estdvel.

DEMONSTRAGAO: [Ver, e.g., [19] p.111] Seja T' € B[H] uma contracao prépria.

Se existe M parte de T, tal que T|r, é unitdrio, entao ||Ty|| = ||y|| para todo
y € M. Por outro lado, pela definicao de T temos que || Tx| < ||z|| para todo
x € H, contradigao. Portanto, 7" é um operador completamente nao-unitario.
O Teorema 3.13 (i.e., a Decomposicao de Foguel) estabelece que toda contragao

T em um espago de Hilbert H pode ser reescrita como
T=7&U,

onde U ¢ um opcrador unitdrio ¢ Z ¢ uma contracdo fracamente cstavel.
Como T é complemente nao-unitario, segue que T' = Z. Equivalentemente, T

é fracamente estdvel. OJ

Como contracoes quasinilpotentes ndo fazem parte da nossa investigacao,
a Proposicao 3.14 sugere voltarmos nossa atencao para as contracoes nor-
maldides fracamente estaveis. A classe de todas as contracoes fortemente

estdveis é um subconjunto importante das contracoes fracamente estéveis.
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Além disso, ndo existe uma relacdo direta entre estabilidade forte e contracao
propria, isto é, contracao prépria ndao implica em contracao fortemente estavel
e vice-versa. O proximo exemplo foi retirado de [18] p.36, ele justifica o

argumento anterior e define formalmente um shift unilateral e seu adjunto.

Exemplo 3.15 [Ver, e.g., [18] p.36] Considere o espaco de Hilbert
H = @, Hi, onde {Hi} uma colecdo contavel de espagos de Hilbert. Um
elemento © € H é definido da seguinte maneira: z € @, vx, € H = P, Hy, tal
que xy € Hj para cada & > 0. Um operador S, em H é um shift unilateral
se existe uma sequéncia de subespacos ortogonais (dois a dois) {Hy >0, tal
que S|y, : Hik — Hpy1 € um operador unitdrio para cada k£ > 0. Em outras
palavras,

Six=0® @ Upxp_1 Vo € H,

k>1

para uma sequéncia de operadores unitérios {Uy,1 : Hr, — Hi1: & > 0}, onde
0 € Ho ¢ a origem e S|y, = Uk para cada k > 0. Analogamente, podemos
definir o adjunto do shift unilateral, o shift unilateral reverso, da seguinte
maneira:

St =P ULz Vo € H.

k>0

Pode-se mostrar que o shift unilateral reverso S% é uma contracao nao-prépria

fortemente estdvel (ver, e.g., [19] p.42). ¢

A classe das contracoes fortemente estaveis é extensa. Por exemplo,
através da Alternativa de Fredholm (Teorema 2.6) podemos mostrar que sob
compacidade as nogdes de estabilidade colapsam. Com efeito, se T € B[H)|
¢ uma contracao compacta fortemente estavel, entdao pela Alternativa de
Fredholm (Teorema 2.6)

op(T)\{0} = o(T)\{0} € D7,

onde D™ = {\ € C: |\| < 1} é o disco unitério fechado no plano complexo.
Por outro lado, se T' é fortemente estdvel, entdo 1 ndo é autovalor de T' (basta
aplicar a definicao de estabilidade forte). Como r(T) = maxye,(r) [A| pela
Férmula de Gelfand-Beurling (Teorema 2.5), entao (7)) < 1. Logo, pela
Proposicao 3.1 os conceitos de estabilidade colapsam. Em outras palavras,
todo operador compacto uniformemente ou fracamente estavel ¢ um exemplo

de operador fortemente estavel.
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O que podemos afirmar sobre as contracoes normaldides fortemente

estdveis? Na Proposicao 2.8, vimos que
Normal C Quasinormal C Subnormal C Hiponormal C Normaléide.

Portanto, antes de investigarmos a classe das contracoes normaldides, vamos
restringir nossa aten¢ao na subclasses ali contidas (i.e., normais, quasinormais,

subnormais e hiponormais).

Proposicao 3.16 [Ver, e.g., [19] p.111] Se T' € B[H] € uma contra¢iao normal

fortemente estdvel, entao T € wma contracao propria.

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [19] p.111. O

A Proposicao 3.16 mostra que toda contragao 7' € B|H| normal forte-
mente estdavel é uma contracao propria. Dai, o Teorema 3.12 para estabilidade
multiplicativa de contracoes préprias se aplica a classe de todas as contracoes
normais fortemente cstdveis. Em outras palavras, devemos restringir nossa in-
vestigacao apenas a contracoes normaldides nao-normais fortemente estéveis.
Sera que podemos extender a Proposicao 3.16 para outras subclasses dos nor-
maldides?

Agora, vamos definir uma classe de operadores que responde a pergunta

anterior. Um operador T' € B[#H] é paranormal se
2
| T ||” < ||T%]| |||

para todo z € B[H]. A desigualdade abaixo é a propriedade fundamental dos

operadores paranormais.

Proposigao 3.17 [Ver, e.g., [19] p.99] Se T € B|H| € um operador paranor-

mal, entdo
n
ITa] _ T

™ [l

para todo vetor nao-nulo = € H e todo inteiro positivo n > 1.

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [19] p.99. O

Note que a desigualdade acima garante que todo operador paranormal é

normaldide. De fato,

| Tz|” _ T

1
up S S sup S = [T < T = (T < 1T
x / x
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Dai, ||T| < lim, ||T”||% = r(T), onde na dltima igualdade usamos a Férmula
de Gelfand-Beurling (Teorema 2.5). Logo, ||T|| < r(T) < ||T||. Portanto T é

normaldide.

Exemplo 3.18 Seja 5% um shift unilateral reverso em [2(C). Tome

s ||

x = (0,1,0,0,...,0) € 3(C), entao S*z = (1,0,0,0,...). Logo, % =1

para todo n > 1. Por outro lado, (S%)" = 0 para todo inteiro n > 2, donde

s ]
llzll

S nao é paranormal. ¢

= 0. Portanto, a Proposicao 3.17 néao é satisfeita. Em outras palavras,

Apesar de todo operador paranormal ser normaldide, o Exemplo 3.18
mostra que a reciproca nao é verdadeira (i.e., Normaldide ¢ Paranormal).

Mais do que isso pode-se mostrar que
Hiponormal C Paranormal C Normaldide

(ver, c.g., [19] p.95). A Proposicao 3.16 cstabeleccu que toda contragdo normal
fortemente estavel é uma contracdo prépria. Em seguida, nos perguntamos
se esta implicacao valeria para outras subclasses das contracoes normaldides.
Agora, vamos provar quc cssa rclacao também sc mantém para os quasinor-

mais, os subnormais e os hiponormais.

Proposicao 3.19 [Ver, e.g., [19] p.110] Seja T' € B[H| uma contrag¢io para-

normal. Se T € fortemente estdvel, entio T € uma contracao propria.

DEMONSTRAGAO: [Ver, e.g., [19] p.110] Se T' € B[H] é um operador paranor-
mal, entao

el _ T

[/

para todo vetor nao-nulo x € H ¢ todo intciro positivo n pcla Proposicao 3.17.

[T" |
[l

Por outro lado, se T é fortemente estavel, entao — 0 para todo x nao-

[T
[l

nulo em H. Logo, < 1. Equivalentemente, T' é uma contracao prépria. [J

Mais uma vez. o Teorema 3.12 pode ser aplicado para estabilizar multipli-
cativamente contracoes paranormais fortemente estaveis. Finalmente, serd que
as hipdteses normaldide e estabilidade forte implicam em contracao prépria?
Essa afirmacao nao é verdadeira para o caso geral. O contra-exemplo é o shift
unilateral reverso S%. De fato, no Exemplo 3.15 mostramos que um shift uni-
lateral reverso S% em [Z(H) é fortemente estdvel. Por outro lado, no Exem-

plo 3.18 vimos que S é uma contracao normaléide nao-prépria. Portanto, o
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Problema de Estabilidade Multiplicativa para Contracoes Fortemente Estaveis
continua em aberto para contracoes nao-préprias normaldides. Resumindo:
queremos investigar as classes que estabilizam multiplicativamente contracoes
nao-proprias normaldides fortemente estdveis.

Com base nos argumentos discutidos nesta secao é natural nos pergun-

tarmos:
1. Quem sdo as contragoes nao-préprias normaldides fortemente estiaveis?

2. Contragoes compactas estabilizam multiplicativamente diversas subclas-
ses de contracoes fortemente estdveis. Serd que perturbacoes compactas
resolvem o Problema de Estabilidade Multiplicativa para o caso geral de

contracoces fortemente cstdveis?

Encerramos este capitulo investigando as questoes apresentadas acima.

33
O Problema para uma Classe Particular

Nesta secao, vamos investigar o Problema de Estabilidade Multiplicativa
para uma Classe Particular F. Denotaremos por F a classe de todas as
contracoes nao-proprias normaldides fortemente estaveis.

Seja T € B|H| uma contracao arbitrdria. O Problema de Estabili-
dade Multiplicativa para Contracoes investiga quais as condicoes necessarias
e suficientes para uma perturbacao multiplicativa estabilizar uniformemente
a contracao original. Kubrusly e Vieira [26] responderam essa questdao para
a classc dc todas as contracocs préprias através de perturbacoes compac-
tas (Teorema 3.12). A partir deste resultado, o problema em questao ficou
restrito a estabilidade de contracoes nao-préprias. Por outro lado, operadores
quasinilpotentes sdo uniformente cstéveis por definicao. Logo, o Problema de
Estabilidade para Contragoes se resume a estabilidade multiplicativa de con-
tracoes nao-proprias normaldides.

Na sccao anterior, mostramos quc toda contracado prépria ¢ fracamente
estavel (Proposigao 3.14). Em particular, a classe de todas as contragoes forte-
mente estaveis ¢ uma subclasse importante das contracoes fracamente estaveis.
Logo, decidimos investigar o Problema de Estabilidade Multiplicativa para
contracoes normaldides fortemente estaveis. Em seguida, definimos a classe
das contracoes paranormais e estabelecemos que Hiponormais C Paranormais
C Normaldides, onde C é uma relacao de inclusao propria. Provamos que toda
contragao paranormal fortemente estdvel é prépria (Proposicao 3.19). Logo,

o Teorema 3.12 para estabilidade multiplicativa de contracoes préprias pode
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ser aplicado. Portanto, o Problema de Estabilidade Multiplicativa esta resol-
vido para todas as subclasses dos normaldides fortemente estdveis apresentadas
no Capitulo 2 (i.e., normal, quasinormal, subnormal e hiponormal). Em ou-
tras palavras, podemos restringir a nossa investigacao as classes de contracoes
que estabilizam multiplicativamente contracoes nao-proprias normaldides for-
temente estaveis, ou seja, contracoes que pertencem a classe F.

Com base nestes resultados destacamos duas perguntas: “perturbacoes
compactas resolvem o Problema de Estabilidade Multiplicativa para o caso ge-
ral de contracoes fortemente estdveis?”; e “quem sao as contragdes em F (i.e.,
as contragoes nao-préprias normaldides fortemente estaveis)?”. Agora, vamos
procurar investigar cssas duas questocs. Com rclacao a primeira questao, vamos
provar todo shift unilateral e seu adjunto podem ser estabilizados multiplicati-
vamente por operadores compactos normais injetivos. Na verdade, mostramos
mais do quc isso, cstabclecemos que tal produto de operadores ¢ quasinilpo-
tente. Por outro lado, mais adiante, destacaremos que nao conhecemos mui-
tos exemplos de contracoes normaldides nao-préprias fortemente estaveis. Em
particular, nossos cxemplos de contracocs em F sao operadores que podem ser
escritos como soma direta de um shift unilateral reverso por uma contracao.
Mostramos que as decomposicoes de Nagy-Foias-Langer e von Neumann-Wold
corroboram essa intuicdo. Note que agora as duas perguntas feitas ao inicio
deste paragrafo estdao relacionadas. Dai, se toda contracao nao-prépria nor-
maldide fortemente estdavel for a soma direta de um shift unilateral reverso
com uma contragao propria, entao o Problema de Estabilidade para Contracoes
Fortemente Estaveis esta resolvido. Estes serao os tépicos a seguir discutidos.

O exemplo classico de contracao nao-prépria fortemente estavel nor-
maldide é um shift unilateral reverso. Em particular, toda diagonal compacta

estabiliza multiplicativamente um shift unilateral reverso em /2 (C).

Exemplo 3.20 [Ver, Exemplo 6.F de [23] | Seja S, um shift unilateral em
[2(C). Considere D = diag({cy}x>0) € B[I2(C)] um operador diagonal, tal

quc
ay # 0 para todo £ > 0 e a;, — 0 quando k& — oc.

Pode-se verificar que D é um operador compacto (ver, e.g., [23] p.256). Além

disso, sabe-se que
0(54+D) = 0R(S2D) = {0} ¢ o(D*57) = op(D*S5%) = {0}

(ver, e.g., [23] p.473). Como D ¢é normal segue que D* é normal, pois

(D*)* = D. Por outro lado, D é compacto se e somente se D* é compacto
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(ver, e.g., [23] p.427). Portanto, S7 ¢é estabilizado multiplicativamente por todo

operador normal compacto definido da mesma maneira que D. ¢

Ainda com o objetivo de caracterizar as contragoes em F (i.e., as con-
tragoes nao-préprias normaldides fortemente estdveis), o proximo exemplo
(Exemplo 3.21) estabelece que 1" € B|H| contracdo nao-estrita prépria nor-

maldide fortemente estaveis nao implica que 7' é normal.

Exemplo 3.21 Seja 7' = (diag(£tl);50 ® S1) € B[i2(C) ® [2(C)] um pro-
duto tensorial, onde dlag(k+2)k20 é um operador diagonal em (2(C) e S,
um shift unilateral em [%(C). Queremos provar que T é uma contracao nao-
estrita propria fortemente estavel normaldide, tal que 7" ndo é normal. Note
que dlag( 2 )k>0 ¢ uma contracao prépria (ver, e.g., [19] p.110) e S, é uma
isometria (Ver7 e.g., [18] p.88). Como o produto tensorial de uma contracao

prépria por uma contracdo é uma contragao propria (ver, e.g., [25]), segue

k41
k+2

todos os coeficientes de diag(

que T' = (diag(7= k>0 ® S ) é uma contragao prépria. Por outro lado, como

k+2>k>0 sao menores que 1, entao d1ag(k+2)k>0

é fortemente estavel (ver, e.g., [19] p.110). Kubrusly e Vieira [27] mostram
que o produto tensorial de uma contracdo fortemente estdvel por uma con-

tracao é uma contracao fortemente estavel. Logo, T = (dlag(:ﬁ)l@o ® Sy)

¢ uma contracao proépria fortemente cstavel. Agora, vamos mostrar que 1 ¢é
uma contracao nao-estrita normaldide. De fato, como S| é uma isometria,
entao ||S+]| = 1 = r(S4) (ver, e.g., [18] p.42). Por outro lado, sabe-se que

|| diag( ’ZE k>0l = 1 (ver, c.g., [19] p.110), tal que r(dlab(k+2)k>o) = 1, pois

todo operador diagonal ¢ auto-adjunto. Como ||T|| = ||diag( Zié AZOH 1S4 |

pela Proposicao 2.9, entao

o k+1
d1ag(k+9)k20

1Tl = [S4] =1,

Além disso, r(T) = r(diag($55)s>0)r(54+) pelo Teorema 2.10, donde r(T') = 1.

Portanto,
1T} =1 =+(T),

ou seja. T é uma contracao nao-estrita propria normaldide fortemente estavel.
Para concluirmos nosso exemplo falta apenas provar que o produto tensorial

(dlab(k+2)k>0 ® S, ) nao é normal. A Proposicao 2.9 (iii) garantc que

—_

E+1 k+1

k + - -
k+ )k>0®b ) (dlag(k+

k+

= (diag( Jrz0®5.)" = (diag(;—; Jkz0®57),

(]
(\]


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1113681/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1113681/CA

Estabilidade de Produtos Tensoriais sob Perturbacées Multiplicativas 38

onde na ultima igualdade usamos o fato do operador diagonal ser auto-adjunto.
Dai,

. . k+1 .. k1
T = (dlag(m)kzo X S+)(dlag(m)k20 & S+)

Lembre que dados dois produtos tensoriais quaisquer (A ® B) e (C' ® D)
em B[H ® K] tem-se que (A ® B)(C ® D) = (AC ® BD) pelo item (i) da

Proposicao 2.9, entao

7T = ([diag(" D)oo @ 5.5 = ((diag(P L

k+ 2 k+2””ﬁ®l)

k+1
_l_
Analogamente, podemos mostrar que

1 . . k1 .
Jez0®S%) = ([diag(-—— k20l ®S457).

) k1 k4
T = (dlag(—)k20®5+)(dlag(k 19 kE+2

k+2

Logo,

77 = ([diag(“ L) o @ 1) # ((ding(E

2 ¥ Yk Tk
S.ST) =TT

isto é, T'nao é um operador normal. Conclusao: T' é uma contracao nao-estrita

propria normaldide fortemente estavel e T nao é um operador normal. ¢

O Teorema Espectral é um dos pilares da Anadlise Funcional. A versao
do Teorema Espectral para Operadores Normais Compactos basicamente diz
que todo operador normal compacto pode ser reescrito como uma soma direta
de operadores escalares (i.e., miltiplos da identidade), cujos pesos sao dados
pelos autovalores.

Lembre que P € B[H| é uma projecao ortogonal se P é idempotente e
R(P)LN(P). Duas projegoes P, e P, definidas em B|H] sio ortogonais entre si
(ou mutuamente ortogonais) se R(P;) LR(P,). Seja I' um conjunto arbitririo
de indices. Se {P,},er uma familia de projecoes duas a duas ortogonais em
B[H], entao dizemos que {P,},er é uma familia de projegdes ortogonais. Se

{P,},er é uma familia de projegdes ortogonais e

ZRI,:U =aVr eH,

vyel

entdo { Py} er ¢ uma resolucao da identidade em .
A seguir, vamos enunciar o Teorema Espectral para operadores Normais

Compactos.
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Teorema 3.22 [Ver, e.g., [24] p.58] Se um operador T € B[H]| (H espago
de Hilbert complexo ndo-nulo) é normal e compacto, entdo existe uma unica

resolugdo contdvel da identidade {Er} em H e um conjunto limitado de

T = Z e E,
k

onde {\;} = op(T) € o conjunto (nao-vazio) de todos os autovalores distintos

escalares {\;}, tal que

de T, e cada Ey € uma projegcdo ortogonal sobre o autoespago N'(\I;, —T). Se
a soma ponderada contdvel de projecoes acima for infinita, entdo ela converge

uniformemente em B[H].

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [24] p.58.

O Teorema Espectral estabelece que todo operador normal compacto
¢ unitariamente equivalente a um operador diagonal. A proxima proposicao
mostra que um operador normal compacto é injetivo se e somente se ele
tem todos os autovalores diferentes de zero. Além disso, o resultado a seguir
estabelece que um operador normal compacto com todos os autovalores iguais

a zero é o operador nulo.

Proposicao 3.23 Seja D € B[H| um operador normal compacto, seque que
D € ingetivo se e somente se D nao tem autovalores nulos. Além disso, se

D € B[H] tem todos os autovalores nulos, entao D € o operador nulo.

DEMONSTRAGAO: Seja D € B[H| um operador normal compacto arbitrario. Se
D néo tem autovalores nulos, entdo 0 € op(D). Dai, pela defini¢do de espectro
pontual, segue que N'(D) = {0}. Como um operador é injetivo se e somente
se o seu nucleo é {0} (ver, e.g., [23] p.56), temos que D € B[H] é injetivo.
Reciprocamente, suponha que D € B[H] é injetivo. Dai, N(D) = {0} (ver,
e.g., [23] p.56). Como D € B[H] é normal compacto, entao D = diag(ay)ren €
um operador diagonal pelo Teorema Espectral, onde «;, € C sao os autovalores
de D. Se N (D) = {0}, segue que oy # 0 para cada k& € N. Portanto, D nao
tem autovalores nulos. Agora, suponha que todos os autovalores de D normal

compacto sao nulos. Dai, pelo Teorema Espectral (i.e.,Teorema 3.22), segue

D= @ o=  o=o.

Aeop(D) Aeap(D)

que

onde 7, é a identidade no autoespaco N (AT — D) para cada A € op(D).

Portanto, D ¢é o operador nulo. [J
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Note que D € B|H| operador normal compacto injetivo ndao implica que
D € B[H] ¢ invertivel. De fato, considere o operador diagonal D = {1},cn.
Pode-se verificar que D é um operador normal compacto (ver, e.g., [23] p.256).
Além disso, como cada elemento da diagonal é diferente de zero, segue que D
nao tem autovalores nulos. Por outro lado, D néo é invertivel (i.e., D nao tem
inversa continua). Com efeito, a inversa de D é dada por D' = {n},cy que
nao é limitada. Logo, D nao tem inversa continua pela Proposi¢ao 2.3 (iii).

Agora iremos usar o Teorema Espectral para estabilizar multiplicativa-
mente um shift unilateral reverso por um operador normal compacto injetivo
(i.e., sem autovalor nulo) ou nulo (i.e., todos os autovalores iguais a zero).
Considere H um cspacgo de Hilbert arbitrario. Lembre que nesta tese H denota
um espaco de Hilbert complexo separavel de dimenséo infinita. Dai, dado um

espaco de Hilbert H podemos decompd-lo da seguinte maneira (ver, e.g., [18]

p.2):
" =P .
k

isto é, H é a soma direta de uma colecao contavel de espagos de Hilbert {H,.},
tal que os elementos {xx} em H sdo todas as “nets” (i.e., sequéncias definidas
nos inteiros ao invés dos naturais) com cada x, € Hy e ), lzel® < oo.
Os elementos em H serdo denotados por @, x. O produto interno em #H é
construido a partir dos produtos internos de cada Hy, onde (x;y) = >, (Tr; k)
para todo z = @, 2r e y = P, yr em H = P, Hy. Em particular, para um

espaco de Hilbert arbitrario temos que

Se D € B|l?(H)] é um operador normal compacto injetivo e
S* € B[I2(H)] um shift unilateral reverso, entao r(DS%) = 0. O teorema a

seguir é uma consequencia do Exemplo 3.20

Teorema 3.24 Seja St € [2(H) um shift unilateral reverso. Se D € I3 (H) €
um operador normal compacto injetivo ou nulo, entio r(DSY) =0 (i.e., ST €

quasinilpotente).

DEMONSTRACAO: Seja S% um shift unilateral reverso em (2 (H) arbitrério.

Considere D um operador normal compacto em li(’H) Como D é um operador
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normal compacto, segue que

D= @ VA

Xeop(D)

pelo Teorema Espectral (Teorema 3.22), onde I, é o operador identidade
definido no autoespago N(AI — D) para cada A € op(D). Se D é o operador
nulo temos trivialmente que r(DS%) = r(05%) = 0. Agora, suponha que D
é injetivo, isto é, todos os autovalores A de D sao diferentes de zero pela
Proposigao 3.23. Neste caso, pelo Exemplo 6.F de [23], temos que op(DS}) =
{0}. Como o conjunto de todos os operadores compactos é um ideal bilateral
pela Proposicao 2.2 e D é um operador compacto, segue que DS} é um

operador compacto. Dai, pela Alternativa de Fredholm (Teorema 2.6)
or(DS\{0) = o(DS\[0} = a(DS7) € {0}.

Como o espectro de um operador nunca é vazio (ver, e.g., [23] p.452) temos
que o(DS}) = {0}. Portanto, r(DS%) = 0 quando D é um operador normal

compacto injetivo ou nulo. [J

O corolario abaixo é um caso particular do Teorema 3.24.

Corolario 3.25 Seja ST € B[H| um shift unilateral reverso arbitrdrio. Se

D € B[H] é um operador normal compacto injetivo ou nulo, entéo r(DS%) = 0.

DEMONSTRACAO: Dado H um espaco de Hilbert separdvel de dimensao
infinita. entdo existe IC outro espaco de Hilbert, tal que H = [2(K), pois
todos espacos de Hilbert separaveis de dimensao infinita sdo unitariamente
equivalentes (ver, e.g.. [23] p.363). Como H = [2(K), entdo basta aplicar o
Teorema 3.24 para mostrar que r(DS}) = 0 para todo D € B[H| normal

compacto injetivo ou nulo. [

A hipétese central do Teorema 3.24 (i.e., todos os autovalores do operador
normal compacto D em [ (H) sdo diferentes de zero) é essencial. De fato,
pelo Teorema Espectral podemos reescrever DD como uma diagonal cujos pesos
{ag}72, sao dados pelos seus autovalores. Dai, pelo Exemplo 6.F de [23],
segue que quando perturbamos multiplicativamente um shift unilateral reverso
S* € BlI2(H)] por D € B[I%(H)| normal compacto obtemos um shift unilateral
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ponderado reverso T = DS* em [2 (H), dado por
Tiw = DSTw = @ L1
k=0

para todo @ = @ zp € [2(H). O Exemplo 6.F de [23] estabelece que
ATp—1 = ag—17} para k > 1, onde A é um autovalor arbitrario de T7. Suponha
que ai_; = 0 para algum k£ > 1. Para tornar o argumento mais simples, assuma
sem perda de generalidade que cg = 0. Dai, Axy = apr; = 0 implica que A = 0
ou xg = 0. Além disso, se ag = 0 segue que z; pode assumir qualquer valor.
Agora, considere ¥ = @, xp € (3 (H), onde a1 = 1 ¢ » = 0 para todo
k#£ 1.5 A =1, entdo Ary 1 = ag 17, = 0 para todo k # 1, pois xp = 0.
Em particular, para A\ = 1 a igualdade vale Tiz = z, onde z € I2(H) é o
vetor nao-nulo definido anteriormente. Logo, 1 € op(T7f). Em outras palavras,
se a hipotese do Teorema 3.24 nao valer o operador normal compacto D nao
estabiliza multiplicativamente S7 .

O Tecorecma 3.24 cstabclece que perturbacoes compactas solucionam o
Problema de Estabilidade Multiplicativa para um caso muito particular em
F. Por outro lado, quais sao outros possiveis exemplos de contracoes em F7
As decomposicoes de Nagy-Foias-Langer e von Neumann-Wold, apresentadas
adiante, podem nos ajudar a responder esta pergunta.

Seja T € B[H] uma contracdo. Como T*T' é auto-adjunto pode-se
verificar que o limite forte da sequéncia {(T*)"T"},cn existe em B[H] (ver,

g., [18]). A notacdo Ar representard o limite forte de (7%)™T™ daqui em

diante. Analogamente, o limite forte de T"(T™*)" serd denotado por Ar,.

Proposicao 3.26 [Ver, e.g., 18| p.50| Seja T uma contragdo, seque que as

afirmacoes abairo sio verdadeiras:
(i). (T)"T™ > Ar.
(ii). 0< Ar < T (i.e., A € uma conlragio nao-negativa,).

(iii). Se T' é fortemente estdvel se e somente se Ar = 0.

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [18] p.50. O

Kérchy [15] chama Ap de “limite assintético” de T e Az, o “limite
assintotico” do adjunto 7% de T. Agora, podemos enunciar os teoremas de

Nagy-Foias-Langer e von Neumann-Wold para decomposicao de contragoes.
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Teorema 3.27 (Decomposicdo de Nagy-Foias-Langer) Seja T € B[H| uma
contragdo arbitrdria, seque que U = N'(I — Ap) NN (I — Ar,) € um subespaco

redutor para T. Além disso, a decomposicao
T=CoU

em H = U ®U € tal que C = T|yL € uma contracio completamente nio

unitaria e U = Ty € unitdrio.

DEMONSTRAGAO: Ver, c.g., [31] p.8 ou [18] p.76. O

O teorema anterior, Teorema 3.27, é a Decomposicao de Nagy-Foias-
Langer. Ele decompoe qualquer contracao T € B[H| em sua maior parte
unitdria e uma parte complemente nao-unitaria.

Agora, suponha que T € B[H| é uma isometria. A Decomposicao de
von Neumann-Wold, teorema abaixo, estabelece que toda isometria em B|H|

é a soma direta de um shift unilateral com um operador unitério.

Teorema 3.28 (Decomposi¢do de von Neumann-Wold) Se T é uma isometria
no espago de Hilbert H, entdo N (T— Ar,) € um subespago redutor para T. Além
disso,

T=5 U

em H = N(I = Ap )" O NI — Ag,) € tal que Sy = T|p—ap)- € um shift
unilateral e U = T'|y(1-a,,) € unitdrio.

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [31] p.3 ou [18] p.81. O

A Decomposigao de von Neumann-Wold (Teorema 3.28) junto com o
Teorema Espectral (Teorema 3.22) nos permite mostrar que toda isometria
completamente nao-unitaria é estabilizada multiplicativamente por uma con-

tracao normal compacta injetiva ou nula.

Corolario 3.29 Seja S, € B[H| um shift unilateral. Se D € B|H| é um

operador normal compacto injetivo ou nulo, entao r(DS) < 1.

DEMONSTRAGAO: Trivial do Teorema 3.24. [J

Corolario 3.30 Se T' € B[H] € uma isometria completamente nao-unitdria,
entdo r(DT) < 1 para todo D € B[H| contra¢do normal compacta injetiva ou

nula.
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DEMONSTRAGAO: Seja T' € B|H] uma isometria completamente nao-unitéria.
Como T € B|H] é uma isometria, entao 7' = S, @ U pelo Teorema 3.28,
onde S, é um shift unilateral e U é unitédrio. Por outro lado, como T' € B[H]
¢ completemente nao-unitario, segue que U = 0. Logo, T = S,. Portanto,
r(DT') < 1 pelo Coroldrio 3.29. OJ

Note que a reciproca do Corolario 3.30 nao é verdadeira. De fato,

considere 1" = diag(’]z—g)kzo. No Exemplo 3.21 vimos que 7" é uma contracao
propria, donde T' é complemente nao-unitdria (caso contrario, ||Tz|| = ||z|| para

algum z € H nao-nulo, contradi¢ao). Por outro lado, se T' é uma contragao
propria, cntao 7" nao ¢ uma isomctria. Portanto, 7" ¢ uma nao isomctria
completamente nao-unitaria, tal que »(DT) < 1 pelo Teorema 3.12 para todo
D normal compacto injetivo ou D operador nulo.

Na verdade podemos gencralizar o Corolério 3.30 para isomctrias parciais

completamente nao-unitarias.
Lema 3.31 [Ver, c.g., [23] p.515] Sejam T € B|H] ¢ S € B|K]|, seque que
o(TeS)=cT)Ua(S).

DEMONSTRAGAO: [Ver, e.g., [23] p.515] B suficiente mostrar que p(T ® S) =
p(T) N p(S). De fato,

o(TaesS)=C\p(TedS)=0ac(T)Na(9).
Pode-se verificar que p(T) N p(S) C p(T @ S). Agora, considere A € p(T @ 5))
qualquer, segue que N(A(I @) — (T®S)) ={0,0} e RANIDI)—(T®S)) =
HOK. Se NAIOT)—(T®S)) = {0,0), entio A& 1) —(T®S)(z,y) = {0,01,
ondc

MTIael)—(TaS) (x,y) = (AN —T)x, AN — S)y) = (0,0).

Potanto, (A\[—T)x = 0e (M —S)y = 0. Logo, \ e N(A[—=T) e A € N(A\[—9).
Por outro lado, se RA(I & 1) — (T & S)) = H & K segue que

RO @ 1) = (T 8))(@y) = RIA — Tz, (M — S)y).
Dados rz € H e ry € K, segue que (rz,ry) € H& K. Dai, existe (x,y), tal que

RN =Tz, (N — S)y) = (rx, ry).
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Portanto, R(Al — T)x = rx e R(A — S)y = ry. Portanto, A € R(AI = T) e
A € R(N —T). Resumindo, p(T' @ S) C p(T) N p(S). O

A seguir estabelecemos uma variacao do Teorema 3.24, onde trocamos
o shift unilateral reverso S} por uma isometria parcial completamente nao-

unitaria.

Teorema 3.32 Seja T € B[H]| wma isometria parcial completamente nao-
unitaria. Se D € B|H| € uma contracao normal compacta injetiva ou nula,
entio r(DT) = 0.

DEMONSTRAGAO: Seja T' € B[H] uma isometria parcial completamente nao-
unitdria. Considere D € B[H| uma contracao normal compacta. Se D € B|H|
é o operador nulo, segue que r(DT) = 0. Agora, suponha que D € B[H| é uma
contracio compacta injetiva. Como N (T') é um subespaco de H (ver, e.g., [19]
p.2), segue que

T =Tner) ® Tl

pelo Teorema da Projecao (ver, e.g., [23] p.339), onde B = T|y(r). é uma
isometria pela definicio de isometria parcial. Por outro lado, M(T)t é um
subespaco de H (ver, e.g., [23] p.326) e todo subespaco de um espagco de Hilbert
é um espaco de Hilbert (ver, e.g., [23] p.330). Logo, N (T)* é um espaco de
Hilbert. Dai, B = S, @ U pelo Teorema 3.28, onde S. = B|y: é um shift
unilateral, U = B|y é unitario e U é um subespaco redutor. Logo, T' pode ser

reescrito da seguinte maneira:
T =T|nma) @Sy @ U.
Como T ¢é completemente nao-unitario, segue que
T = T|nwr) @ Sy

Note que pelo Teorema 3.28 temos que U é um subespaco redutor para B
(que nesse caso, B = S%), e, assim U é um subespaco redutor para 7'. Daf,
DT = DT|nr & DS, donde

o(DT) = o(DT|n(r)) Uo(DS,)

pelo Lema 3.31. Como T |y 1) = 0, segue que DT|x 7y é o operador nulo. Por
outro lado, como D € B[H| é uma contragao normal compacta, entdo a res-

tricdo de D em um subespaco é um operador normal compacto (ver, e.g., [23]
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p.258 e p.505). Logo, D|r(s,) = D]yr é um operador normal compacto, pois
acabamos que ver que U é um subespaco redutor. Além disso, como D §é
injetivo, segue que r(D.S, ) = 0 pelo Corolario 3.29. Portanto, r(DT) = 0 para

toda D contragao normal compacta injetiva ou nula em B[#H|. OJ

A Decomposicao de Nagy-Foias-Langer (Teorema 3.27) decompode qual-
quer contracao em B[H] em uma parte unitdria e uma parte completamente
nao-unitaria. O que podemos afirmar sobre a parte completamente néao-
unitdria? A Decomposicao de von Neumann-Wold (Teorema 3.28) afirma que
se T € B|H] é uma isometria (ou seja, Ap = 1), entdo que T'= S, @ U, onde
S, ¢ uma shift unilateral ¢ U ¢ unitario. Supor que Ar = [ ¢ um tanto quanto
restritivo. Kubrusly, Vieira e Pinto [28] relaxam essa hip6tese e obtém uma

nova decomposicao para Az projecao (i.e., Ay = A2).

Teorema 3.33 [Ver [28] | Seja T € B[H]| contragdo. Se Ay = A3, entdo

onde G € uma contragcao Cy_, Sy € um shift unilateral e U unitdrio. Além

disso, se Ay = A} e Ay, = A3, , entdo
(). T-B&S &5, &U,

onde B € uma contracio Coo e S_ um shift unilateral reverso. Por fim, se

Ar = Ar,, entao

(iii). T= B & U.
DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [28]. O

No inicio desta secao formulamos a seguinte pergunta: quem sdo as
contracoes em F (onde, F € a classe das conlragoes nao-préprias normaldides
fortementes estdveis)? Como toda contracao fortemente estdvel é complemente
nao-unitdria pela Decomposicao de Nagy-Foias-Langer (Teorema 3.27), segue
que uma contracdo em F é a soma direta de shifts unilaterais com shifts
unilaterais reversos e contragoes fortemente estaveis pelo Teorema 3.33.

A outra questao que propomos investigar ¢ a scguinte: “perturbacocs com-
pactas resolvem o Problema de Estabilidade Multiplicativa para o caso geral
de Contracoes Fortemente Estaveis?” Destacamos ao longo desta secao que o

Tecorema 3.12 (i.c., toda contracao prépria ¢ cstabilizada multiplicativamente
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por uma contragdo compacta) junto com a Proposigao 3.19 (i.e., toda con-
tragao fortemente estdvel paranormal é uma contracao prépria) mostra que o
Problema de Estabilidade Multiplicativa para Contracoes Fortemente Estaveis
se restringe a classe F (i.e., a classe das contragoes nao-préprias normaldides
fortemente estaveis). Ora, acabamos de estabelecer no pardgrafo anterior que
contragoes em F sao tipicamente a soma diretas envolvendo shifts. Por outro
lado, estabilizamos multiplicativamente shifts unilaterais e shifts unilaterais
reversos por perturbagoes compactas (Teorema 3.24 e Corolario 3.29, respec-
tivamente). Logo, se conseguirmos refinar um pouco mais o Teorema 3.33 po-
demos solucionar o Problema de Estabilidade Multiplicativa para Contracoes
Fortemente Estdveis. Encerramos cste capitulo, explorando cste caminho (ou
seja, refinar um pouco mais o Teorema 3.33 para contracoes em F).

Mais uma vez, a Decomposicao de Nagy-Foias-Langer (Teorema 3.27)
dccompoe uma contracao arbitraria em B[H] em um operador unitario c
uma contracao completamente nao-unitdria. Informalmente, o Teorema 3.27
“pega” a maior parte onde a contracao é unitaria e “separa” do espaco de
Hilbert H onde cstd definida. Lembre que no Teorema 3.12 cstabilizamos
multiplicativamente contragoes préprias. Por outro lado, o Teorema 3.24 e
o Corolario 3.29 estabelecem que shifts unilaterais e seus adjuntos podem
ser estabilizados multiplicativamente por perturbacoes compactas. Como toda
contragcao em F é a soma direta de shifts e contragoes fortemente estaveis, serd
que podemos replicar a ideia da Decomposicao de Nagy-Foias-Langer para a
classe F? Em outras palavras, é possivel “separar” toda contracao em F como
uma soma direta de um shift unilateral reverso por uma contracao prépria?
Este caminho parece promissor.

O préximo resultado, Teorema 3.34, mostra que se T = (S5 @ C') para
todo T" € F, onde C' é uma contragao prépria e S ¢é um shift unilateral
reverso, entao o Problema de Estabilidade Multiplicativa para Contracoes
Fortemente Estaveis estd resolvido. Cabe uma ressalva sobre a decomposi¢ao
que estamos sugerindo. Alguém pode perguntar a razao de um dos termos da
decomposicao ser um shift unilateral reverso ao invés de um shift unilateral.
Afinal, o Corolario 3.29 prova que um shift unilateral também pode ser
estabilizado multiplicativamente por uma perturbacao compacta, na verdade
a mesma perturbacao. Mais adiante, Capitulo 4, vamos enunciar o famoso
Teorema de Rota. Em particular, o Teorema de Rota nos permite afirmar que
toda contracao fortemente estdvel € a parte de um shift unilateral reverso(ver,
e.g., [18] p.94). Por isso, optamos por uma decomposi¢ao cujo um dos termos

é um shift unilateral reverso.
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Os ingredientes principais para a demonstracao do préximo teorema sao

os Teoremas 3.24 e 3.12.

Teorema 3.34 Seja T' € B[H] uma conlragio ndo-prépria normaldide forte-
mente estdvel, tal que T = (ST @& C), onde S € um shift unilateral reverso e

C € uma contragao prdpria. Se D € B|H] € uma contra¢ao normal compacta

injetiva ou nula, entdo r(DT) < 1.

DEMONSTRACAO: Seja T = (5% & C) € B[H]| = BIM & N, onde S = T
¢ um shift unilateral reverso ¢ ¢ = Ty ¢ uma contracao propria, tal que
N e M sao subespacos reduzidos para T. Considere D € B[H] uma con-
tragao normal compacta. Se D € B[H] é o operador nulo, entao r(DT) = 0.
Agora, suponha que D é uma contracao normal compacta injetiva. Dal,
DT = (DS} @ DC), tal que o(DS}) € D pelo Teorema 3.24 e o(DC) C D
pelo Teorema 3.12, onde D = {A € C : |A\| < 1} é o disco unitario
aberto em C. Como o(DT) = o(DS;) U o(DC) pelo Lema 3.31, segue
que o(DT) C D. Portanto, 7(DT) < 1 para toda contragao normal compacta
injetiva D € B[H]. O

Existe uma razao para forcarmos 1" € F ser decomposto como a soma
direta de um shift unilateral reverso com uma contracdo propria. Note que
T = (A® B) € B[H ® K] é uniformemente estavel, apenas se A € B[H]| e

B € B|K]| forem uniformemente estdveis. Com efeito,
o(T)=0(A®B) =0(A)Ua(B)

pelo Lema 3.31. Como A € B|H| e B € B|K] sdo contracoes, segue que
r(A) =1our(B) =1 (ou seja, A ou B ndo é uniformemente estdvel) implica
que r(T) = 1. Por isso, gostariamos que todo operador em F (i.e., a classe
de todas as contragoes ndo-préprias normaldides fortemente estéveis) fosse da
forma T'= S7 @ C, onde S ¢ um shift unilateral reverso e C' uma contracao
propria. Entretanto, o exemplo a seguir (Exemplo 3.36), pode nao ser intuitivo.
Ele mostra que nem toda contracao em JF pode ser reescrita como a soma

direta de um shift unilateral reverso com uma contracao prépria.

Lema 3.35 Se T' € B[H| e S € B|K] sdo fortemente estdveis, entdo T ® S €
B[H & K] € fortemente estdvel.
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DEMONSTRACAO: Sejam T' € B|H| e S € B|K] dois operadores fortemente
estaveis. Tome (v @ y) € H ® K qualquer. Pela Desigualdade de Minkowski
segue que

(T & S5)" (x @yl < T 2| + 15"yl

(ver, e.g., [23] p.166). Como T e S sao fortemente estdveis, segue que
|T"z|| — 0 ¢ ||S™y|| = 0 quando n — 0. Dal,

0< |(T®S)(x®y)| <0 quando n — oo.

Em outras palavras, ||(T' & S)"|| = 0 quando n — oc para todo (z®y) € HOK.
Portanto, T'® S € B|H @ K| é fortemente estdvel. [J

Exemplo 3.36 Seja T € B[H], onde H = H; & Ha, tal que T(H;) C H; e
T(Hy) € Ho. Seja Ty, = S% um shift unilateral reverso. Agora, considere

T|n, = A um operador em Hy = (Ha1 @ Hoo) definido por
M 0
A= ,
0 0

onde M = ) 0) € B[Ha1) e N € B[Hys] uma contragao normal com

o(N) € Dy, tal que Dy = {A € C: [A] < 1}. Note que M é um operador
quasinilpotente, pois M™ é o operador nulo para todo n > 2. Por outro lado,
o(N) € Dy por hipétese. Como o(A) = o(M) U a(N) pelo Lema 3.31, entao

o(A) € D.. Além disso, pode-se verificar que A é uma contragdo nao-prépria.
2

0
De fato, considere (yo21 & 0) € Hy = (Ha1 & Haz), onde yo1 = <1> € Haa

e 0 € Has é o vetor nulo. Dal,

[A(Y21 © O)]| = [ly2.all = 1.

Logo, A é uma contracao nao-prépria. Por outro lado, S% é uma contracao nao-
propria fortemente estével, tal que o(S%) =D~ é o disco unitério fechado em
C (ver, Exemplo 3.15 e Exemplo 3.18). Mais uma vez, pelo Lema 3.31 temos
que o(T) = o(A) Uo(S%) = D . Como a soma direta de dois operadores

fortecmente estdveis ¢ um operador fortemente cstavel pelo Lema 3.35, scgue
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que T = (5% @ A) ¢é fortemente estdavel. Portanto, T' ¢ uma contragao nao-
propria normaldide fortemente estavel que ndao é decomposta como uma soma

direta de um shift unilateral reverso com uma contracao prépria. ¢

Apesar da decomposicao T' = (ST @®C), para todo T' € F, nao ser verdade
em geral. onde S ¢é um shift unilateral reverso e ¢' uma contracao prépria,
utilizando o produto tensorial (o que serd feito no préximo capitulo) podemos

dispensar esse requerimento. De fato, na Secao 2.3 estabelecemos que
o(T®S)=0(T)o(S)er(T®S)=r(T)r(S)

(Teorema 2.10). No Capitulo 4 vamos provar que T = (A ® B) € B[H ® K]
produto tensorial pode ser uniformemente estavel sem que A € B[H] e
B € B|K] sejam uniformemente estaveis. Em outras palavras, com o produto
tensorial nao precisamos que T' € F seja escrito como a soma direta de um
shift unilateral reverso com uma contracao prépria. Motivados pelo argumento
anterior, colocamos o Problema de Estabilidade Multiplicativa no contexto de
produto tensorial no Capitulo 4. Em seguida, no Capitulo 5, investigamos a
estabilidade multiplicativa de contracoes nao-proprias fortemente estaveis em

produto tensorial.
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4
Estabilidade Multiplicativa e Produto Tensorial

No Capitulo 3 definimos formalmente o problema estamos investigando

neste trabalho, isto ¢,
dado T' € B[H], para quais S € B[H] temos que r(ST) < 17

Dentre os trabalhos citados, destacamos o artigo de Kubrusly e Vieira [26].
Nele, os autores definem as chamadas Propriedades do Sup (i.e., propriedade
sup da norma, propriedade max da norma, propriedade sup do raio numérico
e propriedade sup do raio espectral) e baseados nestas eles generalizam os
resultados de Cain ( [4], [5] e [6]) para classes de contragbes mais gerais.
Em particular, eles mostram que toda contracao prépria pode ser estabilizada
multiplicativamente por uma contragido compacta (Teorema 3.12). Portanto,
o Problema de Estabilidade Multiplicativa se restringe a classe das contracoes
nao-proprias normaldides.

Dentre a classe de todas as contracoes nao-préprias propomos investigar
a subclasse das contracoes nao-préprias fortemente estdveis. Provamos no
Capitulo 3 que todas as contragoes hiponormais (e consequentemente todas
as contragdes normais, quasinormais e subnormais) fortemente estdveis sao
proprias pela Proposicao 3.19. Em outras palavras, devemos apcnas determinar
quais classes de contragoes estabilizam multiplicativamente a classe de todas
as contracoes nao-proprias normaldides fortemente estaveis, denotada por F.

O shift unilateral reverso ¢ um exemplo cldssico de contracdo cm F
(Exemplo 3.18). O Teorema 3.24 estabelece que operadores normais compactos
injetivos estabilizam multiplicativamente o shift unilaterel reverso. Por outro
lado, o Tecorecma 3.33 mostra quc toda contracao cm F ¢ uma soma dircta dc um
shifts unilaterais, shifts unilaterais reversos e contracoes fortemente estéveis.
Dai, nos perguntamos se cada contracao da classe F pode ser decomposta como
a soma direta de um shift unilateral reverso com uma contracao prépria. Caso
a resposta fosse a afirmativa, entdo o Problema de Estabilidade Multiplicativa
para Contracoes Fortemente Estdveis estaria resolvido pelo Teorema 3.34.
Entretanto, o Exemplo 3.36 mostra que existem contracoes em JF que nao

sao a soma direta de um shift unilateral reverso com uma contracao propria.
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Terminamos o Capitulo 3 destacando que T'= (A @® B) € B[H @ K]
¢ uniformemente estével, apenas se A € B/H| e B € B|K] também forem
uniformemente estaveis. Por outro lado, outro artigo de Kubrusly e Vieira [27]
nos permite provar que um produto tensorial T'= (A ® B) € B[H ® K| pode
ser uniformemente estével sem que A € B|H| e B € B|K| também sejam. Logo,
o produto tensorial é uma ferramenta poderosa na nossa investagacao.

Neste capitulo definimos o Problema de Estabilidade Multiplicativa para
Contracoes no contexto de produto tensorial. Na primeira se¢do mostramos
quais das Propriedades do Sup sao preservadas sob produto tensorial. Em
seguida, estabelecemos condicoes necessarias e suficientes para estabilidade
multiplicativa de um produto tensorial através dos resultados de Kubrusly ¢
Vieira em [26] e [27].

Como perturbacoes compactas tém se mostrado eficazes para a nossa
questao. Na ultima sccao deste capitulo, investigamos condicoes necessarias ¢
suficientes para o produto tensorial preservar compacidade e generalizamos um

de Kubrusly e Levan [25], segundo resultado principal desta tese.

4.1
Propriedades do Sup

No Capitulo 3, estabelecemos que nesta tese vamos investigar o Pro-
blema de Estabilidade Multiplicativa para Contracoes Fortemente Estdveis.
Em particular, mostramos que o problema em questao se restringe a uma
classe particular, ou seja, a classe de todas as contracoes nao-préprias nor-
maldides fortemente estdveis, que denotamos por classe F. Além disso.
provamos que toda contracdo em F ¢é a soma direta de shifts (unilateral
e unilateral reverso) com uma contracido fortemente estdvel. Ora, mas se
trabalharmos com decomposicoes por soma direta L = (L; @ Ly), entao L é
uniformemente estaveis apenas se L; e Lo sao uniformemente estéveis. Em
outras palavras terifamos que estabilizar multiplicativamente dois operadores.
Encerramos o Capitulo 3 com a seguinte afirmacao: um produto temsorial
T = (A® B) € B[H ® K] pode ser uniformemente estdvel, sem que ambos
os operadores A € B[H| e B € BIK| sejam simultaneamente uniformemente
estdveis. Nesta secao vamos provar que de fato o produto tensorial é uma
ferramenta importante para a nossa investigacdo. O préximo exemplo ilustra
o argumento discutido neste pardgrafo, ou seja, existe um produto tensorial
T = (A® B) € B/H ® K] uniformemente estdvel, tal que A € B[H] é unifor-

memente cstéavel ¢ B € BIK] nao ¢é.
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Exemplo 4.1 Seja T = (31 ® 2I) € B[H ® K]. Como r(al) = |a| para todo
o € C (ver, e.g., [23] p.469), segue que 7(3/) = ir(I) =1, pois r(I) =1 (ver,
e.g., [23] p.469). Logo, }1[ ¢ uniformemente estivel. Analogamente, podemos
mostrar que r(21) = 2r(I) = 2, isto é, 2] nao é uniformemente estavel. Como
r(31 @ 21) = r(41)r(21) pelo Teorema 2.10, segue que

1

r(T)=r(=1®2I) =

9
1 X

e
DO | —

Portanto, T é um produto tensorial uniformemente estdvel, tal que i[ é

uniformente estdvel e 27 nao é uniformemente estivel. ¢

Um operador T € B|H| é limitado em poténcias (i.e., T é “power
bounded”) se sup, ||T"]] < oco. Em particular, pode-se verificar que todo
operador limitado em poténcias tem raio espectral menor ou igual a 1
(ver, e.g., [18] p.6). Considere o produto tensorial T = (A ® B) € B[H ® K|,
onde A € B[H] e B € B|K]. Agora, vamos provar que se A é uniformemente

estavel e I3 é limitado em poténcias, entao 7' é uniformemente estdvel.

Teorema 4.2 [Ver, e.g., [27] | Seja T = (A ® B) € B[H ® K| um produto
tensorial. Se A € B[H| € limitado em poténcias e B € B|K| € uniformemente

estdvel (ou vice-versa), entio T é uniformemente estdvel.

DEMONSTRAGAO: Seja T = (A ® B) € B[H ® K| um produto tensorial,
onde A € B[H| e B € B|K|. Se A € B|H] ¢é limitado em poténcias, entao
r(A) <1 (ver, e.g.. [18] p.6). Por outro lado, se B € B[K] é uniformemente
estavel, entao r(B) < 1 pela Proposicao 3.3. Como r(T) = r(A® B) =
r(A)r(B) pclo Teorcma 2.10, scgue que

Portanto, T"= (A ® B) é uniformemente estavel pela Proposi¢ao 3.3. [

Corolario 4.3 Sejoa T = (A® B) € B[H ® K| um produto tensorial qualquer.
Considere S = (C} ® Cy) € B[H @ K] um perturbagio multiplicativa. Se
C1A € BH| € uniformemente estavel e CoB € BIK| é limitado em poténcias

(ou vice-versa), entdo ST € uniformemente estdvel.

DEMONSTRACAO: De fato. note que

ST = (C1 @ C))(A® B) = (C1AQ CyB)
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pela Proposigao 2.9. Dai, r(ST) = r(C1A ® CyB), donde
7”(0114 &® CQB) = T'(ClA>’I<CQB)

pelo Teorema 2.10. Logo. r(ST) = r(C1A)r(CyB). Sem perda de generali-
dade, suponha que C1A € B|H| é uniformemente estavel e CoB € B|K]
é limitado em poténcias, o outro caso (i.e., C;A limitado em poténcias e
CyB uniformemente estavel) é andlogo. Como C1A € B[H]| é uniforme-
mente estavel, entao r(C1A) < 1 pela Proposicao 3.3. Por outro lado, se
CyB € B|K] é limitado em poténcias, entdo r(CyB) < 1 (ver, e.g., [18] p.6).
Como r(ST) = r(C1A)r(CyB), entao

r(ST) =r(C1A)r(CyB) < r(CyB) < 1,

isto é, r(ST) < 1. Em outras palavras, ST € B[H © K] é uniformemente
estavel pela Proposicao 3.3. [J

O Corolario 4.3 estabelece que para estabilizarmos multiplicativamente
um produto tensorial 7' = (AQ B) € B[H®K] basta estabilizar uniformente um
dos termos perturbados (desde que o outro termo seja limitado em poténcias).
Em outras palavras, o corolario anterior confirma a nossa intuicao prévia de que
o produto tensorial é uma ferramenta importante na investigacao do Problema
de Estabilidade Multiplicativa.

Analogamente ao problema original (i.e., Problema de Estabilidade Mul-
tiplicativa), o Problema dc Estabilidade Multiplicativa em Produto Tensorial

pode ser definido da seguinte maneira:

Seja T = (AQ® B) € B[{H ® K| um produlo tensorial. Quais sao 0s produtos
tensoriais S = (C ® Cy) € B[H ® K], tais que r(ST) < 12

Os proximos dois resultados (Exemplo 4.4 e Proposigao 4.5, respecti-
vamente) tem como finalidade deixar evidente quao “poderoso” é o produto
tensorial em nossa andlisc. O exemplo abaixo, Exemplo 4.4, exibe uma con-
tragao propria que é estabilizada multiplicativamente por uma contragao
nao-compacta nao-nula, sendo, assim, diferente dos casos tratados pelo Teo-
rema 3.12. A Proposicao 4.5 determina condicoes suficientes para uma possivel
solugao do Problema de Estabilidade Multiplicativa para Contragoes em Pro-

duto Tensorial.
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Exemplo 4.4 Seja T = (I ® diag(i—g)@o) € BH ® [2(C)] um produto

tensorial. Vimos no Exemplo 3.21 que o operador diagonal diag(i—i;)kzo em
li((C) é uma contracao propria. Como o produto tensorial de uma contragao

prépria por uma contracao é uma contragao propria (ver, e.g., [25]), segue

que T = (I ® diag(’;—g)kzo) ¢ uma contracado prépria. Agora, considere a

perturbacao multiplicativa

kE+1

Pode-se verificar que S nao é um operador compacto (ver, e.g., [25]). Pela

Proposicao 2.9 temos que as igualdades abaixo valem:

k+1
k+

ST = (1 ® diag(;—— )eeo) (/ © diag(;—1 )izo) = (1 © diag(- )z2).

(\]

kE+1

Note que diag(1),>s é um operador auto-adjunto, entdo r(diag(L),ss) =
||diag(2)n>2], donde ||diag(2)ns2|| = 3 (ver, e.g., [19] p.24). Como r(I) = 1

(ver, Exemplo 3.21), segue que

.1 .1 1
r(ST) = r(I © diag(—)n=2) = r(I)r(diag(~)n>2) = 3,
onde na segunda igualdade usamos o Teorema 2.10. Logo. 1" é uma contracao

propria estabilizada multiplicativamente por uma contracao nao-compacta. ¢

Proposicao 4.5 Seja T' = (A® B) € B/H ® K| uma contracdo prépria, tal
que A € B[H| € uma contragdo prépria. Considere S = (Cy @ Cy) € B[H ® K]
uma perturbacao multiplicativa. Se Cy € B[H]| € uma contracao, CoB € B[K]| €
limitado em poténcias e oc(C1A)NT = 0, entao ST € uniformemente estdvel,

onde I' ={\ € C:|\| = 1} € o circulo unitdrio.

DEMONSTRACAO: Se C; € B[H] é uma contragao, entdao C1 A € B[H] é uma
contracao prépria, pois A € B[H]| é uma contracdo prépria por hipétese e o
produto de uma contracao por uma contracao prépria ¢ uma contragao propria
(esta tdltima implicacdo é imediata da definigdo de contracdo prépria). Como
toda contracao prépria é fracamente estdavel pela Proposicao 3.14, segue que
C1A € B[H] é fracamente estdvel. Além disso, se oc(C1A)NT = (), entao C1 A
¢ uniformemente estavel pela Proposicao 3.2. Equivalentemente, 7(C1A) < 1
pela Proposigao 3.3. Por outro lado, se CyB € B[K] é limitado em poténcias,
entdao r(CoB) < 1 (ver, e.g., [18] p.6). Dali,

r(ST) =r(C1A® CyB) = r(C1A)r(CyB) < r(C1A) < 1,
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onde usamos as Proposicao 2.9 e Teorema 2.10 nas primeira e segunda igual-

dades, respectivamente. Portanto, ST € B|H ® K| é uniformemente estdvel. [J]

Durante a resenha do Problema de Estabilidade Multiplicativa para
Contragoes, Secao 3.1, as Propriedades do Sup (i.e., propriedade sup da norma,
propriedade max da norma, propriedade sup do raio numérico, propriedade
sup do raio espectral) definidas por Kubrusly e Vieira [26] tiveram um
papel fundamental na estabilizacdo multiplicativa de determinadas classes
de contracoes. Como estamos reescrevendo o problema original para produto
tensorial é natural verificarmos quais destas propriedades (ou seja, quais das
Propricdades do Sup) sao preservadas sob produto tensorial. Daqui em diante

S ird representar o seguinte conjunto em B[H ® K],
SE{S: (01®CQ) EB[H@K] (4 651602 682},

onde &7 ¢ Sy sao duas classes de contragoes em B[H| ¢ B[K], respectivamente.

Lema 4.6 Se T = (A ® B) € B/H @ K|, seque que

K

supr(ST) = supr(C1A)supr(CyB),
S S1 S2

onde S = (C; ® Cy) € S.

DEMONSTRAGAO: Scja T' = (A ® B) € B[H ® K] qualquer. Considere
S = (C1 ® Cy) € S arbitrério. Note que

r(ST) =r((C; ® Cy)(A® B)) =r(C1A® CyB)

pela Proposi¢ao 2.9. Como r(C1A® CoB) = r(C1A)r(CyB) pelo Teorema 2.10,
segue que r(ST) = r(C1A)r(CyB). Dai,

supr(ST) < supr(C1A)r(CoB) = sup(supr(ST)) < supr(C1A)supr(CyB),
S1 S1 S S S1 S2

donde supg, (sups, 7(ST)) = sUpg, cs, cues, T(ST) (ver. e.g., [23] p.169). Logo,

supr(ST) = sup r(ST) <supr(CiA)supr(CyB).
S C1€851,02€852 S Sa

Agora, vamos mostrar que supg7(ST) > supg, r(C1A)supg, r(CaB). Se a =
supg, 7(C1A), entdo existe (] € Sy e ¢ > 0, tal que a(l — ¢;) < r(CyA)
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pela definicao de supremo. Analogamente, seja 3 = supg, 7(Cy53), entao existe
Cy €Sy e ey >0, tal que B(1 — ;) < 7(C,B) pela definicao de supremo. Dai,

ap(l = €)® < r(CLA)r(CyB),

onde ¢ = max{e, e}, Como r(CyA)r(CoB) = r(S'T) pelo Teorema 2.10,
segue que af(1 — )2 < r(S'T), onde S" = (C, ® C,) € B[H @ K]. Note que
S' = (C] ® Cy) é um elemento de S, entio

af(l =€) < r(CLA(CyB) = r(S'T) < supr(ST).
S

Dali,
aB(l —e)? <supr(ST) = aB < supr(ST)quandoe — 0.
S S

Equivalentemente, supg, 1(C1A)supg, 7(CoB) < supgr(ST). Portanto,
supg r(ST’) é maior ou igual e menor ou igual supg r(C1A)supg, r(CoB).

Em outras palavras, supgr(ST) = supg, r(C1A) supg, 1(C2B). O

Seja S a classe definida antes do Lema 4.6.

Proposicao 4.7 As classes de contragoes S; C B[H| e Sy C BIK]| satisfazem
a propriedade sup da norma (i.e., supg, cs, T(C1A) = ||A|| esupg,cs, 7(C2B) =

|B||) se e somente se S também satisfaz (i.e., supges r(ST) = ||T]).

DEMONSTRAGAO: Seja T' = (A ® B) € B[H ® K] um produto tensorial
arbitrario. Considere S = (€7 ©® Cy) € S qualquer, onde C} € S; e Cy € S,.
Suponha quc as classes S; C B[H] ¢ Sy C B[] satisfazem a propricdade sup da
norma. Pela Proposicao 2.9 temos que ST = (C1QC3)(A®B) = (C1ARCyB),
donde

r(ST) = r(C1A ® CyB) = r(C1A)r(CyB),

pelo Teorema 2.10. Dai, pelo Lema 4.6 temos que
supr(ST) = supr(C1A)supr(CyB).
S S1 Sa
Como supg, 7(C1A) = ||A|| e supg, r(CoB) = || B||, segue que

supr(ST) = supr(C1A)supr(CoB) = || Al || B]] -
S S1 S2
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Por outro lado, sabemos da Proposicao 2.9 que |T|| = ||[A @ B| = ||A|| || B]l-
Logo,
supr(ST) = Al Bl = |4 ® Bl = [Tl

Portanto, S satisfaz a propriedade sup da norma. Reciprocamente, suponha
que S satisfaz a propriedade sup da norma. Suponha por contradicao que S;
ou Sy nao tem a propriedade sup da norma, porém S satisfaz tal propriedade.
Se 83 nao satisfaz a propriedade sup da norma e S; satisfaz a propriedade sup

da norma, segue que

s‘tslp/r(ClA> sgpr(CQB) # 1Al (1B
1 2

Pela Proposicao 2.9 temos que || Al ||B|| = [|[A ® B]| = ||T||. Como S satisfaz

a propriedade sup da norma por hipétese, entao
sng(ST) = [|A[[ 1| B]]-

Por outro lado, o Lema 4.6 garante que supg r(CiA)supg, r(CoB) =
sUpges r(ST). Dal,

[A[[|B]| = supr(ST) = supr(CiA)supr(CaB) # || Al | B[ ,
Ses S1 Sa

contradicdo. Para provar o caso contrario (i.c., S; nao satisfaz a propric-
dade sup da norma e S, satisfaz a propriedade sup da norma) basta pro-
ceder da mesma maneira. Agora, vamos supor que ambas as classes S; e
S, nao satisfazem a propricdade sup da norma. Dai, supg, 7(C1A) # ||A] ¢
supg, 7(CoB) # ||B]|. Como r(C1A) < [|Cy] ||A|l pela Proposigao 2.7, segue
que r(C1A) < ||A]|, pois C; € S; é uma contracao. Além disso, como por
hipdtese supg, r(C1A) # ||Al], entao existe A € C, tal que

sgpr(ClA) = Al < |A4].

Analogamente, como supg, 7(CoB) # || B||, entao existe v € C, tal que

sng(DB) =Py < |B|l.
2

Dali,
Ay = S}Slpf‘(ClA) SEW(@B) < || A|IB] -
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Por outro lado, pelo Lema 4.6 temos que supg r(C1A)supg, r(CoB3) =
SUPges 7(ST), donde

M| = Sgp'r(ST) < 1A[IB],

contradicao, pois S satisfaz a propriedade sup da norma. Em outras palavras,
se S satisfaz a propriedade sup da norma. entao S; e Sy tém a propriedade sup
da norma. Conclusao: as classes de contracoes S; e Sy satisfazem a propriedade

sup da norma se e somente se S também satisfaz. [J

Corolario 4.8 As classes de contragoes S; C B[H| ¢ S; C BIK| sa-
tisfazem a propriedade max da norma (i.e., maxc,es, r(C1A) = ||A]
e maxc,es, 7(CoB) = ||B||) se e somente se S também satisfaz (i.e.,
maxges 7(ST) = || T ).

DEMONSTRAGAO: Anélogo a demonstracao da Proposicao 4.7. [J

Corolario 4.9 Se S, e S, satisfazem a propriedade sup da norma e a propri-
edade mazx da norma, respectivamente, entao S satisfaz a propriedade sup da

norma.

DEMONSTRAGAO: Seja T = (A ® B) € B[H @ K] um produto tensorial
arbitrdrio. Considere S = (C; ® Cy) € S, tal que C; € Sy ¢ Cy € S,. Note que
ST = (C1A ® CyB) pela Proposicao 2.9, donde r(ST) = r(C1A)r(CyB) pelo
Teorema 2.10. Como S; e Sy satisfazem as propriedades sup e max da norma

, respectivamente, segue que
I|A|l || B|| = supr(C1A) maxr(CyB).
S S2
Pela Proposicao 2.9 sabemos que ||T']| = ||[A @ B = ||A]| || B]|- Dai,

IT|| = 1A | Bl = sup #(C1 A) maxr(CaB) < supr(C1A) supr(CsB).
St S2 Si So

Ora, o Lema 4.6 estabelece que supgr(ST) = supg, r(CiA)supg, r(CeB).

entao

IT|| = supr(CyA) maxr(CyB) < supr(C1A)supr(CyB) = supr(ST) < ||T,
S 2 S Sz S

onde na ultima desigualdade usamos que S é uma contracao e a Proposicao 2.7.

Logo, supge(s) 7(ST) = || T|. Em outras palavras, S tem a propriedade sup da
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norma. [J

Como o produto tensorial preserva as propriedades sup e max da norma
(Proposigao 4.7 e Coroldrio 4.8, respectivamente), indmeros exemplos podem
ser criados. De fato, basta tomar o produto tensorial das classes investigadas
por Kubrusly e Vieira em [26] que satisfazem tais propriedades. Por outro
lado, a propriedade sup do raio numérico (i.e., supgesr(ST) = w(T)) nao é

preservada sob produto tensorial.

Exemplo 4.10 Sejam A = = B dois operadores rank-finito

oS O w=
— O O
o O O

Lo o0
2

definidos no espaco Euclidiano R*. Note que A™ = 0 0 0 | énormaldide
0 0 0

para todo n > 2. Pela Formula de Gelfand-Beurling, Teorema 2.5, temos que

s 1
r(A) = lim A" = lim(5)7 =
n—0o0 n— 2n

| =

Por outro lado, w(A") < w(A)™ para todo n > 1 (ver, e.g., [18] p.6). Como
r(A™) = r(A") para todo n > 1 (ver, e.g., [18] p.6), segue que r(A)" < w(A™)
donde Qi < w(A™) para todo n > 1. Em particular, acabamos de mostrar que
A™ é normaldide para todo m > 2. Daf, w(A™) = r(A™) = r(A)™ = 5. Logo.

<w(A) <

N —
| =

1
o = w(A)" < o =
Portanto, w(A) = r(A) = 3. Como A = B, segue que w(B) = r(B) =
donde

Agora, considere o produto tensorial T = (A® B) € B|R*©@R?|. Sejam S; e Sy
as classes de todas as projecdes ortogonais definidas no espaco Euclidiano R3.
Pode-se mostrar que S; e S, satisfazem a propriedade do sup do raio numérico
(ver, e.g., [26]). Seja S = (Py® P,) € S um produto tensorial de duas projecoes

ortogonais em S; e Sy, respectivamente. Aplicando o Lema 4.6 temos que

supr(ST) = sup r(PLA) sup r(PB).
S

PieSy PreSy
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Como S; e S, satisfazem a propriedade sup do raio numérico, segue que

1
supr(ST) = sup r(P1A) sup r(P.B) = w(A)w(B) = -.
S PieS PreSs 4

Por outro lado, em dimensao finita o produto tensorial é unitariamente

equivalente ao produto de Kronecker (ver,e.g., [20]). Dal,

T=(A®B) =

O O O O O O O O .=
o O O O O oOwnve O O
o O O O O o o o o
O O vk O O O O O O
— O O O O o O o O
o O O O O o o o O
O O O O O o o o O
o O O O o o o o o
O O O O o o o o o

Considere o vetor unitdrio = = (0,0,0, O,LQ,O, O,O,LQ) em RY De fato,
lz||* = (%)2 + (%)2 = 1. Como z é unitario, segue que o produto interno
(Tw; ) é um elemento do range numérico W(T'), donde (T'z;x) = 3 € W (T).
Logo, w(T) > 3. Como w(A)w(B) = 1, segue que

>

w(T) =w(A® B) > = w(A)w(B).

N —
-

Portanto, S; e Sy satisfazem a propriedade sup do raio numérico e S nao

satisfaz. ¢

Apesar do produto tensorial nao preservar a propriedade do sup do
raio numérico para o caso geral, sob a hipdtese de que o produto tensorial é

normaléide T' € B[H ® K] esta afirmacao vale.

Proposigao 4.11 Seja T = (A ® B) € B[H @ K| um operador normaldide.
As classes Sy e Sy satisfazem a propriedade sup do raio numérico em B|H] e

B[], respectivamente, se e somente se S satisfaz; isto é

sup 7(C1A) =w(A)e sup r(CoB) = w(B) < supr(ST) = w(T),

C1€851 C2ES2 Ses
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onde S = {5 = (C1®0Cy) € BJHOK] : C; € 81 eCy € S3}. Em outras palavras,
a propriedade sup do raio numérico € preservada sob o produto tensorial,

sempre que T € normaldide.

DEMONSTRAGAO: Seja T = (A ® B) € B[H ® K| um produto tensorial
normaldide. Considere S = (¢} ® C3) € S, onde C; € S e Cy € S,.
Suponha que S; e Sy satisfazem a propriedade do sup do raio numérico.
Dai, supg, 7(C1A) = w(A) e supg, r(CoB) = w(B). Como supgr(ST) =
supg, 7(C1A)supg, r(CoB) pelo Lema 4.6, segue que
w(A)w(B) = supr(C1A)supr(CyB) = supr(ST).
S S S

Por outro lado, como T" = (A ® B) € B[H ® K] ¢ normaldide, scguc quc
A € B[H] e B € B[K] sdo normaldides (ver, e.g, [22]). Dai, w(A) = r(A) = || A||
e w(B) =r(B) = ||B||. Como ||T|| = ||A @ B|| = ||A]| || B|| pela Proposi¢ao 2.9

¢ T' ¢ normaldide, scguc que
w(T) = [|T| = A B]l = w(A)w(B) = sgp’r'(ST),

onde na iltima igualdade usamos o Lema 4.6. Portanto, se S; e Sy satisfazem a
propriedade sup do raio numérico, entao S também satisfaz. Reciprocamente,
suponha quec S satisfaz a propricdade do sup do raio numdrico. Agora, vamos
mostrar que S; e Sy tem a propriedade do sup do raio numeérico. Suponha
por contradicao que S satisfaz a propriedade do sup do raio numérico e S; ou
S, nao satisfazem, isto é, supg, r(C1A) # w(A) ou supg, r(C2B) # w(B). Se
supg, 7(C1A) # w(A) e supg, 7(CoB) = w(B), segue pelo Lema 4.6 que

supr(ST) = supr(C1A)supr(CyB) # w(A)w(B).
S S1 S2

Como T = (A® B) € B/H ® K| é normaldide, entdao A € B[H| e B € B|K] sao
normaldides (ver, e.g., [25]). Dai, w(A) = ||A|| e w(B) = ||B|| pela defini¢do

de normaldide, donde
w(A)w(B) = [|A[[|B]| = |[A® Bl = ||T||
pela Proposicao 2.9. Logo,

sgp r(ST) = sgpr(C’lA) sgpr(CgB) £ w(A)w(B) = ||T|| = w(T).
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Por outro lado, como S satisfaz a propriedade sup do raio numérico, segue que
supg 7(ST) = w(T). Dal,

w(T) = supr(ST) = supr(C1A)supr(CoB) # w(T),
S S S
contradicdo. O caso que supg, r(ChA) = w(A) e supg, 7(CsB) # w(B) é
analogo ao caso anterior, basta repetir os mesmos passos. Por fim, suponha que
supg, 1(C1A) # w(A) esupg, 7(CoB) # w(B). Como T = (A®B) € BHOK] é
normaldide, entdo A € B[H] e B € B|K]| sao normaldides (ver,e.g., [25]), donde
supg, 7(C1A) < ||A|l = w(A), pois C € &; é contragao e pela Proposigao 2.7
(ie., 7(C1A) < ||Cy]| |A]))- Dai, supg,es, 1(C1A) # w(A), implica que existe
A € C, tal que
S;lp r(C1A) = |\ < w(A).

Analogamente, se supg, 7(C2B) # w(B), entdo existe v € C, tal que
supr(CyB) = || < w(B).
S

Pelo Lema 4.6 temos que

IAy| = supr(ST) < w(A)w(B) =r(T) = w(T),
SeS
contradicao. Portanto, S; e S satisfazem a propriedade sup do raio numérico,
sempre que S também satisfaz para T = (A® B) € B/H ® K]. O

Scguindo os mesmos passos da demonstracao da Proposicao 4.11,
proposicao anterior, podemos verificar que o produto tensorial preserva a
propriedade sup do raio espectral (i.e., supgeg7(ST) = r(T)) quando T é

normaldidc.

Proposicao 4.12 Seja T' = (A® B) € B[H ® K| normaldide. As classes de
contragoes S; e Sy em B[H] e B[K], respectivamente, satisfazem a propriedade
sup do raio espectral se e somente se S também satisfaz a propriedade sup do

rato espectral; isto é

sup r(C1A) =r(A)e sup r(CyB) = r(B) < supr(ST) = r(T),
C1e8 CreS;y ses
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DEMONSTRAGAO: Como T é normaldide, segue que w(T) = r(T'). Logo, basta

aplicar os mesmos passos da demonstracao feita na Proposicao 4.11. [

Desde o inicio deste trabalho destacamos o Teorema 3.12 que estabiliza
multiplicativamente toda contracao propria por uma contracao compacta.
Por outro lado, o Corolario 4.3 mostra que sob determinadas condigoes
basta estabilizarmos multiplicativamente um dos termos do produto tensorial
para resolver o Problema de Estabilidade Multiplicativa para Contracoes em
Produto Tensorial. No Exemplo 4.4 aplicamos o Corolario 4.3 para mostrar que
a contragao prépria T' = (I ® diag(%) k>0) € estabilizada multiplicativamente
pcla contragao nao-prépria nao-compacta S = (I ® diag(%ﬂ)kzo).

Seja L = (L1 ® Ly) € B[H ® K] um produto tensorial arbitrério.
Note que o Exemplo 4.4 sugere que podemos aplicar os resultados de es-
tabilidade multiplicativa de Kubrusly ¢ Vicira [26] para um dos termos do
produto tensorial, digamos L; € B[H]|, e perturbar multiplicativamente o
outro termo do produto tensorial Ly € B[K] por uma classe de contragoes
que satisfaz alguma das Propricdades do Sup. Assim, o Corolario 4.3 ga-
rante a estabilizacao multiplicativa do produto tensorial original L por tal
perturbacao. No restante dessa secao investigamos as possiveis classes de
contragoes S = {S = (C1 ®(Cy) € B[H®K] : C; € S1eCy € So} que satisfazem

as condicoes discutidas neste paragrafo.

Proposicao 4.13 Seja ' = (A ® B) € B/H ® K| um produto tensorial, tal
que w(A) <1 e B € BIK] € uma contracao prdpria. Se S; C B[H] satisfaz a
propriedade sup do raio numérico e Sy C B[K| € a classe de todas as contragoes
compactas, entao r(ST) < 1 para todo S = (C; ® Cy) € S.

DEMONSTRACAO: Com efeito, seja S = (C, ® Cy) € S qualquer, onde C € S;
e Cy € Sy. Pela Proposigao 2.9 temos que ST € B[H ® K| pode ser reescrito
como:

ST = (0, ® Cy)(A® B) = (C1A @ CyB),

donde 7(ST) = r(C1A)r(CyB) pclo Teorema 2.10. Dai,

r(ST) = r(C1A)r(CyB) < supr(CLA)r(CyB).

Se &, satisfaz a propriedade do sup do raio numérico, segue
r(CrA) < supg,es, (C1A) = w(A). Além disso, como w(A) < 1, entéo

r(ST) <supr(C1A)yr(DB) = w(A)r(CyB) < r(CyB).
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Por outro lado, se Sy é a classe de todas as contragoes compactas em B[],
segue que 7(CsB) < 1 pelo Teorema 3.12, pois B € B[K]| é contragao prépria.
Dai,

r(ST) < w(A)r(CyB) < r(CyB) < 1.

Portanto, ST é uniformemente estavel pela Proposicao 3.3.

Mais uma vez, vamos citar o trabalho de Kubrusly e Vieira [26]. Ali en-
contramos diversas classes que satisfazem a propriedade sup do raio numérico.
Por exemplo. a classe de todas as projecoes ortogonais, de todas as contracoes
nao-negativas, de todas as contracgoes positivas, e do todas as contracoes estri-
tamente positivas tém a propriedade sup do raio numérico. Agora. considere
o cendrio da proposicao anterior (Proposigao 4.13). Como o produto tensorial
de uma contragdo por uma contragdo prépria é uma contragao prépria (ver,
e.g., [25]), segue que A € B[H] contragio implica que T'= (A® B) € B[H K]
é uma contracdo prépria, pois B € B|K] é por hipdtese uma contracao prépria.
Neste caso, a Proposigao 4.13 é um caso particular do Teorema 3.12. Logo, tal

resultado sé tem sentido se existe A € B[H] ndo-contracao, tal que w(A) < 1.

0 0
5 O) um operador em C2. Note que M

nao é uma contracao. De fato, basta tomar o vetor z = (0,1) € C?. Dalf,

Exemplo 4.14 Seja M = (

IMIP = [0 + |2|* = 4. Logo, |[M]| > 1, isto 6, M ndo ¢ uma contracéo.

Agora, vamos mostrar que A tem raio numérico w(M) < 1. Considere

0 0
B = . operador em C%2. Como M = 2 x B, pode-se verificar que

W (M) = 2W(B)(ver, e.g., [11]), onde W(.) é a nossa notacao para o range

numérico. Dai, é suficiente encontrarmos o raio numérico de B para mostrar

que w(M) < 1. Seja y = (y1,42) um vetor unitario arbitrario em C?, segue que
2 2 2 ,

[yll™ = ls1l” + [ga]” = 1. Dai,

0 0 0
By = - = (By:y) = 1190,
1 0 Yo U1

onde ¢ é o conjugado de yo. Como (|y1|—|y2|)? > 0, segue que |y1|>—2 [y1] |ya |+
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lya|” > 0. Logo, 2(|u1]* + |w2l”) > |y1|yal. Dai,

| —

1
By )| < lal lya] < 5 (Il + ) <

Como y é um vetor unitario arbitrario, entao W (B) C Dy = {AeC: A<}
Como W(M) = 2 x W(B), segue que W(M) C D, onde D~ é o disco
unitdrio fechado em C. Logo, w(M) < 1. Além disso, pode-se mostrar que
IM|| < 2w(M) (ver, e.g., [18] p.6). Como ||M]| = 2, entao w(M) > 1.
Portanto, 1 < w(M) < 1. Equivalentemente, w(M) = 1. Conclusdo: M é

uma nao-contracao em C? com w(M) = 1. ¢

O Exemplo 4.14 mostra uma nao-contracdo M quasinilpotente com
w(M) < 1. O raio numérico e o range numérico de operadores quasinilpoten-
tes sao bastante investigados, pois eles permitem mostrar diversas propriedades
nao-intuitivas (ver, e.g., [10] e [12]). Por outro lado, todo operador quasinilpo-
tente é uniformente estéavel por definicdo. Como estamos apenas interessados
em contracoes com raio espectral igual a 1, o exemplo anterior nao nos ajuda
muito. Portanto, precisamos de M € B[H| ndao-contragao ¢ nao-quasinilpotente
com w(M) < 1, caso contrario a Proposicao 4.13 nao tem sentido.

Halmos [13] define a classe dos operadores espectraléides. Um operador
A € B|H] ¢ espectraldide se 7(A) = w(A), ou scja, o raio espectral do operador
é igual ao seu raio numérico. Pode-se verificar que todo operador normaldide
é espectraldide, porém a reciproca nao é verdadeira (ver, e.g., [23] p.467),
isto ¢,

Normaldide C Espcctraldide.

A classe dos espectraldides responde a pergunta: “se todo operador com raio

numerico menor ou igual a 1 é uma contracao ou um quasinilpotente?”

Exemplo 4.15 Seja M = 0 um operador em C?. Vimos no Exem-

plo 4.14 que ||M]|| = 2, »(M) = 0 e w(M) = 1. Considere, N € B[K| um
operador normal compacto cujo espectro é o disco unitério fechado D™ = {\ €
C: |\ <1} em C. Como N é normal, segue que r(N) = w(N) = |N|| = 1.
Agora, defina o operador A € B|C? ® K| da seguinte maneira:

i (M ;).
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Como o(A) =o(M @& N) = o(M)Uo(N) pelo Lema 3.31, entao o(A) =D".
Por outro lado, W(A) = conv(W (M )UW(N)) (ver, e.g., [11] p.4), onde conv(.)
denota a envoltéria convexa. Dai, W(A) = conv(W(M)U W(N)) = D,
donde r(A) = 1 = w(A). Como [|A]| = sup{||M||, IN||} (ver, e.g., [18] p.17),
segue que ||A|| = ||M|| = 2. Portanto, A é espectraldide ndo-contragao e nao-

quasinilpotente com w(A) < 1. ¢

Com o Exemplo 4.15 em maos, a Proposicao 4.13 passa a merecer
destaque. De fato. a Proposicao 4.13 nao sé estabiliza multiplicativamente
todas as contragoes préprias por contracoes compactas (pois, toda contracao
propria tem raio numérico menor ou igual a 1), como também outras classes
de operadores que nao sao necessariamente contracoes. Considere o produto
tensorial T = (A® B), onde A é o operador definido no Exemplo 4.15, exemplo
acima, e B = %] . Pode-se verificar que T nao é uma contracao propria. Logo,
o Teorema 3.12 para estabilidade multiplicatica de contracoes proéprias por
perturbagoes compactas nao se aplica a T'. Por outro lado, w(A) < 1e B = %[
¢ uma contracao propria. Portanto. a Proposicao 4.13 é valida para este
caso. Resumindo, podemos interpretar a Proposicao 4.13 como uma possivel

extensao do Teorema 3.12.

Corolario 4.16 Seja T = (A ® B) € B/H ® K] um produto tensorial, tal que
A € B[H| ¢é espectraldide com w(A) <1 e B € B[K] € wma contragao prdpria.
Se &1 C B|H| satisfaz a propriedade sup do raio numérico e Sy C BIK] € a

classe de todas as contragoes compactas, entao r(ST) < 1 para todo S € S.

DEMONSTRAGAO: Caso particular da Proposicao 4.13. [

O Corolario 4.16 é apenas uma variacao da Proposicao 4.13 em que a
propriedade de espectraldides é colocada em evidéncia. Se S; satisfaz a pro-
priedade sup do raio espectral podemos estabelecer um resultado semelhante
a Proposicao 4.13. Portanto, o Corolario 4.17. corolario a seguir. também é

apenas uma variacao da Proposicao 4.13.

Coroldario 4.17 Seja T = (A ® B) € B|H ® K] um produto tensorial, onde
A € B[H] € limitado em poténcias e B € B[K] é uma contragcao prépria. Se
S C B[H] satisfaz a propriedade sup do raio espectral e Sy € a classe de todas

as contragoes compactas, entao r(ST) < 1 para todo S € S.
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DEMONSTRAGAO: Com efeito, considere S = (C; @ Cy) € S arbitrario, onde
Ol S 81 (§] CQ S SQ. Dai,

ST = (C} @ Cy)(A® B) = (C1A® C,B)

pela Proposigao 2.9, donde r(ST) = r(CyA)r(CyB) pelo Teorema 2.10. Se S;

satisfaz a propriedade do sup do raio espectral, entao

r(ST) = r(C1A)r(CyB) < supr(CiA)r(CoB) = r(A)r(CyB).
S
Como A € B[H] é limitado em poténcias, segue que r(A) < 1 (ver, e.g., [18]
p.6). Dali,

r(ST) < supr(C1A)r(CyB) = r(A)r(CyB) < r(CyB).
Sy
Por outro lado, se Sy é a classe de todas as contragoes compactas em B[],
segue que r(CoB) < 1 pelo Teorema 3.12, pois B € B[K| é uma contragao
prépria. Logo,
r(ST) <r(A)r(CyB) < r(CyB) < 1.

Portanto, ST é uniformemente estdvel pela Proposicao 3.3. [

Conforme frisamos no Capitulo 3, ao contrédrio das outras Propriedades
do Sup, ndao sabemos muitos exemplos de contracoes que satisfazem a proprie-
dade do sup do raio espectral. Portanto, ndo podemos afirmar quao restritiva
sao as hipdteses feitas na Corolario 4.17.

No Capitulo 5 vamos voltar ao Problema de Estabilidade Multiplicativa
para Contracoes Fortemente Estaveis, s6 que no contexto de produto tenso-
rial. Assim como no final do Capitulo 3, ali tentaremos resolver o problema
em questao através perturbacoes compactas. Por essa razao, encerramos este
capitulo, Capitulo 4, investigando a relacao entre produto tensorial e compa-
cidade.

4.2
Produto Tensorial e Compacidade

Na secao anterior, Secao 4.1, justificamos que o produto tensorial pode
ajudar em nossa investigacao no Problema de Estabilidade Multiplicativa para
Contracoes. Por outro lado, no Capitulo 3 mostramos que o problema em
questao se restringe apenas a classe de contracoes F, ou seja, a classe de

todas as contracoes nao-proprias normaldides fortemente estaveis. Ali procu-
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ramos caracterizar a classe F para ter uma intuicao de quais perturbacoes
multiplicativas deveriam ser aplicadas. Em particular, estabilizamos multipli-
cativamente o shift unilateral reverso (Teorema 3.24) e a soma direta do shift
unilateral reverso com uma contracao prépria através de operadores normais
compactos injetivos (i.e., Teorema 3.34). No Capitulo 5, vamos retomar essa in-
vestigacao s6 que no contexto de produto tensorial. Em outras palavras, vamos
investigar o Problema de Estabilidade Multiplicativa para Contracoes Forte-
mente Estdveis em Produto Tensorial. Perturbacoes compactas terao um papel
importante nas classes estudadas neste préximo capitulo. Portanto, encerra-
mos o Capitulo 4 estabelecendo condicoes necessarias e suficientes sob as quais
o produto tensorial preserva a propricdade de compacidade. Neste contexto.
primeiramente iremos apresentar um teorema de Kubrusly e Levan [25] para
produto tensorial e compacidade (i.e., Teorema 4.18). Em seguida, mostra-
mos uma genceralizacao deste resultado, isto ¢, um produto tensorial nao-nulo
T =(A® B) € B[H ® K] é compacto implica que A € B[H] e B € BIK]| sdo
compaclos.

A scguir cnunciamos um tcorcma de Kubrusly ¢ Levan [25] para compa-

cidade no contexto de produto tensorial.

Teorema 4.18 [Ver, e.g., [25] | Se A € B[H| e B € B|K| sao operadores
compactos, entio o produto tensorial T = (A ® B) € B[H ® K] € compacto.
Reciprocamente, se T = (A® B) € B[H® K] € compacto nio-nulo e A € B[H]

(ou B € B[K]) nao tem autovalor nulo, entao B (ou A) é compacto.

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [25]. O

Considere o cenéario do Teorema 4.18 (i.e., o teorema acima). Note que
supomos que A € B[H] nao tem autovalor nulo. O resultado que estabelece-
mos a scguir, Tecorcma 4.19, mostra que nao precisamos dessa hipotese. Em
outras palavras, a diferenca bésica entre o nosso resultado e o Teorema 4.18
¢ que nao precisamos fazer quaisquer hipoteses sobre o espectro dos ope-
radores que compoc o produto tensorial. Apesar do tcorcma a scguir ser
uma pequena variacao do Teorema 4.18, ela é importante para o Problema
de Estabilidade Multiplicativa. De fato, quanto menos hipdteses sobre as
perturbacoes S = (C; ® Cy) € B[H & K| mais geral é a solucdo para o nosso
problema. Além disso, quando supomos alguma propriedade S = (C; @ Cs)
nao necessariamente esta essa propriedade é transferida para os termos que
compde o produto tensorial (i.e., C; € B[H] e Cy € B[K]). Por exemplo,

em geral nao é verdade que w(S) = w(Cy)w(Cy) (ver, e.g., [9]). Portanto, o
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teorema abaixo, Teorema 4.19, ainda que seja uma variacao aparentemente
pequena tem sua importancia justificada quando no contexto do Problema
de Estabilidade Multiplicativa em Produto Tensorial. O préximo teorema é o

segundo resultado principal desta tese.

Teorema 4.19 Se T'= (A® B) € B/H ® K| é um produto tensorial nao-nulo
compacto, entdo A € B[H] e B € BIK] sdo compactos.

DEMONSTRAGAO: Seja T' = (A @ B) € B[H ® K] um produto tensorial nao-
nulo compacto. Como T = (A ® B) ¢ nao-nulo, ecntao A # 0 cm B[H] ¢
B # 0 em B[K] (ver, e.g., [20]). Suponha por contradi¢do que A # 0 nao é
compacto ou B # 0 nao é compacto, mas T' = (A ® B) € B/H ® K| é um
operador compacto nao-nulo. Se A € B/H| e B € B|K] nao sdo operadores
compactos, entdo 7' = (A ® B) € B[H ® K] ndao é um produto tensorial
compacto pela contra-positiva do Teorema 4.18, contradicao. Agora, suponha
que B # 0 nao é compacto em B|K|. Lembre que um operador K em um espago
de Hilbert é compacto se e somente se A mapeia uma sequéncia limitada em
uma sequéncia que tem uma subsequéncia convergente (ver, e.g., [23] p.253).
Dai, como B # 0 nao é compacto, segue que existe uma sequéncia limitada em
K, digamos {yn }nen, tal que {By,, }n,en ndo converge para toda subsequéncia
{Yn, }nren de {yntnen. Como A # 0 em B[H|, segue que existe x ndo-nulo em
H, tal que Az # 0. Agora, considere a sequéncia {z, },ey em H @ K, dada por
2 = (1 ®y,) € H® K para cada n € N. Pela definicdo de produto tensorial,

segue que
[2nll = Iz @ yull = [|2[| lynll = sup [|za]] = (2] sup [[yn|| < o0
n n

(ver, e.g., [20]), pois {yn}nen € limitada. Logo, {z,}nen é uma sequéncia
limitada em H ® K. Como T € B[H ® K] é um operador compacto e {z, }nen
é uma sequéncia limitada em H ® K, entdo existe zo = (Az ® Byo) em H @ K

e uma subsequéncia {z,, }n.en de {2, neny em H © K, tal que
| Tz, — 20]| = 0 quando ny — oo,

ou seja, T'z,, converge para zy quando n; — oc. Por outro lado,

T2, — 20 =(A®B)(x ®yYn,) — 20 = (Ax @ Bz, ) — (Ax ® Byo),
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donde (Az @ Bz,,) — (Ax ® Byy) = (Ax @ (Byn, — Byo)) pelo item (b.2) da
Proposigao2 [20]. Dai,

1T 20, = 2ol = [[A2 @ B(yn, = yo)ll = [AZ|| [|B(yn, = o)l

onde na tltima igualdade usamos a Proposigao 2.9. Como ||Ax| é uma cons-
tante nao-nula, segue que ||Tz,, — 20| — 0 quando n; — oo implica que
|B(Yn,, — ¥0)|| = 0 quando nj, — oo. Dal, existe {yy,, }n,en subsequéncia de
{Yn }nen, tal que {By,, }n,en converge, contradigao. O caso em que A # 0 em
B[H] ndo é compacto é andlogo, basta seguir os mesmos passos. Portanto, se
T =(A® B) € B[H® K] é um operador nao-nulo compacto, entdao A € B[H|

e B € B|K]| sao operadores compactos. [J

Os Teoremas 4.18 e 4.19 mostram uma maneira simples de verificar
quando um produto tensorial é ou ndo compacto. De fato, basta verificar que
um dos operadores que compoe o produto tensorial nao é compacto. Portanto,
podemos determinar de maneira quase que imediata que os seguintes produtos
tensoriais nao sao compactos: A ® I; diag(’;—ié)kzo ® diag(%ﬂ)kzo; S. ® J para
J compacto; dentre outros.

Na Secao 4.1 definimos a S da seguinte maneira:
SE{S: (01®CQ> EB[H@K] ZCl 681602 ESQ},

onde 87 e Sy sdo duas classes de contragdes em B[H| e B[K], respectivamente.
Lembre que o Teorema 3.12 estabelece que toda contracao prépria é estabili-
zada multiplicativamente por uma contracao compacta. O proximo resultado
é uma aplicagao dos resultados anteriores, ele garante que o Teorema 3.12 se

mantém no contexto de produto tensorial.

Corolario 4.20 Seja T = (A ® B) € B[H ® K| uma contrag¢ao propria. Se
S1 e Sy sao as classes de todas as contracoes compactas em B|H] e B|K],

respectivamente, entao r(ST) < 1 para todo S € S.

DEMONSTRACAO: Se S e Sy 530 as classes de todos operadores compactos em
B|H| e B|K], respectivamente, entdo todo produto tensorial S € S é compacto
pelo Teorema 4.18. Por outro lado, se T' € B[H ® K] é uma contragao prépria,
entao r(ST) < 1 para todo S € S pelo Teorema 3.12.
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No inicio deste capitulo, Capitulo 4. estabelecemos no Exemplo 4.4 que

a contracao propria

—_

k -+

T:(I®diag(ler

Jkz0) € B/H @ K|

\)

é estabilizada multiplicativamente por S = (I ® diag(7)r20) € B[H ® K.
Com o Teorema 4.19 em “maos” é facil verificar que S é uma contracao nao-
compacta. Agora, rcafirmamos o quec haviamos cstabelecido naqucla ocasiao, ou
seja, o produto tensorial nos permite estabilizar multiplicativamente contracoes
proprias por contracoes nao-compactas. Além disso, o Exemplo 4.4 mostra que
a reciproca do Coroldario 4.20 nao ¢é valida.

Neste capitulo justificamos o uso do produto tensorial na investigagao
do Problema de Estabilidade Multiplicativa. Além disso, generalizamos a
reciproca do Teorema 4.18 (i.e., Teorema 4.19). No préximo capitulo, Capitulo
5, vamos usar os resultados até agora estabelecidos para estabilizar multipli-

cativamente contracoes fortemente estaveis no contexto de produto tensorial.
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5
Contracoes Fortemente Estaveis em Produto Tensorial

No inicio da Secao 3.3 estabelecemos a seguinte pergunta: “quais sao
as classes de contracoes que estabilizam multiplicativamente contracoes nao-
proprias normaldides fortemente estdveis?” Agora, vamos investigar a questao
acima no contexto de produto tensorial. Antes de continuarmos, vamos fazer
um breve resumo do que vimos até o momento nesta tese.

No inicio do Capitulo 3 fizemos um levantamento do Problema de Es-
tabilidade Multiplicativa para Contracoes. O Teorema 3.12 mostrou que po-
demos restringir a questao original para a classe de todas as contracoes nao-
proprias normaldides. Em particular, o Problema de Estabilidade Multiplica-
tiva para Contracoes permanece em aberto para contracoes fortemente estaveis.
Na Secao 3.2 provamos que todas as contracoes fortemente estaveis hiponor-
mais (e consequentemente normais, quasinormais, subnormais) sado préprias
pela Proposicao 3.19. Logo, o Teorema 3.12 resolve o problema em questao
para todos estes casos.

Em seguida, na Secao 3.3, definimos a classe de contracoes F como a
classe de todas as contracoes nao-préprias normaldides fortemente estéveis.
Note que o Teorema 3.12 nao se aplica a classe F. O exemplo mais comum de
contracao cm F ¢ um shift unilateral reverso. O Teorema 3.24 cstabiliza multi-
plicativamente um shift unilateral reverso por operadores normais compactos
injetivos ou nulos. Por outro lado, as decomposicoes de Nagy-Foias-Langer
(Teorema 3.27) ¢ von Necumann-Wold (Tcorema 3.28) mostram que podemos
reescrever toda contragdo em F como a soma direta de shifts (unilateral e uni-
lateral reverso) com uma contragao fortemente estdvel. Ao final da Secao 3.3
destacamos quce o cspectro da soma dircta ¢ a uniao dos cspectros (Lema 3.31).
Portanto, é necessario estabilizarmos multiplicativamente cada termo da soma
direta para estabilizar multiplicativamente o operador original. Encerramos o
Capitulo 3 afirmando que no contexto de produto tensorial a condi¢dao anterior
nao é necessaria.

No Capitulo 4 definimos o Problema de Estabilidade Multiplicativa para

Contracoes em Produto Tensorial. Ali, mostramos resultados que justificam o
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uso do produto tensorial no problema original (por exemplo, Corolario 4.3 e
a Proposicao 4.13). Na Secao 4.2, baseados em um teorema de Kubruslye Le-
van [25] para produto tensorial e compacidade (Teorema 4.18), estabelecemos
que se T = (A® B) € B/{H ® K] é um produto tensorial ndo-nulo compacto,
entdao A € B[H| e B € B|K] também sdo compactos, Teorema 4.19.

Agora, vamos aplicar os resultados desenvolvidos no Capitulo 4 para
investigar quais classes de produtos tensoriais estabilizam as contracoes nao-
préprias normaldides fortemente estaveis. O presente capitulo, Capitulo 5, esté
divido em duas secoes: “A Classe C’; e “Estabilidade Multiplicativa em C
sob Perturbacoes Compactas”. Na Secao 5.1 definimos C como a classe de
todos os produtos tensoriais 7' = (ST ® B) € B[H ® K], onde S} € B[H]
¢ um shift unilateral reverso e B € B[K] é uma contracao arbitrdria. Em
seguida, caracterizamos C e investigamos sua relacao com F (i.e., a classe de
todas as contracocs nao-préprias normaloides fortemente cstaveis). Na Scgao
5.2 estabilizamos multiplicativamente a classe C por perturbacoes compactas,

principal resultado original desta tese.

5.1
A Classe C

Conforme frisado nos paragrafos que precedem esta secdo, vamos inves-
tigar o Problema de Estabilidade Multiplicativa para Contragoes Fortemente
Estaveis no contexto de produto tensorial. Em particular, queremos estabilizar
multiplicativamente contracoes nao-proprias normaldides fortemente estaveis,
pois ja temos a resposta para os outros casos pelo Teorema 3.12. Para isso,
vamos definir uma classe C em B[H @ K] e relaciond-la com as contragoes for-
temente estdveis em B[H ® K]. Seja C a classe dos produtos tensoriais definida

por:

C={T = (52 ®B) e BH®K]:S; € B[H] é um shift unilateral reverso e

B € B|K| ¢ uma contracao arbitraria}.

Dois operadores Ly € B[H| e Ly € B|K| sao similares se existe um
operador W € G|H, K|, tal que W' Ly = LoyW . Pode-se verificar que similaridade
é uma relagdo de equivaléncia (ver, e.g., [18] p.23). O Teorema de Rota
estabelece que todo operador corretamente multiplicatido por um escalar é
similar a parte de um shift unilateral reverso (i.e., todo operador é similar a

restrigao de um shift unilateral reverso em um subespago invariante).
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Teorema 5.1 [Ver, e.g., [18] p.89] Seja T € B[H|. Se r(T) < 1, entdo

T € B|H| ¢ similar a parte de um shift unilateral reverso em 2 (H).

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [18] p.89. O

Corolario 5.2 [Ver, e.g., [18] p.94] Toda contracao fortemente estdvel € a

parte de um shift unilateral reverso.

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [18] p.94. O

Lembre que F denota a classe de todas as contragcoes nao-proprias
normaldides fortemente estaveis. Na Secao 3.3, usamos as decomposicoes de
Nagy-Foias-Langer (Teorema 3.27) e von Neumann-Wold (Teorema 3.28) para
reescrever todo operador em L € F como a soma direta de um shift unilateral
reverso com uma contragao fortemente estavel. O Coroldrio 5.2 justifica nossa
insisténcia por decomposicoes deste tipo. Portanto, este resultado deve ser
considerado uma primeira justificativa para trabalharmos com a classe C
definida anteriormente. A proxima proposicao relaciona a classe de todas as

contragoes fortemente estdveis em B[H ® K] com C.

Proposicao 5.3 Seja C = {T = (ST ® B) € BlH® K] : 5% € B[H] é um
shift unilateral reverso e B € B[K] € uma contragio}. Se T € C, entio T €

fortemente estdvel.

DEMONSTRAGAO: Seja T = (St ® B) € B/H ® K] um operador em C ar-
bitrdrio, onde S% € B[H| é um shift unilateral reverso e B € B|K| é uma
contracao arbitraria. Pode-se mostrar que o produto tensorial de um operador
fortemente estdvel por um operador limitado em poténcias (i.e., “power boun-
ded”) é um operador fortemente estavel (ver, e.g., [27]). Como S} € B[H] é
um fortemente estavel pelo Exemplo 3.15 e B € B[K] é uma contracao, logo
B € B[K] ¢é limitado em poténcias, segue que T' = (5% @ B) € C ¢é fortemente

estavel. O

A Proposicao 5.3 (proposigao acima) e o Coroldrio 5.2 (coroldrio do
Teorema de Rota) garantem uma relacdo entre C e a classe de todas as
contracoes fortemente estaveis.

Porém, queremos mais, ou seja, quais sao as propriedades compartilhadas
entre C e F (i.e., a classe de todas as contragées ndao-prdprias normaldides

Jortemente estdveis) em B[H ® K] ¢ Isto serd visto na Proposigao 5.4 abaixo.
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Proposicao 5.4 Seja F a classe de todas as contracées mao-proprias nor-
maldides fortemente estdveis em B[H ® K|. Considere T = (5% ® B) € C
aribirdrio. Se B € B[K| € uma contragio nao-prépria normaldide, entao
TeF.

DEMONSTRAGAO: Seja T' = (8% ® B) € C, onde ST € B[H| é um shift
unilateral reverso e B € B|K| uma contragao. Note que o produto tensorial de
duas contracgoes nao-proprias é uma contracao nao-prépria. De fato, considere
Ly € B[H] e Ly € BIK] duas contragoes nao-proprias. Como L; é ndo-propria,
entao existe x # 0 em H, tal que ||L1x|| = ||z||. Analogamente, como Ly é

nao-prépria, segue que || Loy|| = ||y|| para algum y # 0 em K. Logo,
(L1 @ Lo)(x @ y)|| = [Lael| | Lyl = [l ]l

pela Proposigdo 2.9. Em outras palavras, (L1 ® L) € B/H ® K| é uma
contracao nao-prépria. Dai, se B € B[H] é uma contracdo nao-prépria, entao
T = (St ®@ B) € C, pois pelo Exemplo 3.15 sabemos que S% € B[H] ¢é
uma contracao nao-prépria. Por outro lado, vimos na demonstracao da Pro-
posicao 5.3 que o produto tensorial de uma contracdo fortemente estavel por
uma contragao é uma contracao fortemente estdvel. Daf, T' = (ST ©® B) é uma
contracao fortemente cstével, pois ST € B[H]| ¢ uma contracdo fortemente
estavel pelo Exemplo 3.15. Por fim, note que o produto tensorial de contracoes
normaldide é normaldide (ver, e.g., [22]). Daf, se B € B[K] é normaldide, entao
T = (S% ® B) € C ¢ normaléide, pois St € B[H| ¢ normaldide pclo Exem-
plo 3.18. Portanto, T" é uma contracao nao-propria normaldide fortemente
estavel, isto é, T' e F. O

Os resultados anteriores (i.e., Coroldrio 5.2, Proposicao 5.3 e Pro-
posicao 5.4) justificam a importancia da classe C para o Problema de Es-
tabilidade Multiplicativa para Contracoes Fortemente Estaveis em Produto
Tensorial. Apesar disso, algiiem pode se perguntar: “serd que todo operador
em C é um shift unilateral reverso?”; ou “o que podemos afirmar sobre o
espectro de produtos tensoriais em C?”. Os préximos resultados (i.e., Exem-
plo 5.5, Proposicao 5.6 e Coroldrio 5.7) respondem as questoes anteriores. O
exemplo abaixo, Exemplo 5.5, mostra que a primeira pergunta tem resposta

negativa, ou seja, existe T' € C, tal que T nao é um shift unilateral reverso.

Exemplo 5.5 Seja T = (S* ® S;) € B[l3(C) ® I3(C)], onde S% ¢é um shift

unilateral reverso e S| é um shift unilateral ambos definidos em (2 (C). Note
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que T € C. Uma das maneiras de mostrar que um operador é um shift unilateral
reverso ¢ provar que o operador em questao é uma coisometria fortemente
estavel (ver, e.g., [18] p.88). Equivalentemente, precisamos mostrar que 7% =
(94 @ S%) nao é uma isometria fortemente estavel em B[l2(C) ® % (C)]. De
fato, considere (x ® y) = (eo ® €p), onde g = (1,0,0,...) € 1*(C). Como
S, é uma isometria (ver, e.g., [18] p.37), segue que ||S;eol| = |leo|| = 1. Pela

Proposicao 2.9 podemos afirmar que

IT*(x @ y)|| = |Sseol| ||Sieo|| = |

Steol =04 1= [[(x@y)l.

Logo, T* = (S;y ® Si) nao é uma isometria fortemente estdvel, isto &,

T = (ST ® 51) nao é um shift unilateral reverso. o

O resultado a seguir, Proposicao 5.6, é o Exemplo 6.H(Parte 1) de [23],

ele caracteriza complemente o espectro dos produtos tensoriais em C.

Proposicao 5.6 [Ver, c.g., [23] p.474] Seja T = (S. ® B) € B[H ® K] um
produto tensorial, onde Sy € B[H] ¢é um shift unilateral e B € B[K] é uma

contragdo. As sequintes afirmagoes sobre o o(T) sdo verdadeiras:

(i).

(i).

—

). 7(T) =r(DB).
). Se X € p(T), entao r(B) < |\|.
(iii). o(T) =4{X € C: A\ <r(B)}
(iv). 0 € op(T) se e somente se 0 € ap(T).
(v). op(T) =0 ou op(T) = {0}.
). or(T") =0.
). oc ={A € C: |\ <r(B)N\op(T*).
)

ﬂkzo R((B*)*) = {0}, entio op(T*) = {0}.

(vi).
(vii).

(viii).

DEMONSTRAGAO: [Ver, e.g., [23] p.474] Seja B € B[H] um operador definido

em um espaco de Hilbert complexo H # {0}. Considere o operador T €
B[I2(H)] definido por

Tz =0® @k21 Bxp_1e TFx = @kzo B*zy.q

para todo 2 = @~ 2r € I2(H) = @)= H, onde 0 é a origem em H. Note
que T"x = Z;é 00 @Dy, B"Tr—n para todo n > 1. De fato, sc n = 1, entao
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Tr =0 @kzl T, .- Suponha que a afirmagao seja verdadeira para n = m

qualquer, isto é,

m—1

Tma;f@OEB@B 17—

k>m

Considere y = T™wx. Dali,

Ty =Ty =00 P ykl—O@@Byk 10 P Fyer =

k>1 k>m+1
—0o@P B0 @ FUF™k(me1) @ 00 B B"tk-m.
k=1 k>m—+1 k>m—+1
Portanto, T"x = Z;é 0@ P>, B"Trn para todo n > 1. Daf, z||? =

> o ||Bn3??1c||27 donde

o0 o0 oo

2 2 2 2 2 2 2 p
o il < Y IB P leell® = 1B Y Nl = 1B 1* l2* = (1B |])*.
k=0 k=0 k=0

x| < ||B™|| ||x|| para todo x € I2(H). Logo, Hﬁ:ﬁ’” < ||B™]| para todo
x # 0 em 2 (H), donde

o o 1T o e
77 = sup < sup 7] = 7))

w20 ||| 270

Portanto, ||T™|| < ||B"|| para todo n > 1. Por outro lado, tome yy #£ 0 € H.
Defina ¥ = (yo,v1,¥2, .- .), onde yx = 0 para todo k > 1. Considere o vetor

Y = @Byso Uk € 15 (H), isto ¢,
y = (0,0,0,0,...).
Dai, [lyll* = S 40 lusll” = llwoll®, donde |Jy|| = ||yol| # 0. Por outro lado,

[B*|| = sup |[B"yol| = sup [[T"y|| < sup [|T"z| = || T"|

lyol=1 lyll=1 (]| =1

para cada n > 1. Portanto, |T"|| < ||B"|| e [|B"|| < ||T™]|| para todo n > 1.
Em outras palavras, ||T"|| = ||B"|| para todo n > 1. Pela Férmula de Gelfand-

Beurling (Teorema 2.5), segue que

%:r(B).

r(T) = lim ||T"]|* = lim || B"
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Portanto, r(T) = r(B). Além disso,

Ty = @B*ka = @O =0.
k>0 k>0
Como y # 0, entao T*y = 0 x y = 0. Logo, 0 € op(T*). Assim, {0} C op(T™),
donde {0} C o(T). Agora, tome A #€ p(T), scguc quec RN —T) = I3 (H).
Se y = yo B P;>, 0, entao y € 12 (H) para todo yo € H. Logo, y € RN - T).
pois [2 = R()T] — T). Em outras palavras y = (A — T)x para algum
T = @07k € 3(H). Dai,

yo@®0 =Xt —Tw = AP0y — (0@@ By 1) = )\xo@@(/\wk— By _1).

k>1 k>1 k>1

Se A # 0, entao x, = A\ ' Bzi_;. Note que 5,1 = A 'Bxj_o, entao
T — /\713(/\713.7716,2) = /\7232.?“&,2.

Repetindo o mesmo procedimento obtemos que x;, = A YA 1B)fyy. Logo,
Yo = A\To € \xx = Bxy_; para cada k > 1. Como y = (M — T')x, segue que
zo = AN"Yyo e 2, = A lyg e 1, = ATH(ATLB)Fy,. Logo.

ol = " Nl = 3 AT BY || = A2 S A B) |

k>0 £>0 £>0

Como = € [2(H) para todo y € H, entdo ||z]|> = [\ 7> Y0 ||(/\*1T)’”"y0H2.
Como z € I3 (H) para todo y € H, entao Iz]]> = a0 ||(/\:1B)’“y0H2. Logo,
r(\1B) < 1 (ver, e.g., [23] p.463). Além disso. r(A\"'B) = |\ ' #(B) (ver,
e.g., 23] p.459), tal que

r(ATB) < 1=1r(B) < |\l

Conclusao: Se A € p(T), entdao r(B) < |A|. Equivalentemente, se [\| < r(B),
entao A € o(T), isto é,

{AeC: N <r(F)} Co(T)

Por outro lado, sabemos que o(T') C {\ € C: |\| < r(B)}. Logo, r(F) = r(T).
O produto de dois conjuntos numéricos ¢ o conjunto de todos os produtos ponto
a ponto de cada um dos fatores em cada conjunto. Agora, considere D o disco

fechado centrado na origem. Como o(T)* = o(T*) (ver, e.g., [23] p.476). segue
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que
o(T*)=0o(T) ={ e C: |\ <r(B)}"=
—{AeC:|\<r(B)=0(T)=Do(B).

Agora, relembre que A € op(T) se e somente se Tx = Az para algum

t = @, € [2[H] nao-nulo. Se 0 € op(T), entdo Bxy, = Aaj41 = 0 para
todo k > 0 para algum = = @, ., 7x € [2[H] ndo-nulo. Daf, Bxy = A\zpy1 = 0
para todo k > 0. Logo, Bx — 0 e, assim, 0 € op(B). Reciprocamente,
se 0 € op(B), entdo existe zp # 0 em H, tal que Bxg = 0. Considere

& = @0k + 1) 'xg, tal que # é um vetor nao-nulo em 2 (). Da,

Te =00k + 1) Brg = 0.

k>0

Portanto, 0 € op(T). Equivalentemente, 0 € op(T) < 0 € op(T). Agora,
suponha que A # 0 € op(T), entao Tz = Ax, donde

0 @Bﬂﬁk_l = \zg @ 69)\77]@

k>1 k>1

Logo, \v9 = 0 e Bry = Argy1. Como A # 0, entdao xy = 0, donde
Try1 = A By = AY(ATIB)kry = 0. Portanto, se A # 0 € op(T), entao
x = 0, contradicdo. Em outras palavras, sc A # 0 = X ¢ op(7T). Resumindo:

se 0 € op(T), entao op(T) = {0} ou op(T) = ), caso contrario. Lembre que
or(T) = op(T")"\op(T)

(ver, e.g., [23] p.456). Dai, op(T*) = op(T)*\op(T*), pois (T*)* = T. Logo,
op(T)* C {0} C op(T*). Note que se op(T)* C {0} C op(T*), entao
op(T)* C op(T*). Como or(T*) = op(T)*\op(T*), cntao op(T*) = 0. Por
outro lado, o espectro de T™ pode ser escrita como a seguinte uniao disjunta:
o(T*) = op(T*) U oc(T*) U or(T*). Logo, oc(T*) = {A € C : |A] <
r(B)}\op(T*). Note que op(T*) # {0}, entdo existe 0 # A € op(T*), isto
6, T*x = A para algum z = @, vx € I3 (H). Logo, existe z; £ 0 € H,
tal que B*xpy1 = Axp para todo_k' > 4. Por inducao podemos mostrar
que (F*)*z; . = Afz; para todo k > 0. De fato, para k = 1 temos que
B*x;i1 = Az;. Suponha que para k = m seja valida a seguinte afirmacao:

(B*)™xjim = ANMu;. Dal, para k = m + 1 temos que

(B*)7n+1$j+m+1 = (B*)m((B*)mijr(mH)) =
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(B*)"(AZjam) = AB*) ™ (0j0m) = AA™a;) = A",
Logo, (F*)fx; = Az, para todo k > 0. Como X # 0, entao (B*)"zj4x =
Mea, . implica que z; = AN F(B*)™x4y. Logo, x € R((B*)*) para cada
k > 0. Portanto, =; € (), R((B*)*), ou seja, (), R((B*)*) # {0}. Conclusao:
N, R((B*)*) = {0} implica que ap(T*) = {0}. Dali, se ), R((B**)) = {0},
entao op(T*) = {0}. Logo, oc(T*) = {A € C: |\ <r(F)N\op(T*) ={ e C:
Al < 7(B)}\{0}. O

Corolario 5.7 Seja T = (57 ® B) € B[H ® K| um produto tensorial, onde
St € B[H| € um shift unilateral reverso e B € BIK| € uma contracio. As

sequintes afirmagoes sobre o o(T) sdo verdadeiras:
(i).
(ii).

—

). ™(T) =r(B).
). Se X € p(T), entao r(B) < |\|.
(iii). o(T)={reC: N\ <r(B)}
(iv). 0 € op(T*) se e somente se 0 € op(T*).
(v). op(T*) =0 ou op(T*) = {0}.
(vi). or(T) = 0.

). 0c(T)={XeC: |\ <r(B)\op(T).

)

M=o R(B*) = {0}, entdo op(T) = {0}.

(vii).

(viil).
DEMONSTRACAO: Imediato da Proposicao 5.6, basta trocar T' por T*. [

Nesta se¢io definimos a classe C = {T = (ST ®D) € B[H®K] : S7 € B[H]
¢ um shift unilateral reverso e B € B|K] é uma contracao}. Em seguida,
justificamos sua importancia para o Problema de Estabilidade Multiplicativa
em Produto Tensorial. Dai, estabelecemos algumas de suas propriedades,
inclusive sobre o seu espectro, e mostramos que existe uma relacao entre F (i.e.,
a classe de todas as contragoes ndo-préprias normaldides fortemente estéveis) e
C. Na Secao 5.2 vamos usar estabilizar multiplicativamente C por perturbacoes
compactas. Em particular, estabelecemos o terceiro resultado principal desta

tese.
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5.2
Estabilidade Multiplicativa em C sob Perturbacoes Compactas

Agora, vamos estabilizar multiplicativamente contracoes fortemente
estaveis através de perturbacoes multiplicativas. Em um primeiro momento,
iremos provar que todo produto tensorial 7' = (A ® B) € B/H ® K] em C
(lembre que C = {T = (ST ® B) € BiH® K] : §% € B[H] é um shift unilateral
reverso € B € B[K] é uma contragdo}) é uma contragao fortemente estavel.
Em seguida, mostraremos que todo produto tensorial em C é estabilizado mul-
tiplicativamente por um operador normal compacto injetivo.

Dois operadores Ly € B|H] e Ly € B|K] sdo unitariamente equivalentes
(notacdo: Ly = L) se existe uma transformacao unitaria W € G[H, K|, tal que
WLy = L,;W. Pode-se verificar que a relacdao de equivaléncia unitaria preserva
o espectro, as partes do espectro (i.e., os espectros pontual, residual e continuo)
e a norma (ver, e.g., 18| p.23).

No final da Secao 3.3 decompomos contracoes nao-préprias normaldides
fortemente estdveis na soma direta de shifts (unilateral e unilateral reverso)
com uma contragao fortemente cstavel. Por outro lado, Kubrusly ¢ Vicira [27]
estabeleceram uma decomposicdo para produtos tensoriais. Seja L € B[H]
uma contracao qualquer, Nagy e Foias classificaram as contracoes em 4 tipos

(ver, c.g., [31] ¢ [29]):

(). Coo: L e L* sao fortemente estaveis.
(ii). Cor: L é fortemente estdvel e L* nao é fortemente estavel.
(iii). Cio: L é nao ¢ fortemente estdvel ¢ L* ¢ fortemente cstével.
).

(iv). C11: L ¢ L* nao sao fortemente cstéveis.

S e ~ . A . s .
Lembre que (T")*T™ = Ar e que ~ é nossa notagao para equivaléncia unitaria.

Teorema 5.8 [Ver, Teorema 4 de [27] | Sejam T e S duas contragoes em B|H|
e BIK|, respectivamente. Considere o produto tensorial T ® S € B/H ® K|. Se
Args = Adg, entdo

ToS~CaCGaVaU,

onde C' € uma contracao Cy, G' é uma contracio Coy, V € um shift unilateral

e U € um operador unitdrio.

DEMONSTRAGAO: Ver, e.g., [27]. O

O Teorema 5.8 nos permite mostrar que todo operador em C é unitaria-

mente equivalente a uma contracao Co..
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Lema 5.9 [Ver, Corolario 1 de (27| | Sejam T € B|H| e S € B|K] contragoes
arbitrdrias. Considere o produto tensorial T'® S € B|H ® K|, segue que
AT@S = AT & As.

DEMONSTRAGAO: [Ver, Coroldrio 1 de [27] | Sejam T € B[H] e S € B[K]

contragoes arbitrarias. Por definicao temos que
(T©S))(T @S)" = Args.

Note que
(T S)")V (T ®S)" = (T"® S (T®S)" =

(T*)" @ ()" )NT" © §") = (T")"T" © (5")"5™.

Logo, Args é o limite forte de (7T™)*T™ ® (5™)*S™. Por outro lado, como
T € B[H] e S € B[K] sao contragdes, segue que Ap e Ag sdo os limites
fortes de (T™)*T™ e (S™)*S™, respectivamente. Como o produto tensorial

preserva convergéncia forte (ver, e.g., [27]), entdo Ar @ Ag é o limite forte de
(T™)*T"™ & (S™)*S™. Portanto, Apgs = Ar ® As. O

Lema 5.10 Se T' € B[H| ou S € B|K| ndo é fortemente estdvel, entdo
T & S € B[H & K] ndo € fortemente estdvel.

DEMONSTRACAO: Sem perda de generalidade suponha que T nao é forte-
mente estavel, entdo existe x € H, tal que ||T"z|| /4 0 para n — oc. Tome
(x®0) e Hae K, segue que |[(T & S) (x@0)|| = ||Tz|| 4 0.0

O lema a seguir, Lema 5.11, é um resultado auxiliar que serd utilizado

no terceiro resultado principal desta tese.

Lema 5.11 Seja T = (S% ® B) um produto lensorial em BH @ K], onde
St € B[H] € um shift unilateral reverso e B € B[K] € um operador limitado

em poténcias. Afirmo que:

(a) T' é uma contragao Cy..

(b) Se B € BIK] € uma contragdo, entao T € unitariamente equivalente a
soma direta C @ G, onde C € uma contracao Cy, e G € uma contracao
C()(].
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DEMONSTRAGAO: Seja T = (ST ®B) € B/H®K| arbitrério, onde S% € B[H] é
um shift unilateral reverso e B € B[K| é uma operador limitado em poténcias
contracao qualquer. Pela Proposicido 8.8 de [18] temos que T é fortemente
estavel. Logo a afirmagao (a) estd demonstrada. Agora, suponha que B € B[H)|
¢ uma contracao. Vamos provar que 7' é unitariamente equivalente a soma
direta C' @ G. onde C' é uma contracao Cy. e G é uma contracao Cgg. De fato,
como T ¢ o produto tensorial de duas contracoes (i.e., ST e B), entao T é uma

contracao (ver, e.g., [25]). Dali,
TxCopGEaV U

pelo Teorema 5.8, onde ' é uma contragao Cy. G é uma contracao Cyo,
V' é um shift unilateral e U é um operador unitario. Acabamos de verificar
que T ¢é fortemente estavel, dai C & G ® V & U ¢é fortemente estavel, pois
a relagdo de equivaléncia unitéria preserva estabilidade forte (ver, e.g., [18]
p.29). Como toda contracao fortemente estdvel é uma contragdo completa-
mente nao-unitaria pelo Teorema 3.33, segue que CH G PV U = C P G.
Portanto, 1" ¢ unitariamentc cquivalente a C' & G, onde €' ¢ uma contracao CY,
e G é uma contracao Cpy. Em outras palavras a parte (b) estd demonstrada.
O

O teorema a seguir, Teorema 5.12, é o segundo resultado principal desta
tese. Ele usa os Teoremas 3.24 e 4.19 para estabilizar multiplicativamente
todo produto tensorial 1" = (5% ® B) € B[H ® K] através de perturbacoces
normais compactas, onde S% € B[H] é um shift unilateral reverso e B € B[K]
¢ um operador arbitrario. Além disso, ele estabiliza multiplicativamente os
operadores unitariamente equivalentes a soma direta de todos os produtos

tensoriais unitariamente equivalente a soma direta de contracoes Cy com Cyy.

Teorema 5.12 Seja T = (5% ® B) € B/H ® K| um produto tensorial, onde
St € B|H| € um shift unilateral reverso e B € B[] € um operador arbitrdrio.
Considere S = (D1 ® Do) € B[H & K| um produto tensorial normal compacto.
Afirmo que:

(a) Se S = (D1 ® Dy) € injelivo ou nulo, entao ST € B[H ® K| ¢
uniformemente estavel.
(b) Além disso, se B € B[K] é uma conlracio e S = (D1 ® Do) €

injetivo ou nulo, entao S estabiliza multiplicativamente produto tensorais
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T = (ST ® B) os quais sdo unitariamente equivalentes a soma direta de

contracoes Cy. com Chqp.

DEMONSTRAGAO: Seja T = (S% ® B) um produto tensorial em B[H @ K|,
onde ST € B[H] é um shift unilateral reverso e B € B[K] é um operador
qualquer. Considere S = (D ® D) € B|H ® K| um produto tensorial normal
compacto. Se S é operador nulo, entao (ST) = r(0T) = 0. Caso contrério,
suponha que S = (D ® Dy) € B[H ® K] ¢ injetivo. Se S = (D ® Dy) é
injctivo, scguc que S nao tem autovalores nulos pcla Proposicao 3.23. Como
op(S) = ap(Dy)op(Dy) (ver, e.g., [25]), entdo 0 € op(D;) e 0 & op(Dsy), pois
S nao tem autovalor nulo. Por outro lado, se S € B[H ® K| é um produto
tensorial ndo-nulo compacto, entao D; € B|H| e Dy € B|K] sado operadores
compactos pelo Teorema 4.19. Além disso, se S = (D1 @ Ds) € B/H ® K] é
normal, entdo Dy € B[H] e Dy € B[K] sao operadores normais (ver, e.g., [20]).
Resumindo, se S = (D1 ® Ds) € B[H ® K| é um produto tensorial normal
compacto injetivo, entdo D; € B|H| e Dy € B|K] sdo operadores normais

compactos injetivos. Mais uma vez, aplicando a Proposicao 2.9 temos que
ST = (D1 ® D,)(S7 ® B) = (D157 ® DyB),

donde r(ST) = r(D1S%)r(DyB) pelo Teorema 2.10. Por outro lado, o Teo-
rema 3.24 estabelece que r(D1S%) = 0. Portanto,

r(ST) = r(D1ST)r(D:B) =0 x 1 =0,

isto é, r(ST) = 0. Logo, ST é uniformemente estdvel pela Proposicao 3.3.
Portanto, a parte (a) estd demonstrada. Agora, vamos provar a parte (b)
do teorema, ou seja, iremos estabilizar multiplicativamente somas diretas de
contracoes Cp. com contragoes Cpo. Suponha que B € B|K| é uma contragao.
Vamos continuar assumindo que S = (D; ® Dy) € B/H ® K| é um operador
normal compacto injetivo ou nulo. A Proposicdo 5.11 mostra todo produto
tensorial em C é unitariamente equivalentemente a uma soma direta de uma

contracao Cy com uma contracao Cyg. Como 1" = (Sj ® B) € C, segue que
T~=CoGa,

para algum C' contracao Cjy. e algum ' contracao Cyg. Acabamos que verificar
que todo produto tensorial S = (D; ® Ds) € B[H ® K] normal compacto
injetivo ou nulo estabiliza multiplicativamente T' € C. Portanto, S = (D1 ® Dy)

estabiliza multiplicativamente produtos tensoriais unitariamente equivalentes
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a C @G, onde C' é uma contracao Cy. e (G ¢ uma contracao Cpg. Equivalente-

mente a parte (b) do teorema estda demonstrada. [

Seja L € B[H]. Se r(L) < 1, entao para todo o € (r(L), 1) existe um
inteiro n, > 1, tal que ||L"|| < a” para todo n > n, (ver, e.g., [18] p.11). Em
particular, se I, é quasinilpotente, entdao « € (0,1). Agora, considere o cendrio
do Teorema 5.12. Como S% D; é quasinilpotente (i.e., (D155 ) = 0), segue
que nao importa “quao rapido” a norma da sequéncia de poténcias ||(DyB)"||
cresga, existe um o € (0,1), tal que o™ = ||(DlSi)"H “descrece” mais
rdpido. Em outras palavras, D;S% quasinilpotente garante que a estabilidade
multiplicativa de 7" para B € B|K]| arbitrario. Além disso, cabc frisar quc
a classe de todos os operadores T = (S ® B) definidos no Teorema 5.12
nao contém apenas contracoes fortemente estaveis. De fato, se B € B[K]
for limitado em poténcias, scguc que 7' = (S ® B) ¢ uma contragao
fracamente estével (ver, e.g., [27]). Logo, o Teorema 5.12 também estabiliza
multiplicativamente contracoes fracamente estaveis.

Podec-sc verficar que cquivaléncia unitéria ¢ preservada sob o adjunto, ou
seja, L1 ~ Lo implica que L = L. Dai, o Teorema 5.12 também vale para o
adjunto de T' = (S5 ® B) € B[H ® K], onde S* € B[H] é um shift unilateral

reverso e B € B|K| arbitrario.

Corolario 5.13 Seja T = (Sy ® B) € B[H ® K| um produto tensorial
arbitrdrio, onde S, € B[H] € um shift unilateral e B € B[K]| é um operador
arbitrdrio. Considere S = (D1 ® Dy) € B{H ® K| um produto tensorial normal

compacto. Afirmo que:

(a) Se S = (D; ® Dy) € injetivo ou nulo, entao ST € B[H @ K| ¢
uniformemente estdvel.

(b) Além disso, se B € B[K| é uma contracao ¢ S = (D; ® Dy) €
ingetivo ou nulo, entao S estabiliza multiplicativamente produto tensorais

unitariamente equivalentes a soma direta de contracoes C g com Clyy.

DEMONSTRACAO: Basta notar que o adjunto preserva equivaléncia unitdria e

seguir os mesmos passos da demonstracao do Teorema 5.12. [

O préximo resultado é combina os resultados do Teorema 5.12 e do Co-
roldrio 5.13. Ele estabelece que todo produto tensorial T = (AQ B) € B/H®K]

¢ cstabilizado multiplicativamente por um opcrador compacto injctivo, scmpre
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que A € B[H] (ou B € B[K|) é um shift unilateral reverso ou um shift

unilateral.

Corolario 5.14 Seja T = (A®B) € B/[H®K]| um produto tensorial arbitrdrio,
onde A € B[H] e B € B|K]. Considere S = (D1® D,) € BI[H® K] um operador
normal compacto injetivo ou nulo. Se A € B|H| (ou B € B|H|) é um shift

unilateral ou um shift unilateral reverso, entdo ST ¢ uniformemente estdvel.

DEMONSTRAGAO: Seja T = (A ® B) € B[H @ K] um produto tensorial
arbitrério, onde A € B[H] ¢ B € B[K]. Considere S = (D; ® Dy) € B/H ® K|
um operador normal compacto injetivo ou nulo. Se S é o operador nulo,
entao r(ST) = r(0T) = 0 pela Proposicao 3.3. Caso contrério, suponha
que S = (D; ® Dy) € B[H ® K] é um operador normal compacto injetivo,
entao Dy e Dy sao operadores normais compactos injetivos pela demons-
tracdo do Teorema 5.12. Suponha que A € B[H]| é um shift unilateral ou
um shift unilateral reverso. Se A é um shift unilateral reverso, entao ST é
uniformemente estavel pelo Teorema 5.12. Caso contrario, se A é um shift
unilateral, entao ST ¢é uniformemente estavel pelo Corolario 5.13. Agora,
suponha que B € B|K] é um shift unilateral ou um shift unilateral reverso.
Como Dy é um operador normal compacto injetivo, basta aplicar o Teo-
rema 5.12 quando B for um shift unilateral reverso e o Corolario 5.13 quando
B for um shift unilateral. Portanto, ST é uniformemente estdvel, sempre que
A € B[H| (ou B € B[K]) é um shift unilateral ou um shift unilateral reverso. [J

Aqui terminamos as consequéncias diretas do Teorema 5.12. A seguir
seguem conjecturas baseadas no Teorema 5.12.

Encerramos esta tese com mais dois resultados: um exemplo: e uma
proposicao. O exemplo a seguir, Exemplo 5.15, mostra que nem toda con-
tracao fortemente estavel é unitariamente equivalente a um produto tensorial
em C. Em seguida, baseados no Teorema 5.12 elaboramos uma conjectura
e mostramos que se verdadeira estabilizamos multiplicativamente todos os

opcradores unitariamente cquivalentes a contracocs fortemente cstaveis.

Exemplo 5.15 Seja S% um shift unilateral reverso em [2 (H), tal que S% é
fortemente estével pelo Exemplo 3.15. Pode-se verificar que o espectro residual
de S% ¢é o disco unitario aberto D em C, isto é, op(ST) = D (ver, e.g, [18]
p.42). Agora, considere um produto tensorial arbitrario T = (ST ® B) em

C, onde S% ¢ um shift unilateral reverso ¢ B ¢ uma contracao qualquer.
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Na Proposicao 5.6 vimos que og(T) = 0. Como a relacao de equivaléncia
unitéria preserva o espectro residual (ver, e.g., [18] p.23), segue que S} nao
é unitariamente equivalente a T'. Logo. existe um operador fortemente estdvel

que nao ¢é unitariamente equivalente a um produto tensorial em C.o

Seja C' = {T = (S: @ B) € B[H® K] : St € B[H] um shift unilateral
reverso ¢ B € B[KC| um operador arbitrério} uma variagao da classe C definida

no inicio desta secao. Considere a seguinte conjectura:

Afirmacao 5.16 Se o produto tensorial . = (1.4 ® Ly) € F, entdo existe

T eC, tal que L =T (i.c., L ¢ unitariamente equivalente a T).

Encerramos esta tese com a préxima proposicao que garante a estabilidade
multiplicativa de operadores unitariamente equivalentes a classe de todas as

contracoes fortemente estaveis, caso a Afirmacao 5.16 seja verdadeira.

Proposicao 5.17 Seja I = (14 ® Ly) € B[H © K] uma contrag¢io normaldide
fortemente estdvel. Considere S = (Dy ® Dy) € B[H ® K| uma contragdo
normal compacta injetiva ou nula. Se a Afirmacao 5.16 for verdadeira, seque
que S estabiliza multiplicativamente todo operador unitariamente equivalente
al.

DEMONSTRAGAO: Seja L = (L ® Ly) € B|H @ K| uma contragdo normaléide
fortemente estdvel arbitrdria. Considere S = (D; ® Ds) € B[H ® K| uma
contragdo normal compacta . Se S = (D; ® Ds) é o operador nulo, entao
r(LS) = 0. Logo, SL é uniformemente estavel pela Proposicao 3.3. Agora,
suponha que S = (D; ® Dy) € B[H ® K] é uma contracao normal injctiva
compacta. Como L = (L1 ® Ly) € B[H ® K| é uma contragao, segue que L
pode ser uma contracao prépria ou L pode ser uma contracao nao propria. Se
L = (L ® Ly) for uma contragao prépria, entdo SL é uniformemente cstével
pelo Teorema 3.12. Caso contrério, seja [ = (L1 ® L) uma contracao nao-
propria, isto é, L é uma contragao nao-propria normaldide fortemente estavel.
Sc S = (Dy ® Dy) € B[H ® K] é uma contracdo normal compacta injctiva,
segue pela demonstracao do Teorema 5.12 que D, € B[H] e Dy € B[K] sao
operadores normais compactos injetivos. Se a Afirmacao 5.16 é verdadeira,
segue que existe T' = (5% ® B) € C.talque L~T = (S% ® B) para algum
shift unilateral reverso S% € B[H| e alguma contracao B € B|K]. Aplicando
o Teorema 5.12 temos que r(ST) < 1, ou seja, ST é uniformemente estével
pela Proposicao 3.3. Portanto, S = (D ® Dy) € B[H ® K] estabiliza uniforme-

mente todo operador unitariamente equivalente a uma contracao normaldide
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fortemente estdvel L = (L ® Ly) € B[H ® K|. U
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6
Conclusao

O Problema de Estabilidade Multiplicativa investiga quais as classes
de operadores que estabilizam multiplicativamente o operador original, onde
a nocao de estabilidade é a de estabilidade uniforme. Em outras palavras,
dado um operador T definido em um espaco de Hilbert arbitrdario queremos
estabelecer quais sao os operadores S, tais que ST é uniformemente estavel. Em
particular, nesta tese investigamos o Problema de Estabilidade Multiplicativa
para Contracoes Fortemente Estdveis em Produto Tensorial.

No dois primeiros capitulos motivamos este trabalho e fazemos um breve
resumo dos conceitos e nocgoes que foram utilizadas ao longo deste material,
respectivamente. Em seguida. no Capitulo 3, definimos formalmente o Pro-
blema de Estabilidade Multiplicativa e estabelecemos alguns resultados. Na
Secao 3.1 fazemos um levantamento dos resultados mais importantes do pro-
blema original para contracoes. Ali, destacamos o resultado de Kubrusly e
Vieira, Teorema 3.12, que estabelece: toda contracao propria € estabilizada
uniformemente por uma contracao compacta. O Teorema 3.12 restringe o pro-
blema em questao para a classe das contracoes nao-préprias normaldides. Em
particular, ainda nao temos uma resposta para a classe de todas as con-
tracocs fortemente cstdveis, que ¢ uma classe importante. Na scc@o scguinte,
Secao 3.2, a Proposicao 3.19 mostra que toda contragdo hiponormal (e con-
sequentemente normal, quasinormal e subnormal) fortemente estavel é uma
contracao propria. Logo, o Tcorecma 3.12 para cstabilidade multiplicativa de
contragoes préprias se aplica. Na tltima secao do Capitulo 3, investigamos a
classe de todas as contracoes nao-préprias normaldides fortemente estaveis. de-
notada por F. A cstabilidade multiplicativa de F responde o Problema de Es-
tabilidade Multiplicativa para Contracgoes Fortemente Estaveis. No restante da
Secao 3.3 procuramos caracterizar F. O Exemplo 3.21 estabelece que T con-
tracao nao-estrita propria normaldide fortemente estdvel nao implica que T é
normal. Além disso, estabilizamos multiplicativamente shifts unilaterais, shifts
unilaterais reversos (exemplo mais comum de F) e isometrias parciais com-

plemente nao-unitarias por operadores normais compactos injetivos ou nulos.
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Teorema 3.24, Corolario 3.29 e Teorema 3.32. respectivamente. Encerramos o
Capitulo 3 aplicando as decomposicoes de Nagy-Foias-Langer e von Neumann-
Wold para caracterizar F. O Teorema 3.34 estabiliza multiplicativamente a
soma direta de shifts unilaterais reversos com contracoes proprias. O Exem-
plo 3.36 ¢é nao intuitivo, ele mostra que nem toda contracao em F satisfaz as
hipéteses do Teorema 3.34 (i.e., poderia ser decomposta como a soma direta
de um shift unilateral reverso com uma contracao fortemente estével).

O Capitulo 4 coloca o Problema de Estabilidade Multiplicativa no con-
texto de produto tensorial. Na Secdo 4.1 justificamos o uso do produto ten-
sorial no problema original. Ao trabalharmos com soma direta, o espectro do
opcrador ¢ a uniao dos cspectros. Por outro lado, o cspectro do produto ten-
sorial é o produto dos espectros, o que representa uma grande vantagem. O
Corolario 4.3 prova que basta estabilizarmos multiplicativamente um dos ter-
mos quc do produto tensorial para garantir cstabilidade uniforme, supondo
que o outro termo do produto tensorial é limitado em poténcias (i.e., “power
bounded”). Em seguida, mostramos que o produto tensorial preserva as propri-
cdadcs sup da norma (Proposicao 4.7) ¢ do max da norma (Coroldrio 4.8). Por
outro lado, as propriedades sup do raio numérico e do raio espectral sao preser-
vadas apenas com a hipdtese adicional que o produto tensorial é normaldide.
ver, Exemplo 4.10, Proposicao 4.11 e Proposicao 4.12, respectivamente. Ao fi-
nal da Sec¢ao 4.1 usamos as Propriedades do Sup para extender o Teorema 3.12,
ou seja, a Proposicao 4.13.

Na segunda secao do Capitulo 4 investigamos sob quais condicoes o
produto tensorial preserva compacidade. Baseados em um teorema de Ku-
brusly para compacidade, Teorema 4.18, mostramos a seguinte afirmacdo (Te-
orema 4.19): se T = (A ® B) € B/H ® K| € um produto tensorial compacto
néo-nulo, entio A € B|H| e B € B|K| sdo operadores compactos.

No Capitulo 5 voltamos ao Problema de Estabilizacao Multiplicativa para
Contracoes Fortemente Estdaveis s6 que no contexto de produto tensorial. Na
primeira secdo, definimos a classe C = {T' = (S1 @ B) € Bi[H® K] : 57 € B[H]|
¢ um shift unilateral reverso e B € B[K] é uma contragao}. Determinamos
diversas propriedades de C, por exemplo, mostramos que a relacao de C com
F (Proposicao 5.3 e Proposicao 5.4, respectivamente) e usamos o Exemplo
6.H(Parte 1) de [23] para caracterizar o seu espectro. Justificada a relevancia
de C provamos o terceiro principal resultado original desta tese na Secao 5.2,
isto é, o Teorema 5.12. O Teorema 5.12 mostra que todo produto tensorial
T = (S} ® B) ¢ estabilizado multiplicativamente por um operador normal

compacto injetivo ou nulo, onde S € B[H| é um shift unilateral reverso
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e B € B|K] é um operador arbitrario. Além disso, ele também estabiliza
multiplicativamente produto tensoriais unitariamente equivalente a contracoes
fortemente estaveis. O caso para T' = (S} ® D) é tratado no Coroldrio 5.13.
Através dos Teoremas 5.12 e Corolario 5.13, o Corolario 5.14 mostra que todo
produto tensorial T'= (A ® B) € B|H ® K| é estabilizado multiplicativamente
por um operador normal compacto injetivo ou nulo, quando A € B[H| (ou
B € B|K]) é um shift unilateral ou um shift unilateral reverso. Encerramos esta
tese estabelecendo uma conjectura, a Afirmacao 5.16. Tal conjectura estabelece
que todo produto tensorial em F ¢é unitariamente equivalente a um produto
tensorial T = (S5 ®B) definido no Teorema 5.12. Se a Afirmacao 5.16 for vélida
conscguimos cstabilizar multiplicativamente todos opcradores unitariamente
equivalentes a contragoes fortemente estaveis (Proposi¢ao 5.17).

Resumindo novamente, os principais resultados originais desta tese sao

Teorema 4.19 ¢ Tecorema 5.12.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1113681/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1113681/CA

Referéncias Bibliograficas

[1]

[10]

1]

[12]

A. Bhaya e E. Kaszkurewicz, On discrete-time diagonal and D-stability,
Linear Algebra Appl., 187 (1993), 87-104.

A. Brown e C. Pearcy, Spectra of tensor products of operators, Proc. Amer.
Math. Soc., 17 (1966), 162—166.

A. Brown e C. Pearcy, Introduction to Operator Theory I - Elements of

Functional Analysis, Springer, New York, 1977.

B.E. Cain, Operators which remain convergent when multiplied by certain
Hermitian operators, Linear Algebra Appl., 297 (1999), 57-61.

B.E. Cain, Convergent multiples of convergent operators, Linear Algebra
Appl., 299 (1999), 171-173.

B. Cain, L.M. DeAlba, L. Hogbhen e C.R. Johnson, Multiplicative per-
turbations of stable and convergent operators, Linear Algebra Appl., 268
(1998), 151-169.

J.B. Conway, A Course in Functional Analysis, 2nd ed.. Springer, New
York, 1990.

J.B. Conway, A Course in Operator Theory, Graduate Studics in Mathe-
matics, Vol. 21, Amer. Math. Soc., Providence, 2000.

T. Furuta e R. Nakamoto. On tensor products of operators, Proc. Jpn.
Acad. 45 (1969), 680-685.

H.-L. Gau e P.Y. Wu, Numerical ranges of nilpotent operators, Linear
Algebra Appl. 429 (2008), 716-726.

K.E. Gustafson e D.K.M. Rao, Numerical Range, Springer, New York,
1990.

U. Haargerup e P. de la Harpe, The numerical radius of a mnilpotent
operator on a Hilbert space, Proc. Amer. Math. Soc. 115 (1992), 371-
379.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1113681/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1113681/CA

Estabilidade de Produtos Tensoriais sob Perturbacées Multiplicativas 94

[13]

14]

[15]

16]

[21]

[22]

23]

24]

[25]

26]

P. Halmos, A Hilbert Space Problem Book, 2nd ed., Springer, New York,
1982,

T. Kato, Perturbation Theory for Linear Operators, Springer, New York,
1991.

L. Kérchy, Isometric asymptotes of power bounded operators. Indiana
Univ. Math. J. 38 (1989), 173-188.

V.A. Khatskevich, M.I. Ostrovskii e V.S. Shulman, Eztremal problems for
operators in Banach spaces arising in the study of linear operator pencils,
Integral Equations Operator Theory 51 (2005), 109-119.

C.S. Kubrusly, Mean square stability for discrete bounded linear systems
in Hilbert space, SIAM J. Control Optim. 23 (1985), 109-119.

C.S. Kubrusly. An Introduction to Models and Decompositions in Operator
Theory, Birkhatiser, Boston, 1997.

C.S. Kubrusly, Hilbert Space Operators - A Problem Solving Approach,
Birkaiiser, Boston. 2003.

C.S. Kubrusly, A concise introduction to tensor product, Far East J. Math.
Sci. 22 (2006), 137-174.

C.S. Kubrusly, Tensor product of proper contractions, stable and posinor-
mal operators, Publicationes Mathematicae Debracen 71 (2007), 425-437.

C.S. Kubrusly, Regular subspaces of tensor products, Adv. Math. Sci. Appl.
20 (2010), 235-247.

C.S. Kubrusly, The FElements of Operator Theory, 2nd ed., Birkatiser,
Boston, 2011.

C.S. Kubrusly, Spectral Theory of Operators on Hilbert Space, Birkaitiser,
Boston, 2012.

C.S. Kubrusly e N. Levan, Preservation of tensor sum and tensor product,
Acta Math. Univ. Comenian. 80 (2011), 132-142.

C.S. Kubrusly ¢ P.C.M. Vicira, Multiplicative pertubation by contractions
and uniform stability, Zeitschrift fiir Analysis und ihre Anwendungen 26
(2007), 391-406.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1113681/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1113681/CA

Estabilidade de Produtos Tensoriais sob Perturbacées Multiplicativas 95

127]

28]

29]

30]

[31]

C.S. Kubrusly e P.C.M. Vieira, Convergence and decomposition for tensor
products of Hilbert space operators, Oper. Matrices 2 (2008), 407-416.

C.S. Kubrusly, P.C.M. Vicira ¢ D.O. Pinto. A decomposition for a class
of contractions, Adv. Math. Sci. Appl. 31 (1996), 523-530.

F. Riez e B.Sz.-Nagy, Functional Analysis, 2nd ed., Dover, New York,
1990.

J. Stochel, Seminormality of operators from their tensor product, Proc.
Amer. Math. Soc. 124 (1996). 135-140.

B.Sz.-Nagy. C. Foias, H. Bercovici e L. Kérchy, Harmonic Analysis of
Operators on Hilbert Space, 2nd ed., Springer, New York, 2010.

P.C.M. Vieira, H. Malebranche e C.S. Kubrusly, On uniform stability,
Adv. Math. Sci. Appl. 8 (2001), 95-100.

J. Weidmann, Linear Operators in Hilbert Spaces, Springer, New York,
1980.

J. Zabceyk, Remarks on the control of discrete-time distributed parameter
systems., STAM. J. Control 12 (1974), 721-735.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1113681/CA




