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5
Aplicacoes Numéricas

Neste capitulo apresentam-se exemplos numéricos que permitem avaliar
a eficiencia da formulagao do método expedito dos elementos de contorno.
Diversas aplicacoes, para problemas de elastostatica linear e problemas de
potencial em regime permanente, sao apresentadas. Solucoes particulares
arbitrdrias da parte nao homogénea, 0% ; + b; = 0 ou u’; + Q/k = 0,
das equagoes diferenciais que governam os problemas, equagoes (2-1) e (2-
16), resolvidas numericamente usando uma formulagdo com fungoes wavelet
de Daubechies e interpolets de Deslauriers-Dubuc [4] sdo fornecidas para
serem utilizados de forma conjunta com o método expedito dos elementos
de contorno. Com o intuito de validar os resultados das solucoes, estas sao
comparados com resultados de solugoes analiticas quando esta existe. Todos
os algoritmos foram gerados em cédigo Fortran com precisao dupla (16 digitos

decimais).

5.1
Estudos de convergéncia em problemas de potencial 2D

A Figura 5.1 mostra um dominio de forma irregular, discretizado com
124 nés, para a qual algumas das equacoes e conceitos expostos em capitulos
anteriores serao avaliados numericamente. Como o objetivo, por enquanto, é
avaliar a convergéncia das matrizes U*'LT e T*'L do método expedito dos
elementos de contorno em comparacao com as matrizes G e H, respectiva-
mente, do método convencional dos elementos de contorno. Foi utilizado para

o teste de convergéncia a equacao de Laplace em duas dimensoes
Vu =0 (5-1)

sem levar em conta as condiciones de contorno prescritas.

A Figura 5.1 tem como coordenadas os pontos 1(0,0), 17(10,20),
33(20,0), 61(15,35), 77(0,20), 93(17,19), 101(16, 22), 109(21, 24) e 117(22, 20).
Os quatro segmentos curvos do contorno tém raios de curvatura 20, 15, 4 e —4.

O problema é modelado utilizando elementos lineares, quadréticos e cubicos
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como fungoes de interpolagao, com malhas cada vez mais refinadas (ver a Ta-

bela 5.1 para mais detalhes).
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Figura 5.1: Discretizagao do contorno com uma malha de 124 nés para o dominio irregular.
Para o estudo de convergéncia foram utilizados elementos lineares, quadrdticos e cubicos. A,
B e C sdo pontos fonte.

Tipo de elemento Numero total de nds

Linear 31 62 124 248 496 992 1984 -
Quadratico - 62 124 248 496 992 1984 3968
Cubico - 93 186 372 774 1488 2976 —

Tabela 5.1: Numero total de nds utilizados nas diferentes malhas testadas para cada tipo
de elemento (linear, quadrdtico ou cibico).

5.1.1
Convergéncia do método convencional dos elementos de contorno

A fim de estimar a maior precisao numeérica que se possa esperar nos
testes, avaliamos primeiro a convergéncia do método convencional dos elemen-
tos de contorno, equagao (3-24), utilizando na interpolagao dos gradientes de
superficie a equagao (2-27). Os resultados sao expressos em termos da norma

de erro

| Hd — Gt ||
e (Hd — Gt) = THd | (5-2)
para o conjunto de solugbes analiticas de contorno (d,t) correspondentes
aos campos potenciais da Tabela 5.2. Os resultados de convergéncia obtidos
utilizando elementos ciibicos sao mostrados na Figura 5.2. Os resultados sao
quase indistinguiveis entre os diferentes campos potenciais, exceto quando
campos lineares, 51, ou Sip, sao aplicados. Isto acontece porque a norma de erro

da equagao (5-2) ¢é igual a zero (sem erros de integragao numérica), quando
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se utiliza o método convencional dos elementos de contorno modificado em

contornos curvos, o que nao acontece no método convencional.

erro

10

10 10°
Numero de pontos nodais

Figura 5.2: Awalia¢io da convergéncia da equacio (5-2), para os campos potenciais da
Tabela 5.2, com a finalidade de estabelecer um ponto de erro como referéncia de convergéncia.

A Figura 5.2 mostra o padrao de convergéncia esperado de um método
numérico consistente, com normas de erro de € ~ 10~7, ponto no qual os erros
de integragao numérica tendem a prevalecer e a precisao dificilmente melhora,

quando o refinamento da malha é aumentando.

Nome | Campo potencial
Sla x
Stp Yy
SQa Ty
Sap z? — 92
Siq a3 — 3xy?
Ssp Y3 — 3%y
S4a g;4 + y4 - 61’2y2
Sap 2>y — ay?
Sln In #

Tabela 5.2: Campos potenciais, obtidos analiticamente, aplicados para testar a con-
vergéncia das equacgoes matriciais do modelo numérico da Figura 5.1.

5.1.2
Convergéncia das matrizes H e U*TLT

A Figura 5.3 mostra a representacao da convergeéncia dos erros em termos

das normas euclidianas

e (1) = % e (5-3)
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ey _ UL -G
e<U L )_ o (5-4)

obtidas com as matrizes aproximadas H e U*TLT, do método expedito dos
elementos de contorno, comparadas com as matrizes H e G, do método
convencional dos elementos de contorno, como foi proposto na secao 4.3.
Embora os coeficientes indefinidos de U”" sejam obtidos somente apds a
avaliacao dos coeficientes de ﬁ, de acordo com a equagao (4-29), resultam
com melhores aproximacoes em todos os casos. Isto poderia ser explicado pelo

fato de existir uma base variacional sélida na aproximagcao proposta em termos

de U™,

-2

10

Erro

10_3 ‘ 2 ‘ 3 e
10 10 10
Numero de pontos nodais

Figura 5.3: Normas de erro das matrizes, aprorimadas, H e UTLT de acordo com as
equagdes equagoes (5-3) e (5-4), respectivamente, para elementos lineares, quadrdticos e
cibicos.

5.1.3
Convergéncia do sistema Hd = ULt

Os graficos da Figura 5.4 mostram as normas de erro — calculadas
utilizando a equagao (5-2) — geradas pela aplicacao de uma fonte logaritmica
In7/27 no ponto C como mostrado na Figura 5.1. Os resultados com o rétulo
“Con” correspondem ao método dos elementos de contorno convencional em
que a funcao de interpolagao das forcas de superficie é um polinomio, os
rotulados com “Mod” correspondem a uma modificagao proposta na equacao
(2-27) que melhora ligeiramente os resultados, em geral em ambos casos os
resultados entre eles sdo quase indistinguiveis [13, 19]. Os resultados com rotulo

“Exp” correspondem ao método expedito dos elementos de contorno. A figura
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mostra o padrao de convergéncia esperado de um método numérico formulado

de forma consistente, com erros em ordem de € ~ 1076,

| ConlfModI

o _4 o -4
=107t £ 101
L w Exp
) a8 Exp
-6 -6 q 3 q
107t 107y *,
MOdC/Y#*~+E\3 -
$=ig
. ConIEModI
-8 u
10 : ‘ ‘ 10 ‘ ‘ ‘
10% 10° 10 107 10° 10*
Numero de pontos nodais Numero de pontos nodais

Figura 5.4: Erros em escala logaritmica calculados com a norma euclidiana para testar a
convergéncia dos métodos de elementos de contorno estudados. Resultados gerados por uma
fonte potencial aplicada no ponto C da Figura 5.1. Esquerda: Piores resultados. Direita:
Melhores Resultados.

No grafico da esquerda “Piores resultados”’os resultados do método
expedito dos elementos de contorno sao inicialmente comparaveis com os
resultados do método convencional. No entanto, a taxa de convergéncia é
menor para o Método expedito comparado com o método convencional. No
grafico da direita “Melhores resultados” os resultados do método convencional
sao melhores. No entanto, observa-se que o método expedito com uma maior
discretizacao deve dar resultados proximos. Os resultados do método expedito
sao consistentemente mais precisos do que as implementacoes do método
convencional usando elementos lineares, um padrao que é também observado
em outros exemplos numéricos.

Vale observar a partir dos valores dos erros nos graficos das Figuras 5.3
e 5.4, que o método expedito conduz a matrizes que nao sao necessariamente
aproximacoes das matrizes do método convencional, como em geral mostram
os resultados numeéricos. O mesmo padrao de resultados tém sido observado

em outros exemplos numéricos [16].

5.2
Verificacao da relacao HD*~U*TP* em problemas de potencial 3D

. A . . . ~ T .
Dois testes de convergéncia das matrizes aproximadas H e U*" utili-

zando a relagao HD® ~ U*TP® para problemas de potencial 3D em regime
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permanente foram realizados. No estudo foi utilizado a equacgao de Laplace
Vu =0

sem considerar as condigoes de contorno prescritas, ja que a ideia é testar a
convergencia das matrizes envolvidas em campos potenciais obtidos de forma

analitica.

1(10,10,0) (3,3,0)

Figura 5.5: Hexaedro distorcido (a esquerda) e corpo multiplamente conectado feito de um
cubo (& direita) para um estudo de convergéncia com elementos quadrilaterais lineares.

Observa-se a esquerda da Figura 5.5 um corpo elastico com o dominio
em forma de um hexaedro distorcido com coordenadas dos nés 1(10,10,0),
2(10,0,0), 3(5,6,10), 4(5,0,10), 5(0,10,0), 6(0,0,0), 7(0,6.8,8) e 8(0,0,8) e um
ponto fonte em A(13,8,3). Os dados referentes ao refinamento da malha, graus

de liberdade e nimero de elementos se encontram na Tabela 5.3

Malha | Elementos | Nés
1 6 8
2 24 26
3 96 98
4 384 386
5 1536 1538
6 6146 6148

Tabela 5.3: Dados das malhas discretizadas, para um estudo de convergéncia, correspon-
dentes ao hexaedro distorcido (4 esquerda da Figura 5.5).

e a direita, um outro corpo elastico com um dominio multiplamente conexo
de 66 elementos, feito a partir de um cubo de 3 unidades de aresta. Os dados
referentes ao refinamento da malha, graus de liberdade e nimero de elementos

se encontram na Tabela 5.4.
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Malha | Elementos | Nds
1 66 64
2 264 262
3 1056 1054
4 4222 4220

Tabela 5.4: Dados das malhas discretizadas, para um estudo de convergéncia, correspon-
dentes ao corpo multiplamente conectado (a direita da Figura 5.5).

Os erros de discretizagao mostrados na Figura 5.6, dos corpos da Figura

5.5, sao obtidos pela equagao

B || ﬁDa N U*TPa ||

¢(HD® — U*Tp*
( o

(5-5)

em termos de norma euclidiana, para quatro solugbes analiticas (D P?)

correspondentes aos campos potenciais mostrados na Tabela 5.5

Nome | Campo potencial
Sla T
Stp Y
Slc z
Sln m

Tabela 5.5: Campos potenciais, obtidos analiticamente, aplicados para testar a con-
vergéncia das equagoes do modelo numérico da Figura 5.5.

Os trés primeiros campos potenciais da Tabela 5.5 nas direcoes x, y
e z, sao os potenciais utilizados na avaliagao dos coeficientes da diagonal
principal da matriz U*, de acordo com a equacao (4-29), em termos de minimos
quadrados. O ponto fonte A de coordenadas (13,8, 3) onde ¢ aplicado o dltimo

campo potencial é o mesmo para os dois corpos.

4nrk

N
o
L
ESESES]

Erro
Erro

«(HD* — U*TP%)

. . . . . ! 10 . . . .
8 26 98 386 1538 6146 64 262 1054 4222
Numero de pontos nodais Numero de pontos nodais

Figura 5.6: norma de erro do sistema de matrizes da equacdo (4-24), que aprozima as ma-
trizes H e U" no método ezpedito dos elementos de contorno, para diferentes discretizacoes
da malha e o campo potencial aplicado aos corpos representados na figura 5.5.
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Em ambos gréficos em escala logaritmica da Figura (5.6), observa-se
uma convergéncia linear o que mostra que o método expedito com uma
maior discretizagdo deve os diminuirdao ainda mais. As figuras mostram o
padrao de convergéncia esperado de um método numérico formulado de forma

consistente.
5.3
Problema de elasticidade 2D

Observa-se na Figura 5.7 um dominio de forma irregular que apresenta
um furo, discretizado no contorno com 62 nds, algumas das equacoes e
conceitos expostos em capitulos anteriores serao numericamente avaliados em

um problema de elasticidade sem a presenca de forgas de massa
jij =0 (5-6)

em que o valor do coeficiente de Poisson utilizado ¢ de v = 0.3

-5 0 5 10 15 20 25 30

Figura 5.7: Discretizagio inicial do dominio irreqular (62 nds) para o estudo de con-
vergéncia e cdlculo de tensdes mo dominio, utilizando elementos quadrdticos. A e B sao
pontos fonte.

A malha da Figura 5.7 é a discretizacao inicial, diferentes refinamentos
da malha sao usados para testar os desenvolvimentos. A estrutura tem como
coordenadas nos seus nos os dados da Tabela 5.6.

O dominio da estrutura apresenta um furo (entre os nds 47 e 62) que
coloca dificuldades topoldgicas cuja solucao pode nao ser trivial. Os pontos A
e B, indicados com coordenadas (—5,2) e (10, 2) sao utilizados como pontos

fontes.
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N6 | Coordenada
1 (0,0)
9 (10,20)
17 (20,0)
31 (15,35)
39 (0,20)
47 (17,19)
51| (16,22)
55 | (21,24)
59 (22,20)

Tabela 5.6: Coordenadas (z,y) dos nds localizados nos cantos do dominio irregular da
Figura 5.7.

5.3.1
Avaliacao da consisténcia de p”

Neste andlise, o corpo da Figura 5.7 é modelado com 31 elementos
quadraticos isoparamétricos (ou seja 62 nds e 124 graus de liberdade). Um
vetor de carregamentos nodais equivalentes p, correspondentes a um campo
de tensoes constante o, = 2, aplicado no contorno da estrutura é gerado
para a construgao de um problema de contorno de Neumann (um campo de
tensao constante é requisito para a avaliacao dos coeficientes indefinidos de
U™). Este vetor p pode-se determinar com a equagao (4-1) ou em termos de
forgas de superficie t, segundo a equagao (4-4), uma vez que as integrais sao
exatamente avaliadas quando a funcao t;; da equagao (2-27) é usada, mesmo
ao longo de contornos curvos (que nao é o caso de t;; da forma como é avaliado
numa formulacao do método convencional dos elementos de contorno, onde o
jacobiano de transformagao de coordenadas é aproximado). Seguidamente, a

equagao (4-1) é resolvida para

(a) p* usando a matriz H de acordo com a definigdo na equagao (3-25) e

(b) p* usando a versdo expedita H, como definida na equacio (4-22).

Os coeficientes dos vetores p* e p* obtidos usando H e ﬁ, respectiva-
mente, sao apresentados na Figura 5.8. Observa-se que mesmo sendo a malha
a mais grossa (a de menor discretizagao), os resultados sdo quase coincidentes
visualmente.

Embora os resultados mais precisos devam corresponder a p*, p* passa
perto de zero nos graus de liberdade 93 — 124 (pertencentes a cavidade) e
também nos graus de liberdade 1 —34 (pertencentes a concavidade). O aspecto
de ambos graficos é consistente como é mostrado no método hibrido dos

elementos de contorno [15, 14], onde se indica que os parametros do campo de
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15 P" usando H
“““““““ P’ usando H

p
o
1

A
o
T

|
1 18 34 62 78 94 124
Numero de graus de liberdade

Figura 5.8: Comparacio do vetor p*, avaliada nma equagdo (4-1) para forcas nodais
equivalente do contorno correspondente a um estado de tensao constante o, com seus valores
correspondentes do vetor p*.

exploracao correspondentes as tensoes constantes devem ser iguais a zero nas

cavidades e nos interiores de concavidades agudas.

5.3.2
Tensoes em pontos internos para condicoes de contorno de Neumann

Neste estudo de convergéncia sao avaliados resultados de tensoes em
40 pontos internos equidistantes que se encontram sobre a linha que une os
pontos de coordenadas (11,26) e (20,7) no dominio irregular da Figura 5.7.
Na avaliacao foram utilizados um conjunto de cinco malhas, ver Tabela 5.7,

para simulagoes com elementos quadraticos.

Malha | n° de nés | Graus de liberdade | n° de elementos
malha; 62 124 31
malhag 124 248 62
malhag 248 496 124
malhay 372 744 186
malhag 496 992 248

Tabela 5.7: Discretizacdo das malhas utilizadas para o cdlculo da convergéncia das tensdes
em pontos internos para o dominio da Figura 5.7.

Forgas nodais equivalentes p sdo avaliadas com a equagao (4-4) a partir
das forgas de superficie t, medidas ao longo do contorno I' da Figura 5.7 como
resultado do campo de tensoes gerado por uma forca horizontal atuando no
ponto fonte A.

Apoés a solucao do problema de contorno de Neumann avaliado com a
matriz H e sua versao aproximada ﬁ, como procedeu-se na se¢ao anterior,
tensdes em pontos internos sdo avaliados de acordo com a equagao (2-23).

Uma vez que, a solugao fundamental de Kelvin fornece a solugao analitica deste
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problema. A norma de erro dos resultados numéricos podem ser avaliados de

acordo com a equagao

€(oq — o) = | (5-7)
que confronta os resultados numéricos das tensoes o,, com 0S seus correspon-
dentes resultados analiticos o,. A Figura 5.9 apresenta a convergéncia do erro
para Ogy, Ogy € 0y, obtidos em termos de H e de H.

Observa-se na Figura 5.9 que a malha menos refinada é afetada pelo con-
torno. No entanto, a precisao melhora drasticamente com o maior refinamento
da malha discretizada chegando até aproximacoes de € ~ 107%. Erros de in-
tegracao numérica ocorrem principalmente por causa das singularidades perto
dos elementos localizados nos cantos.

As tensoes foram avaliadas em pontos do dominio €2 que estdao a uma
distancia razoavel do contorno I' de modo que nao sejam afetados pelas
singularidades da solugao fundamental. No entanto, resultados em pontos
proximos de nos do contorno I' ou mesmo coincidentes com eles podem ser,
em geral, razoavelmente aproximados recorrendo as propriedades espectrais da
matriz H, [9, 15].

erro

62 124 248 372 496
Numero de nés no contorno

Figura 5.9: Erros das tensées, avaliados no segmento de reta (40 nds) entre os nds de

coordenadas (11,26) e (20,7), ver Figura 5.7, para uma for¢a horizontal aplicada no ponto
A.

A Figura 5.10 apresenta resultados obtidos ao longo de 40 pontos nodais,
distribuidos como na figura 5.7, os pontos das extremidades coincidem com
os nés 18 e 34 do contorno I'. As tensbes foram avaliadas com uma malha
discretizada com 124 elementos quadraticos (248 nds, 496 graus de liberdade)
que correspondem a campos de tensoes gerados por uma forga vertical atuando

no ponto fonte A. Observa-se que a diferenca entre as tensoes avaliadas com H
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e H ¢ visualmente indistinguivel. Em pontos distantes do contorno a precisao é
muito alta. No entanto, algumas oscila¢oes sao observadas em pontos préximos

a extremidade esquerda (né 18 na figura 5.7).

o usando H
6r o oo gusandoH

——— Solugao Analitica

-7 . . . )
1 10 20 30 40

Numero de nés internos

Figura 5.10: Comparacdo das tensoes ao longo do segmento de reta entre os nds 18 e 34
que coincidem com o contorno I, ver figura 5.7, para uma forca vertical aplicada no no A.

5.3.3
Avaliacao da convergéncia da equacao Hd = UTp

A convergéncia da equagao (4-24) é testada para o campo de tensoes
correspondente as forgas aplicadas no ponto fonte B da Figura 5.7. As normas

de erro sao calculadas com a equacao

_|Hd-U"p]|

~ 5-8
I Hd | )

; (ﬁd . U*Tp>

A Figura 5.11 mostra resultados correspondentes a duas forcas aplicadas
no ponto B — uma horizontal (grafico da esquerda) e uma vertical (grafico da
direita) — para as 6 malhas refinadas segundo a Tabela 5.8 e discretizadas com
elementos lineares, quadraticos e cubicos.

A norma de erro calculada com a equacao (5-8) é para testar o vetor
de carregamento nodal equivalente p avaliado partindo da expressao analitica
das forgas de superficie como mostrado na equagao (4-2) e compara-lo com o
carregamento nodal equivalente p obtido em termos de interpolacao das forcas
de superficie como mostra a equagao (4-4). Estas duas expressoes alternativas
sao caracterizadas na Figura 5.11 com subindices que se referem as malhas
com as quais foram discretizadas, no caso (); para elementos lineares, (), para

elementos quadraticos ou (). para elementos ctbicos.
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Malha | n° de nés | Graus de liberdade
malha, 186 372
malha, 372 744
malhag 744 1488
malhay 1488 2976
malhas 2976 4092
malhag 4092 8184

Tabela 5.8: Discretizacio das 6 malhas utilizadas para o teste de convergencia do sistema
de equacdes matriciais do método expedito dos elementos de contorno para a estrutura da
Figura 5.7.

Erro

N~
~

el

® P,~p
®, - °

~
~

B

372 744 1488 2976 5952 8184 372 744 1488 2976 5952 8184
Numero de graus de liberdade Numero de graus de liberdade

Figura 5.11: Normas de erro, Equacdo (5-8), da equagdo matricial do método expedito,
Equagao (4-24), para elementos lineares, quadrdticos e cibicos. Os campos analiticos usados
nas comparacoes correspondem a uma forca horizontal (grdfico o esquerda) e uma vertical
(grifico o direita) aplicadas no ponto B da Figura 5.7.

Observa-se na Figura 5.11 que os resultados dos vetores p e p podem
ser considerados coincidentes, exceto no caso dos resultados avaliados com
elementos lineares. No entanto, observa-se que as malhas com elementos

quadraticos levam a resultados melhores que as malhas com elementos ctibicos.

5.4
Convergéncia para problemas de potencial 2D com fonte interna e
condicao de contorno mista

5.4.1
Exemplo: Dominio irregular com 1 furo

O problema de potencial em regime permanente, expresso pela equagao
(2-16), com uma fonte interna trigonométrica (Q)) e constante de condutividade
do material (k = 1), é modelado pela equacao de Poisson

V2u = cos g cos % (5-9)
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as condigoes de contorno misto para o problema sao

ou

=5-=0 em T, (5-10)

u=0 em I'y e gq,

O problema pode ser resolvido utilizando o método expedito dos elemen-
tos de contorno de duas maneiras, uma é utilizando a equagao (4-24) de forma
direta (da mesma forma como se trabalha no método de elementos de contorno
convencional) e a outra que é prépria do método hibrido, utilizando a equagao
(4-31), que precisa do cdlculo prévio do vetor p* com a vantagem posterior da
facilidade no célculo de resultados em pontos internos.

O dominio de referéncia utilizado para a avaliagao da convergéncia
numérica é o da Figura 5.7 (dominio irregular com a presenca de um furo
e discretizado com 62 nés). O problema é resolvido aumentando o refinamento
gradualmente para 7 malhas como mostra a Tabela 5.9 e discretizando o

contorno com elementos quadraticos.

Malha | n° de ndés | Graus de liberdade | n°® de elementos
malha; 62 62 32
malhag 124 124 62
malhag 248 248 124
malhay 496 496 248
malhas 992 992 496
malhag 1984 1984 992
malha; 3968 3968 1984

Tabela 5.9: Discretizacio das malhas utilizadas para o cdlculo da convergéncia do problema
de potencial em regime permanente e contorno misto, com elementos quadrdticos, para o
dominio da Figura 5.13.

Para um adequado estudo de convergéncia temos a dificuldade de nao
contar com a existéncia de uma solugao analitica com a qual se possa comparar
os resultados, outra dificuldade é a presenca de descontinuidades no contorno
I', como mostra a Figura 5.13, o que faz o problema dificil de resolver. No
entanto, é possivel de realizar um estudo de convergéncia.

Uma solugao particular arbitraria da parcela nao homogénea produzida
pela fonte trigonométrica da equacao (5-9), sem considerar as condigdes de
contorno é necessario para a solugao do problema. Essa solucao pode ser
calculada analiticamente

uf = —% [COS (g - %) + cos (g + %)] (5-11)
e ser representada graficamente (ver a Figura 5.12), para o dominio irregular
da Figura 5.7.
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Figura 5.12: Ilustra¢io 3D da solugdo particular uP, gerado pela fonte interna da equagdo
(5-9), que atua sobre o dominio irregular da figura 5.7.

Na Figura 5.13 (a esquerda), observa-se as condigdes de contorno pres-
critas do problema de acordo com a equagao (5-10), em que o sub-contorno I',
com gradiente ¢, igual a zero compreende o segmento entre os nés 31 ao 39.
Enquanto que na parte complementar (contorno I',) o potencial u é igual a

Z€ero.

Figura 5.13: Dominio irregular da Figura 5.7, submetido ao campo potencial dado pela
equagao (5-9) e ilustrado na Figura 5.12. O contorno correspondente aos nds 31 — 39 esta:
isolado q, = 0 com potencial prescrito w = 0 no resto do contorno (4 esquerda), com
potencial prescrito u = 0 e isolado g, = 0 no resto do contorno (a direita).

Os resultados dos potenciais u ao longo do segmento de contorno I',
da Figura 5.13 sao apresentados na Figura 5.14, no eixo horizontal estao
representados os nos 31 ao 39 que correspondem a discretizacao da malha; na
Tabela 5.9, no caso dos resultados das outras malhas mais refinadas somente
foram plotados os resultados coincidentes com os nés da malha;, a linha
continua corresponde aos resultados da malha mais fina (no caso 3968 nés).

Observa-se que os resultados mostram uma adequada convergeéncia, sendo
quase coincidentes visualmente com a excecao da malha;. A norma de erro da

equagao (5-7) é utilizada para o cdlculo de convergéncia mostrada na Figura
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5.14, no caso por nao termos uma solucao analitica o parametro de comparacao

foram os resultados da malha mais fina (no caso a malhay).

000 64 nos
x 10 Oooo 124 nés

1.4 XXX 248 nés
12L e e ¢ 496 no6s
il +++ 992 noés
- * % % 1984 nbs
© 0.8+ —— 3968 nos
[0}
S 06t
0.4
0.2, 10 64 124 248 496 992 1984
Numero de graus de liberdade
0 I I I I I

1 1
31 32 33 34 35 36 37 38 39
Pontos nodais ao longo do segmento de contorno

Figura 5.14: Convergéncia dos potenciais u para diferentes malhas do dominio da Figura
5.13, grafico da esquerda. Usando elementos quadrdticos.

Os dados do mesmo exemplo, descrito acima, sao utilizados como um
outro problema. Desta vez, as condi¢oes de contorno prescritas sao invertidas,
isto é, o sub-contorno I', (com potencial u = 0) compreende agora o segmento
ao longo de contorno entre os nés 31 ao 39 e a parte complementar do contorno
', (incluindo o furo dado entre os nds 47 ao 62, conforme mostrado na Figura
5.13, a direita) com gradiente g, = 0 aplicado. A Figura 5.15 mostra os valores
dos gradientes, nos pontos meios entre dois nds, obtidos ao longo do segmento
que corresponde ao contorno I';, (nés 31 ao 39) e discrepancias sdo observadas
na extremidade direita do segmento avaliado (n6 39 da Figura 5.13, a direita).
A norma de erro do problema mostrou altas taxas de convergéncia como mostra
a Figura 5.15, o resultado da malha mais fina (3968 nés) foi utilizado como
alvo para avaliar o gradiente total medida ao longo do segmento entre os nés

31 ao 39.

000 64 nos

X10_4 ooo 124 nos
2r XXX 248 no6s
* e+ 496 no6s
o +++ 992 nos
o *% % 1984 nos
s —2r 3968 nos
5 10
8 ¢ o
O 4"
-6 1
64 124 248 496 992 1984
Numero de graus de liberdade
-8l I I I I I I I I
31 32 33 34 35 36 37 38 39

Pontos nodais ao longo do segmento de contorno

Figura 5.15: Convergéncia dos gradientes q,, para diferentes malhas do dominio da Figura
5.13, grafico da direita. Usando elementos quadrdticos.
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5.4.2
Exemplo: Dominio irregular com 2 furos

O problema tem o mesmo enunciado do problema da secao 5.4.1, a dife-
renca ¢ o dominio onde ¢ aplicado a equacao de Poisson. No caso um dominio
com 80 nés com 2 furos (entre os nés 53 ao 68 e 69 ao 80, respectivamente),

como se mostra na Figura 5.16,

25|

20

0 5 10 15 20 25

Figura 5.16: Malha inicial do dominio discretizado com 40 elementos quadrdticos, utilizado
para o cdlculo de potencias e gradientes no contorno ao longo do segmento entre os nds 19
ao 25.

O problema é resolvido utilizando o método expedito dos elementos de
contorno da mesma forma ao da secao 5.4.1, para 6 malhas discretizadas
duplicando o numero de elementos em cada caso partindo da malha inicial

de 40 elementos quadraticos como se mostra na Tabela 5.10.

Malha | n° de nés | Graus de liberdade | n° de elementos
malha; 80 80 40
malhag 160 160 80
malhag 320 320 160
malhay 640 640 320
malhas 1280 1280 640
malhag 2560 2560 1280

Tabela 5.10: Discretizacio das malhas utilizadas para o cdlculo da convergéncia do
problema de potencial em regime permanente e contorno misto, com elementos quadrdticos,
para o dominio da Figura 5.16.

Como temos um problema de contorno misto de acordo a equagao (5-10),
na Figura 5.16 consideramos a parcela do contorno entre os nés 19 ao 25 como
sendo I'; com gradientes prescritos g, igual a zero e a parcela complementar

do contorno como sendo I', com potencial prescrito u igual a zero.
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Os resultados dos potenciais u ao longo do segmento de contorno I',
(incégnitas nessa parcela do contorno) sao apresentados na Figura 5.17, no eixo
horizontal esta representado o segmento de contorno ao longo dos nés 19 ao 25
que correspondem a discretizacao da malha; na Tabela 5.10, nas outras malhas
mais refinadas somente foram plotados os resultados dos nés coincidentes com
os nos da malhay, a linha continua corresponde aos resultados da malha mais
fina (no caso 2560 nds).

Os resultados confirmam a rapida convergéncia do método expedito, sendo
quase coincidentes visualmente para todas as malhas com a excecao da malhaj.
A norma de erro da equacao (5-7) é utilizada para o célculo da convergéncia
mostrada no Figura 5.17, no caso por nao termos uma solucao analitica o
parametro de comparagao foram os resultados da malha mais fina (no caso a

malhag).

0.6+ 2
04 L 10
8 39
8 02 i 163 80 160 320 640 1280 80 nés
% Numero de graus de liberdade ooo 160 nc')s
a 0 *%% 320 nos
* e+ ¢ 640 nos
0.2 +++ 1280 nos
—— 2560 nés
-0.4¢ L I I | | | |
19 20 21 22 23 24 25

Pontos nodais ao longo do segmento de contorno

Figura 5.17: Convergéncia dos potenciais u para diferentes malhas do dominio da Figura
5.16, do segmento entre os nés 19 — 25. Usando elementos quadrdticos.

O mesmo problema pode ser utilizado para ter gradientes como incognitas
do problema na parcela do contorno entre os nés 19 ao 25 da Figura 5.16. Para
isso, as condicoes de contorno prescritas sao invertidas, isto é, o sub-contorno
I, (com potencial © = 0) compreende agora o segmento ao longo do contorno
entre os noés 19 ao 25 e a parte complementar do contorno I'; com gradiente
gn = 0.

A Figura 5.18 mostra os valores dos gradientes, nos pontos meios entre
dois nés, obtidos ao longo do segmento que corresponde ao contorno I';, (nds
19 ao 25) e discrepancias sdo observadas nas duas extremidades do segmento
avaliado. A norma de erro do problema mostrou altas taxas de convergéncia
como se mostra no grafico menor da mesma figura, o resultado da malha mais
fina (2560 nds) foi utilizado como alvo para avaliar o gradiente total medida

ao longo do segmento entre os nos 19 ao 25.
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16 000  80nods
051 DOO 160 nos
% ) *%% 320 nos
or 5, e s« 640 nbs
= ° 1 +++ 1280 nés
5 -05) i 4 2560 nds
g 10 80 160 320 640 1280
6 _1 L o Numero de graus de liberdade
-1.5r
| | | | ) ‘ ‘
19 20 21 22 23 22 o5

Pontos nodais ao longo do segmento de contorno

Figura 5.18: Convergéncia dos gradientes q, para diferentes malhas do dominio da Figura
5.16, do segmento entre os nos 19 — 25. Usando elementos quadrdticos.

5.4.3
Comparacao dos resultados de duas solucoes particulares arbitrarias
(analitica e numérica)

O problema de potencial é o mesmo da secao 5.4.1, consiste na solucao da
equagao de Poisson com fonte interna trigonométrica e condi¢oes de contorno
mistas dadas pela equacao (5-10). O dominio utilizado para a solugao do
problema é o da Figura 5.16. O contorno do corpo sera discretizado com 640
elementos quadréticos (1280 nés) e corresponde e a malhas da Tabela 5.10.

A ideia é comparar resultados, de potenciais u e do fluxo ¢, em um
segmento do contorno, gerados usando duas solugoes particulares arbitrarias
u? quaisquer.

As duas solucoes particulares arbitrarias uP correspondentes a parcela

nao homogeénea da equacao de Poisson com fonte interna, sao:

e A solugao particular u? arbitraria analitica, da equagao (5-11), reescrita

por conveniéncia

72
2Rl

e A solucao particular u! arbitraria resolvida numericamente usando
uma formulagdo com funcoes wavelet de Daubechies e interpolets de
Deslauriers-Dubuc [4], resultados que foram fornecidos por R. Burgos

e usados como dados do problema.

A avaliacao do potencial u e fluxo ¢,, foi em um segmento do contorno
I entre os nés 19 ao 25 da Figura 5.16. Levando em conta as condigoes de
contorno do problema, para obter o potencial e fluxo potencial u e fluxo ¢,,

temos:
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a) Para ter potenciais u como incégnitas do problema. O fluxo no sub-
contorno I'; deve ser zero no segmento entre os nés 19 ao 25 e na parte

complementar do contorno I, o potencial é u = 0.

b) Para ter fluxos ¢, como incégnitas do problema. O potencial u no sub-
contorno I'; deve ser zero no segmento entre os nés 19 ao 25 e na parte

complementar do contorno I'; o fluxo é ¢, = 0.

Os resultados dos potenciais u (caso a) ao longo do sub-contorno I'y, s@o
apresentados a esquerda na Figura 5.19 e os resultados dos fluxos ¢, (caso
b) ao longo do sub-contorno I',, sdo apresentados a direita na Figura 5.19.
Observa-se nos resultados a coincidéncia entre eles usando as duas solugoes
particulares arbitrarias, a analitica e a numérica. No entanto, na avaliacao da
norma de erro tem-se para o fluxo € = 4.13 x 107® e no caso do potencial
e =3.07 x 1072,

x10 P "
-0-0-0-0- usando u" analitico

- 4 » "
usando ©¥ numérico & -0—0—0—0- usando ¢, analitico
g

usando ¢% numérico

Potencial
Gradiente

-4t ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -2L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1 20 40 60 80 97 1 20 40 60 80 97

Pontos nodais ao longo do segmento de contorno

Pontos nodais ao longo do segmento de contorno

Figura 5.19: Potenciais u para a malhas da Tabela 5.10 do dominio da Figura 5.16, a
esquerda. Resultados dos gradientes q, no segmento entre os nos 19 — 25, a direita. Usando
elementos quadrdticos.

5.5
Convergéncia para problemas de elasticidade 2D com forcas de massa e
condicao de contorno mista

O problema bidimensional de elasticidade linear, expressa pela equacao
(2-1), com forga de massa aplicada b = [z y], coeficiente de Poisson v = 0.3 e

coeficiente de elasticidade transversal G = 10000 é modelado pela equacao
O'ji’j + b == 0 (5—12)

é resolvido para um problema com condicoes de contorno misto com
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u, =0 em [, e t,=0 em I, (5-13)

O problema de elasticidade é resolvido utilizando o método expedito
dos elementos de contorno segundo as equacoes da secao 4.4, o contorno da
estrutura é discretizada com elementos quadraticos refinando a malha com
o dobro de ndés em cada caso como se observa na Tabela 5.11. A estrutura
utilizada para o estudo de convergéncia é o dominio da Figura 5.16 com as

condigoes de contorno prescritas da equagao (5-13).

Malha | n° de nés | Graus de liberdade | n° de elementos
malha; 80 160 40
malhas 160 320 80
malhag 320 640 160
malhay 640 1280 320
malhag 1280 2560 640
malhag 2560 5120 1280

Tabela 5.11: Malhas utilizadas para o cdlculo da convergéncia do problema de elasticidade
linear e contorno misto, com elementos quadrdticos, para o dominio da Figura 5.16.

Uma solucao particular arbitraria da parcela nao homogénea in ;b =0,
da equacdo equagao (5-12), produzida pelas forcas de massa sem considerar as
condicoes de contorno é necesséaria para a solucao do problema. Essa solugao

pode ser calculada analiticamente

Ty (1—2v) (2 +y*)
2(1—v) 4(1—v)
afj = (5-14)
(1-2v)(z*+y?) y
4(1—v) 2(1—v)
_ (1—-2v) (322 +y?) (1—2v) (22 +3y>)x
i = 24(;(1—@)1! . 24G(1—v)y ] (5-15)

Neste exemplo, para avaliar a convergéncia sera utilizado o resultado da
malha mais fina (malhag da Tabela 5.11) j& que nao teremos uma solugao

analitica como parametro de comparacao na norma de erro.

5.5.1
Estudo de convergéncia das forcas de superficie

Segundo as condigoes de contorno na Figura 5.20 (& esquerda), de acordo
com as condigbes de contorno da equacao (5-13), o sub-contorno I', com

deslocamentos u igual a zero, compreende o segmento entre os nés 19 ao 25.
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Figura 5.20: Dominio irreqular da Figura 5.16, submetido a for¢as de massa dado pela
equacao (5-12). O contorno correspondente aos nds 19—25 estd: engastado u = 0 com forcas
de superficie prescrito t = 0 no resto do contorno (d esquerda), com forcas de superficie
prescritas t = 0 e engastado u = 0 no resto do contorno (a direita).

Enquanto que, na parte complementar do contorno I', as forcas de superficie
sao zero. As forcas de superficie ¢, e t, sao as incégnitas do problema no
segmento avaliado entre os nos 19 ao 25.

Os resultados das forgas de superficie, ¢, e t,, ao longo do contorno I,
sao apresentados nas Figuras 5.21 e 5.22, respectivamente.

Observa-se resultados quase coincidentes visualmente para todas as ma-
lhas com excecao da malha; que é a menos refinada e os nés que correspondem
as extremidades (né 19 e 25), sendo mostrados nas figuras, somente os valores
dos pontos meios entre dois nés da malha inicial, a linha continua corresponde

aos resultados da malha mais refinada.

3| 25
10
3r 2
W
10
2 |
5|
10
‘0:3 1 i 80 160 320 640 1280
Namero de nés 00O  80nos
or oo 160 nos
*% % 320 nos
r « e+ 640 nos
2L +++ 1280 noés
—— 2560 nos
1 1 1 1 1 1 1
19 20 21 22 23 24 25

Pontos nodais ao longo do segmento de contorno
Figura 5.21: Convergéncia das Forcas de superficie t na direcio x para as discretizagoes

mostradas na Tabela 5.11 do dominio da Figura 5.16. Resultados do segmento entre os nos
19 — 25. Usando elementos quadrdticos.

5.5.2
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25
U g 46’
w
*
6 16 19 m]
> L 80 160 320 640 1280 80 nos
+ 5 Numero de nés [¢] ooo 160 né%
*% % 320 nos
4r e« o 640 n0s
+++ 1280 nos
3+ —— 2560 nés
1 1 1 1 1 1 1
19 20 21 22 23 24 25

Pontos nodais ao longo do segmento de contorno

Figura 5.22: Convergéncia das Forcas de superficie t na direcdo y para as discretizacoes
mostradas na Tabela 5.11 do dominio da Figura 5.16. Resultados do segmento entre os nos
19 — 25. Usando elementos quadrdticos.

Estudo de convergéncia dos deslocamentos

Para ter os deslocamentos como incégnitas do problema no segmento
entre os nés 19 ao 25 as condigoes de contorno I' prescritas sao invertidas
como se mostra na Figura 5.20 (a direita), isto é, o sub-contorno I', (com
forgas de superficie t = 0) compreende agora o segmento entre os nés 19 ao 25
e a parte complementar do contorno I', tem os deslocamentos u = 0 prescritos.

As Figuras 5.23 e 5.24 mostram os valores dos deslocamentos u, e u,,
respectivamente. Observa-se que os resultados sao coincidentes para todas
as malhas o que mostra a rapida convergéncia do método expedito. A linha

continua corresponde a malha mais refinada.

x10° 00O  80n6s
oF ® ooo 160 nés
*% % 320 nos
e« 640n06s
+++ 1280 nos
-2 2560 nos
R
S
41
6 80 160 320 640 1280
Numero de nés o
1 1 1 1 1 1 1
19 20 21 22 23 24 25

Pontos nodais ao longo do segmento de contorno

Figura 5.23: Convergéncia dos deslocamentos u na dire¢io x para as discretizagoes
mostradas na Tabela 5.11 do dominio da Figura 5.16. Resultados do segmento entre os
nos 19 — 25. Usando elementos quadrdticos.

5.5.3
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x 10 10 00O  80nos

o- ooog 160 noés

25 if *% % 320 nds

ol &5 e+ 640n0s

+++ 1280 nos

2560 nds
4

=
3 80 160 320 640 1280
-6r Numero de nos
-8t
-10
1 1 1 1

7: 1 1
19 20 21 22 23 24 25

Pontos nodais ao longo do segmento de contorno

Figura 5.24: Convergéncia dos deslocamentos u na direcdo y para as discretiza¢oes
mostradas na Tabela 5.11 do dominio da Figura 5.16. Resultados do segmento entre os
nos 19 — 25. Usando elementos quadrdticos.

Comparacao dos resultados de duas solucoes particulares arbitrarias
(analitica e numérica)

Para a solugao deste problema usou-se a malhas, da Tabela 5.11, com
1280 nés, 2560 graus de liberdade e estd discretizada com 640 elementos
quadraticos.

A ideia é comparar os resultados dos deslocamentos (u, e u,) e das forcas
de superficie (¢, e t,), gerados apds a solucao do problema de elasticidade linear
com condi¢do de contorno misto, segundo as equagoes (5-12) e (5-13), usando
duas solucoes particulares arbitrarias quaisquer da parcela nao homogénea

geradas pelas forcas de massa, as duas solugoes sao

e Uma solugao particular arbitraria analitica, equagoes (5-14) e (5-15),

reescrita por conveniéncia

_ay (1-2v)(a+y*)
2(1—v) 4(1—v)
Ufj =
(1-20) () 2y
4(1—v) 2(1—v)

up _ [ (1-20)(3x24+y?)y  (1—2v)(x2+3y%)x ]
4 24G(1—v) 24G(1—v)

e Uma solugdo particular, o, e uj, arbitraria geradas numericamente

usando uma formulacao com funcoes wavelet de Daubechies e interpolets
de Deslauriers-Dubuc [4], resultados que foram fornecidos por R. Burgos

e usados como dados do problema.

O segmento do contorno I' escolhido para avaliar os resultados (forcas de

superficie ¢ e deslocamentos u) foi o segmento compreendido entre os nds 19
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e 25 da Figura 5.16. Levando em conta as condig¢oes de contorno do problema

na equagao (5-13). usou-se, respectivamente, dois casos

a) Para ter como incégnitas u, e u, no segmento entre os nés 19 —
25 do contorno da estrutura. A condicao de contorno prescrita nesse
segmento deve ser o sub-contorno I', com forgas de superficie igual a
zero. Enquanto que, na parte complementar do contorno I', deve ser

prescrito, no caso u = 0.

b) Para ter como incognitas ¢, e t, no segmentos entre os nés 19 — 25 do
contorno da estrutura. A condic¢ao de contorno prescrita nesse segmento
deve ser o sub-contorno I', com deslocamentos iguais a zero. Enquanto
que, na parte complementar do contorno I', as forcas de superficie sao

prescritas como sendo zero.

3 e
x 10 -o—o0-o—o- usando u” analitico

P - ) .
0r usando u” numérico 0.6- -o-0-o-o- usando t” analitico
usando t” numérico

|
N
T

|
(o]
T

Deslocamento
Forcas de superficie

|
oo
T

-10t

®
1 20 40 60 80 o7 1 20 40 60 80 97

Pontos nodais ao longo do segmento de contorno Pontos nodais ao longo do segmento de contorno

Figura 5.25: Deslocamentos u na direcdo x ey para a malhas da Tabela 5.11 do dominio
da Figura 5.16, a esquerda. Resultados das forgas de superficie t na direcdao x e y segmento
entre 0s nds 19 — 25, a direita. Usando elementos quadrdticos.

Os resultados dos deslocamentos u, e u, (caso a) ao longo do sub-
contorno entre os nés 19 ao 25, sao apresentados a esquerda na Figura 5.25.
Os resultados das forcas de superficie ¢, e t, (caso b) ao longo do sub-contorno
entre os nos 19 ao 25, sao apresentados a direita na Figura 5.25. Observa-
se nos resultados a coincidéncia nos dois casos, mesmo usando duas solucoes
particulares arbitrarias calculadas diferentes, no caso uma analitica e a outra

numeérica.
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