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Equacoes da EG do presente trabalho

2.1. Variaveis Cinematicas

No contexto da elasticidade gradiente trabalha—se com os pardmetros
cinematicos que incluem o gradiente de deslocamentos. Se u representa 0 campo

de deslocamentos classico, as grandezas cinemdticas restantes se descrevem

como:
— 1 4
€ =2(u,+ ujyz.) : deformagao (2-1)
_ —1 _ . 1 -
v —u[i]j]—z(uiyi u].]i) : tensor rotacional (2-2)
— 1 B i -
®; =Leu, ; 1 vetor rotacional (2-3)
Kz.j =0, gradiente rotacional (2-4)
Ky, = w5 = Ky, - segundo gradiente de deslocamentos (2-5)
PO | diente de deformaca (2-6)
.. ==Qu. . +u .,xz=¢€., :gradiente de deformacao 2-
kji 2% ik~ i,jkE i,k 9 5
B — 1 — 1 —_ 3= — 1= . 1 A 1 ~ N -
Kok = g(“i,jk T Ui T Uk )_ K = Kitj = Ky :parte simétrica de Ky, e Koy (2:7)

2.2. Analise variacional na EG

A densidade de energia de deformacio € definida por Mindlin [2]-[41] em
trés formas equivalentes para o caso de materiais isotropicos e designadas como
Tipo I, Tipo II e Tipo III:

W= Wo(e, )= W (e, k)= W(e,&,K) (2-8)
onde a tensdo de Cauchy é definida como

_av’v_av‘v_aW_T
i 881.}. B aei]. B aeij i

(2-9)

Os diferentes tipos de tensdo dupla, de acordo com o tipo de pardmetro

cinemaético, equacdes (2-4) — (2-6), ficam definidos como

Q I\ 2 oW I oW n 0w (2-10)
Wi U ; = —, s ki A= -
ij axki}. ki ok i ij 81(1.], i oK ki

No presente trabalho de tese considera—se para efeitos de desenvolvimento a

elasticidade gradiente de Mindlin Tipo II, a mesma utilizada por Polyzos na sua
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formulacdo do método de elementos de contorno na versdo da elasticidade
gradiente.

A variagdo da energia de deformacéo interna Tipo II é expressa por

0, WrdQ=¢ (T8¢ + ;8 )dQ (2-112)
onde ngi corresponde ao gradiente de deslocamentos Tipo II proposto por
Mindlin dado por

k]l 1( i,jk u) zk) 8]1 R Kizj (2-12)

A variacdo diferencial da energia de deformacdo de segunda ordem estd
expressa por
s d _1,s d 1. d -
Fi Oy = 5 MpjiOus g 5 MOt (2-13)
que considerando a simetria dos tensores em relac@o a i e j pode escrever—se como
N
“kjiSKkjl __“kﬂauz ik +3 uk}zﬁu) ik l'lk]lﬁuz ik :“kjlﬁu] ik :uﬂnSu (2_14)
Entdo (2-11) resulta
b int < s d s d
OQW dQ = OQ(‘EHSMZ.,}.+ B Ou; 5, )dQ (2-15)
Aplicando integracdo por partes ¢ o teorema de Green duas vezes em

relacdo aj e k se obtém

n8u Wl

i

O IW™dQ = OF‘C n.Suldl - ’E Su dQ+ Oru

I
(2-16)
N s d N s
- Orujki,,‘"k&"i dl’'+ OQI“iji,ijui dg2
Se forem trocados os indices mudos j por k no terceiro, quarto e quinto

termo, entao obtém-se

0, dW™dQ= o TnSuldl- & T, SuldQ+ § Wym S dl

)

; ; (2-17)
- brukﬁ,k”,ﬁui dl'+ OQ ukji,kjsui dQ
Considera—se também a identidade do gradiente de deslocamentos:
8”{,)': njnl&"i,l +(6jl _njnl)&"i,l (2-18)
Definem-se o gradiente de superficie e a derivada normal com a seguinte
notacdo
DJ. = (5].1 —n,n;)0,
(2-19)
D= n 0 !
que leva a seguinte identidade
s d _ s d s d
nk”kjiﬁui,j =ny My (8}.1 - n].nl) 8“1‘,1 tnnnl 5141.’1 (2-20)

Utilizando (2-20) na identidade (2-17) obtém-se
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bgé‘)W“"dQ: 0,5, Suldl + O, (T~ Migi), SuldQ + O, Miznym, n,u dl
(2-21)
+ bru;iink (5,.1 - n}.nl) 5uildr
onde (1:;. - ui}.i W)= G;i representa a tensdo total e a quarta parcela do lado direito

pode ser expressa como

i_ d d
"h“iﬁ <8i1 _";nl) 8“’;,1 _(8;1 —ninl) <nku;zji8ui ),1 ™ <8i1 _njnl)u:aji,lsui -

4 ,—non)n, lu;_ﬁu? (2-22)
] ] ’ ] t
Alids (8).1 - n).nl) (nkufzﬁéuf )’j pode ser expressa numa superficie I' como
(5;‘1 - "j"l) (nkuijiSuf ),1 =8 —nm;) "k”j“iji&‘f TN m (emljnlnk”ijiﬁuf ),p
(2-23)
Pelo teorema de Stokes a integral de "€ om (emljnlnk},tzﬁ )numa superficie

suave ¢ nula, mas se a superficie é descontinua em trechos I'y e I';, gerando uma

curva de intersecdo C, pelo teorema de Stokes obtém-se:

s d d
J.r"qeqpm(emli"lnkLL kjia”i ),pdr=§c Su;dl” (2-24)

Onde m. representa a componente do vetor m=sXn=m.=e .s n),
j joomliTm

N
nm i

produto vetorial do vetor tangente e normal em C, s,n respectivamente; entio a

expressdo dentro de || || esta definida por

S
—nmul. 2-2
T ~C 11Mk11‘rmc (2-25)

e portanto a equacdo final de densidade da energia de deformagdo em termos de

s || — s
nimjukjiH =nm iy

deslocamentos virtuais ¢ dada por
bg SW™dQ = br o;n; 5ufdf+ bg (”C;. - My ),i SufdQ + br ;- nm) nkniu;jiﬁufdr

+®‘nimjuzii”5ufdr- brnk(ﬁj,- nin,)uzﬁ‘,ﬁufdr

N\

- 0, ©;- nm )nk'luiﬁﬁufdl—# br u;iininknlﬁuildl—‘

(2-26)
A energia de deformagdo externa é dada por

0, SWdQ= (\)Qﬁsufdg + @qu;’dn (\)FRin,Sui,dF+ O, E.Su’dl (2-27)

A partir daqui € possivel a obten¢do das condi¢des de contorno
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2.3. Condicoes de contorno

As condi¢des de contorno na elasticidade gradiente obtidas de (2-26) e

(2-27) sdo dadas pelas cléssicas:

u

W=
P=no, —1Mi _"jq)ji _Dj ("jukji)"'(Dp"p)("jukji)

7

emD (2-28)

e as condi¢des de contorno ndo-cléssicas,
R, = .7 My e/ou
9 =q; eml” (2-29)

E, =

emlksmnlnj”kjiu

sendo ¢, =u,;n,0 vetor de deslocamentos ndo-cldssico, ¢ g € conhecido na

literatura como o tensor de salto de tensdes (“jump tensor”) que é préprio nos

contornos nio suaves e definido em (2-25). Por outro lado, Dj =(5ﬂ _"k"l)al éo

gradiente de superficie definido anteriormente em (2-19), e gr € a tensdo de

superficie ndo-classica. O carécter fisico das condi¢des de contorno nfo-classicas
ainda ndo se encontra bem definida na literatura e é um assunto que merece mais

investigacdo tedrica e experimental.

2.4. Relacoes tensao deformacéao

Na particulariza¢do da teoria generalizada das microestruturas de Mindlin
Tipo II, se¢do 1.1.2, que € a primeira simplificacdo utilizada no presente trabalho
de tese, e sempre no caso de materiais isotropicos onde a deformacdo
macroscopica coincide com a micro deformacdo, a lei modificada de Hooke é
dada pelas expressdes:
G}.i = 1:1.1. +s].1.
Tji =2u£).l. +7”uk,k8ji (2-30)
€. =(ui’. +u}.’i)/2

]

$;; =—\2H C38ji,kk+7\’C1uk,kllsji+7\’czuk,kﬁ)

onde G}.ié conhecido como o tensor de tensdo total, T, 0 tensor de tensdes de

Cauchy, e s, € o tensor da tensdo relativa.

E possivel notar que nas equagdes anteriores sd3o consideradas 5 constantes

constitutivas: as duas conhecidas constantes de Lamé, 3 e p, e trés novas
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constantes que representam a elasticidade gradiente simplificada de Mindlin: €. -
¢ e C3.

2.5. A constante constitutiva ndo-classica g° do presente trabalho

Aifantis [6], [8] fez uma simplificacdo adicional, utilizando s6 um

coeficiente constitutivo ndo-cldssico vinculado com a energia de deformacio

volumétrica, identificado aqui com a varidvel g, a qual foi experimentalmente
verificada como consistente para caracterizar o efeito escala satisfatoriamente.
Isso € possivel fazendo na equag@o (2-30) de Mindlin,c, =¢, =g* e ¢, =0, dando

como resultado que a tensdo dupla e a tensfo relativa fiquem:

_ 2
M =8 Tijpe

~ . (2-32)
S = "M =78 Tijk
onde fy; =Wy € o tensor de tensdes duplas Tipo II e portanto faz que a equagéo
tensdo deformacdo seja

S =(1- 2g2),cﬁ = (1—V2g2)(u(uj,i +“j,z’)+7”uk,k6ji) (2-32)

2.6. Equacoes de Equilibrio

As equagdes de equilibrio na elasticidade gradiente podem ser obtidas de
(2-26) e (2-27). A equacdo de equilibrio ndo-cldssica incorpora o conceito de

tensdes duplas ;i , forgas duplas de massa @, e as conhecidas forcas classicas

de massa £,

Tiij ™ Mg _(I)ji,j +f,=o0
2 — f—

Tii ~ & Vi _q)ji,j +fi=0 = (2-33)
2 —_ —_—

(Tji -8 sz‘,kk _q)ji ),j +fi - Gji,j +fi =0

a qual pode ser expressa em termos dos deslocamentos como uma equacio de

quarta ordem:

ot D)= (gt iy AHID) =P+ f =0 ou

(2 —Vzgz)(ui,ﬁu +u A+w)- (I)ji,j +f. =0

(2-34)
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