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Solucoes Fundamentais na EG

As solucdes fundamentais sdo conjuntos de fungdes que satisfazem as
equacdes de equilibrio do problema independente das condicdes de contorno,
nesta secdo apresenta—se de forma detalhada uma extensdo do conceito de
solugdes fundamentais desenvolvido por Dumont e Prazeres [12], [30] para o caso

da teoria classica onde a equagdo diferencial de equilibrio resultava de quarta

ordem. A teoria de elasticidade gradiente aplica o operador (1—g2V2) a equagdo

de equilibrio cldssica original e portanto a equagdo diferencial fica de sexta
ordem, dando lugar a que a familia de soluc¢des da elasticidade cldssica vire um
subconjunto da familia de solugdes geral da elasticidade gradiente.

Equivalentemente ao esquema do MHEC da teoria cldssica, os campos de tensdes

e deslocamentos (Gﬁ,uif ) podem ser interpretados como uma superposi¢cdo de

uma solugdo particular e uma homogénea.
A equagdo diferencial de equilibrio em termos das tensOes totais

correspondente a uma solucdo fundamental na EG é dada por:

*

Gjim,j = Viim.j _Mkjim,kj =0 (3-1)

onde ’C;.m representa a tensdo de Cauchy, que em termos da solu¢do fundamental

fica da forma

* * * *
Tjim :u(uimy]. +ujm,i)+7\‘ukm,k8" (3-2)

]t
onde 8}.1. é o delta de Kronecker, u:ﬁm ¢ a tensdo dupla que no marco da
elasticidade gradiente proposta por Mindlin [2] e simplificada por Aifantis [6]—
[8] corresponde a

l'L:jim :gZT;m,k (3'3)
a qual permite expressar a tensdo total da forma

*

G:im = T;m - gZT;m,kk = (1 - gzvz)T]im (3_4‘)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821356/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821356/CA

36

Se a equagdo (3-2) € inserida na equacdo da tensdo total (3-4) entdo €
possivel a obtengdo da equagdo diferencial de equilibrio em termos do
deslocamento que representa a solucdo fundamental resultante da equagdo
diferencial
(1=V28") Wy 1+ (295 om i) = © (3-5)
que também se pode escrever da forma

* 1 _ 2( * 1 )_ )
(“im,kk Ty ”km,ki) 8 Wi kkjj T 12w Yem ijj )~ © (3-6)

3.1. Solucdes fundamentais nao-singulares na EG.

E possivel seguir com o procedimento andlogo ao desenvolvido por Dumont
e Prazeres [12], [30] e expressar a equacgdo de equilibrio apresentada em (3-6)

como uma funcdo do potencial de Marguerre,

(I)im = q)OSim (3-7)
de tal forma que a solucdo fundamental pode se expressar em termos de (3-7) da
forma

Uiy =0, P o~ 367 Poim (3-8)

que inserida em (3-6) permite escrever a equacdo diferencial de equilibrio em

termos do potencial de Marguerre

(1-g"V)(V*(V’® ) =0 (3-9)
A equacdo anterior (de sexta ordem) pode ser representada como uma

sequéncia de equacdes diferenciais da seguinte forma

(1-g’V* )P, =0 (3-10)
VzCIJ2 =0, (3-11)
VO =, (3-12)

A outra forma de resolver o problema ¢ utilizar a solucdo da elasticidade
classica V4CI>1 =0 resolvida por Dumont e Prazeres [12], [30] e seguidamente

resolver

(1-g°V)P =D, (3-13)
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3.1.1. Problema 2D

As equagdes diferenciais (3-10)—(3-12) referidas aos trés potenciais P; se
podem representar através de uma separacdo de varidveis em coordenadas polares
da forma:

@, = A (ORI O)+ f£(r)RE(B)=£h! + fPh? (3-14)
onde o subscrito repetido i ndo indica somatdria, o sobrescrito h corresponde a
solucdo homogénea de cada equacdo e o sobrescrito p corresponde a solugdo
particular. A solugdo particular de @ é zero e a sequéncia de equacdes (3-10)—

(3-12) pode expandir-se utilizando (3-14), ficando a sequéncia de equacdes

diferenciais

(1-g’V*)(f,h,)=0 (3-15)
VA(f,h,)=fh" (3-26)
V2(f hy) = fIhh+ fPne (3-27)

A equivaléncia entre as coordenadas cartesianas e polares é dada por
x=rcos(8), y=rsin(@). Se estas identidades sdo utilizadas nas ultimas trés

equacdes, (3-15)-(3-17), obtém-se na forma polar:

o +2 6, by 42 Fhy g )8™ = £, =0 (3-8)
fz,rrhz + %fz,rhz + %fzhz,ﬁﬁ = flhhil (3-19)
fO,rrhO +%fo,rho +r%foho,66 =f2hh2 +fzph§ (3-20)
Sol.de @ :

~ h ~ A
Supdem-—se que h; possa ser uma fun¢ido harmonica

hi‘(e)=c cos( n9)+C2nsin( n0) (3'21)

in

que implica que hi’ 00(®) = —nzhil e permite escrever (3-18) como

A AL G2
cuja solucdo nao-singular é
f1h(r):C11n(%> (3'23)

onde In(%g) é a funcdo de Bessell do primeiro tipo de ordem n. Se sdo
incorporados C, em C e C, na equagio (3-21) obtém-se a primeira solugio

de ®;:
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CI)l(r,G):In (%)(CM cos(n9)+C2n sin(0)) (3-24)

Sol. de D :

Para a solu¢do homogénea da equagio (3-19) pode—se supor novamente que
a solu¢d@o homogénea de h. é também do tipo harmonico dado por:

By (8)=C, ,cos(p®)+C, , sin(pB) (3-25)
o que faria com a equagd@o em questdo (3-19) fique da seguinte forma

fom * 2o =5 fy =0 (3-26)
cuja solucdo ndo-singular é

h
f; =C,r? (3-27)

Para a solucdo particular de (3-19) pode-se impor por simplicidade que
_1h ~ . " . ~
h;’ =h' e a solugdo particular que se estd procurando € dada pela solucdo

1

particular de

fz,rr+% 2,1‘_:_:)(2 zfl (3-28)
a qual da como resultado
£ =1,0/8? (3-29)

Finalmente, uma vez incorporada a constante C, dentro de C

1p € CZP é

possivel expressar a solu¢io de ¥, como

@2(7,9) = [Clp cos(p9)+C2P sin(p0) ]+ I (%g)gz[cm cos(n9)+C2n sin(n0)]
(3-30)

Sol.de @ -

Para a solucdo de ®¢ em (3-20) pode-se seguir analogamente o
procedimento da solu¢do homogénea de ,: de considerar uma solu¢do harmonica
dada por
hy(8)=C, cos(q0)+C,_sin(q0) (3-31)
de modo que a equagcdo homogénea em (3-20) fica

fO,rr+% o,r_z_zfo =0 (3-32)
cuja solucdo € idéntica a (3-29)

fi=CL{) (3-33)
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Para a obten¢do da solucdo particular de ®o pode-se supor que n? = h? = "

e a solugdo particular f OP resulta da solucdo particular de

N AN 08
fo,r'r +% or _?fo :% (3-34)
2
aqual é
foo In(%g) . rp+2[C1p cos(p9)+C2p sin(0) ]
o

g* [C,,cos@B)+C, sin(0)] (3-35)
Isto permite escrever a solucdo final de ®¢ como
o =r1 [C1q cos(g0)+ Czq sin(g0]+
1,(/8*1C, cos@d)+C,  sin@d) ]+ rF2[C, cos(pb) +C,, sin:0)]

Mas, a permutagdes possiveis de n e g mostram que se geram termos

(3-36)

repetidos e que a seguinte solucdo € uma simplificacdo da equagao anterior

o =r" [C3n cos(nB)+ C4n sin(n@)]+1_ (%)[Clr1 cos(nB)+C, sin(n0)] (3-37)
Isso representa a familia de solu¢des fundamentais ndo-singulares em 2D.

3.1.2. Problema 3D

Analogamente ao problema 2D, a equagdo (1—g*V*)(V*(V*®, ))=o0se

pode escrever mediante uma separacdo de varidveis em coordenadas esféricas

dado por

= ORI+ FR(ORE(O) (o) = FInEil+ frnEjE (3-38)
As identidades que relacionam a transformagdo de coordenadas cartesianas

as esféricas sdo dadas por

x=rsin(®)cos(0)
y=rsin(®)sin®) (3-39)
z=rcos(0)

E a sequéncia da resolugdo das equacdes (3-15)—(3-17)) fica na sua forma

esférica expandida como

fl,rrhljl +%f1,rh1j1 +(h1,99j1 +h1,9j1 C()t(e)_i_h1j1,q)¢sec2 (e)),%fl _g2f1h1j1 =0 (3-40)
. . . . . hyh.h

fz,rrh2]2 +%f2,rh2]2 +(h2,99]2 +h2,9]2 COt@)-i_hz]z,q)cl)sec2 (e))r%fzhz,ee =N h1]1 (3-41)

f o,rrhoj 0 +%f o,rhoj o +(ho,66i 0 +ho,9j o C0t6)+hojo,¢¢secz(e))r_12f 0 :f 2]'l h];] 2 +f 2p hgl g (3-42)

Sol. de CDl :
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A solucdo homogénea de (3-40) € obtida primeiro através de uma funcdo

harmonica

ji=C,,cos( n0)+C,, sin( no) (3-43)
que da lugar a que jil’q)q) =—n2ji‘ e pode simplificar a expressdo em paréntesis de
(3-40) resultando em

cot(8) ~n’h,j, sec? (8) =hZj h, (3-44)

0 que permite cancelar j1 e obter o que se conhece na literatura como o harménico

h1,66j1 1 6]1

esférico

hl,ee +h1’ecot(9)—n2h1 sec2(9)=k1h1 (3-45)

onde k, =—(n+p+(n+p)*) e cuja solugdo ndo-singular € dada por

h
h (e) Clp (n+p,n cos(0)) (3-46)

onde L(n +pymc0s(8)) corresponde as funcdes de Legendre do tipo P de grau n+p e

ordem n. Obtidos h, e ja resulta facil escrever (3-40) da forma

k. >
fl,rr +% 1,r +7f1 —8 J[1 =0 (3-47)
cuja solucdo ndo-singular é dada por

h

fl :C11n+p+1/2(%g) (3'48)
e determinar assim &,
(I)l n+p+1/2 (/)L(n+p n,cos(0)) [Cln COS(YI(I)) + Czn Sin(n¢)] (3-49)
SOI. de cI)Z :

Para a solugdo de (3-41) € seguido o procedimento andlogo ao caso anterior

de @, resolvendo primeiro a solu¢do homogénea de

fz,rrhzjz +%f2,rh2j2 + (hz,(-)ejz + hz,ejz COt(e) + h2j2,¢¢ sec2 (9))%1[2}’2,99 =0 (3-50)

e . h ~ a
que pode simplificar—se considerando j, como uma solu¢do harmonica

J =C1q cos(q¢)+C2q sin(qd) (3-51)
e seguindo o procedimento anterior para k, =—(q+s+(q+s)*) obter a solugio
homogénea hg

h P
hz (e) = ClpL(q+s,q,cos(9)) (3-52)
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0 que permite rescrever a equacgdo diferencial de fzda forma

k
fz,rr +% 2,r +T—§f2 =0 (3'53)
cuja solu¢do ndo-singular €
h _ +s
fz _Czrq (3'54)

A solucdo particular de @, pode ser obtida através da consideracdo de duas
solugdes harmonicas
p_h .
]s =j, =C, cos(d)+C, sin@o) (3-55)
h P
hg =h1 =C1PL (n+p,n,cos(0)) (3-56)
e entdo é possivel obter a solucdo particular ff como a solugdo particular de

k
fz,rr+% 2,r+_;f2 =f11 (3-57)

r

cuja solugdo é:

Ly (70
o3/ /e _
L ) =) (3-58)

e obter finalmente &, como

D, = patsg? (qg+ s,q,cos(e))lclq cos(qd)+ Czq sin(q¢)J+

(3-59)
I (%)
3/2 1/24n+p /8 . P

r (p+n+3)(p+n—2) [Cln cos(n¢)+C2n 51n(n¢)]L (n+p,n,cos(9))

Sol. de D ¢

A solugdo homogénea de (3-42) também ¢ simplificada com o mesmo

procedimento para a obtencdo de jo, ho, fo :

j2(9)=C1tcos( t9)+C2Lsin( t0) (3-60)
h P

ho (e) = ClpL(t+w,t,cos(9)) (3-61)

fo=Cor'™ (3-62)

A solugdo particular poder ser obtida fazendo-se h? =h? e jb =jf

t=jo = j = C,, cos(n@) + C,, sin(n®) (3-63)
he =kt =k} =C, L" (n+p,n,cos(6)) (3-64)
de tal forma que a solucdo particular de fo advenha da solucdo particular de
hih.h
P AL
fo,rr +% o,r +r—2f0 =222 +f2 (3-65)

LY


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821356/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821356/CA

42

Com o objeto de simplificar os resultados, pode—se considerar hil =ht :hi‘ e

jz = jg = j? , 0 que permite rescrever (3-65) da forma

n+p+2

k1 n+
fo,rr+% o,r +_2f0 r P (3-66)

r

- 4n+4p+6 -
cuja solucdo é

%
. r 1%+n+p ( %g ) 2

= ( _6
° (n+p+3)’(n+tp—2)° (n+p+3)(n+p—2) 3:67)
Isso permite finalmente obter a expressdo definitiva de P,
P = 1%+n+p (%)LZ+F7"7COS(G)[C1n cos(nd)+ C,, sin(nd))]r%
(3-68)

— (o™t 4t )Li+p,n7cos(9) [an cos(nd)+ C4n sin(n0)]
+ rt+wL1:+w’tycos(9) |:C471 cos(nd)+ CSn sin(n0)]
onde o= ——2——
O = i) (arp—2)

Também pode-se partir da solu¢do da elasticidade cldssica V4CI>1=O e

resolver (1—g°V*)® =, . A solugdo fica mais simples da forma

(I)O = I%+n+p (%)Ll:ﬁp,n,cos(e) [Cln COS(n¢) + Czn s1n(n¢)]/\/;

(3-69)
_ ‘rn+pLI:1+p,n,cos(e) [C3n cos(nd)+ C4n sin(n(l))]((r2 +4(n+p)+ 6)g2 +4(n+ p))

As expressoes (3-68) e (3-69) sdo simplificadas apds expansdo e analise do
que acontece com as permutacoes de n, p, t e w, 0 que permite concluir que hd
solugdes que estdo repetidas se sdo considerados s6 os termos que envolvem an e

p permitindo assim obter a expressdo final de @, :

q)O = I%+n+p (/g)Ll:Hrp,n,cos(e) [C:[n Cos(n(p) + Czn Sln(n(p)] / \/;

_ rn+p+2 LP

n+p,n,cos(0) [an COS(n(P) + C4n Sin("(P)]

(3-70)

3.1.3. Posto das matrizes H e F no MHEF com solu¢des polinomiais

Na Figura 5 mostra-se o posto das matrizes H e F de acordo ao niimero de
gdl e também do ndmero de polindmios a utilizar de forma andloga ao
desenvolvido por Dumont e Prazeres [12], [30]. Apresenta-se o tipo de elementos
finitos que podem ser desenvolvidos no MEF no contexto da EG, os graus de

liberdade classicos e ndo-classicos e similarmente as dimensoes totais de H e F.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821356/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821356/CA

43

Os gdl s3o determinados de acordo com o tipo de superficie: numa superficie
suave 2D existem dois gdl ndo-cldssicos, em 3D trés gdl ndo-cldssicos; nos cantos
2D existem quatro gdl ndo-classicos, e nos cantos 3D, nove gdl ndo-cldssicos; nas
arestas, s6 em 3D, existem seis gdl clédssicos, ver Figura 5 e Figura 6, onde sdo
repetidas as tabelas que permitem visualizar quantos gdl tem cada elemento e

quantos gdl diferentes elementos.
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Teb
Linear

Teb

Quadratic

Te3
Linear

Numeracdo de nbés e elementos de contorno

o Te3

oto T6
O Te4
otoTes

o o
oto Q8

o B8
ot o H20

Nimero de graus de liberdade dos elementos

finitos e dimens¢do das Matrices H e F

(Nimero de solugdes fundamentais

polindémicas requeridos)

44

Numero de Graus de Liberdade
Tipo de 2D 3D
Ponto Classico | N Classico total Classico | N Classico total
Ponto
Continuo PC 2 2 4 3 3 6
Ponto em
Esquina PE 2 4 6 3 9 12
Ponto em
Aresta PA NA NA NA 3 6 9
Dimens&o 2D 3D
n 5 6 | 7 10 3 5 | 6 | 8
dim (%) (2n+1) 3(n+1)?
22 26 30 42 48 108 147 243 Tipo de Elemento Finito PC PE PA  [ngdl rora
CST 0 3 NA 18
Elemento csT Q4 T6 Q8 Ted Hg Teld | H20 Q4 0 4 NA 24
D T6 3 3 NA 30
di 18 24 30 40 48 96 102 204
ngdl oma. Q8 4 4 NA 40
Dimens&oH | 22x18 | 26x24 | 30x30 | 42x40 | 48x48 |108x96 [147 x 102|216 x204] Ted 0 4 0 48
1D H8 0 8 0 96
Posto H 15 21 27 37 42 90 % 198 Tel0 0 4 5 102
DimensdoF | 22x22 | 26x26 | 30x30 | 42x42 | 48x 48 [108x 108|147x 147|216 X 216 H20 0 8 12 204
Posto F 19 23 27 39 42 102 141 237
Figura 5. Posto das matrizes H e F segundo o tipo elemento finito (NA: ndo aplica)
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Numeragdo dos graus de liberdade

gdl cléassicos

e T
u‘_=u—{ux,uy}

gdl no classicos

ou .
L= o L->

x
={u n+tu n,u n +tu n}
xxox o Txmy y? Tyx ox Tyyy

vetor normal

— T

m=En= {nx7ny}

\

Nimero de graus de liberdade dos elementos finitos e dimensgdo das Matrices H e F
(Nimero de solugdes fundamentais polindmicas requeridos)requeridos, idem ao anterior)

Numero de Graus de Liberdade
T T = Tipo de Finito] PC PE PA |ngdl ot
Ponto Clssico | NClssko| total || Classico | NChssco| total CsT 0 3 NA 18
20 Q4 0 4 NA 24
Fonto 2 2 4 3 3 6 T6 3 3 NA 30
Continuo PC|
Q8 4 4 NA 40
Ponto em 2 4 6 3 9 12 Ted 0 4 0 48
Esquina PE ) H8 0 8 0 96
Ponto em
Te10 0 4 6 102
prste NA NA NA 3 6 9 F20 0 8 12 204
Dimenséao 2D 3D
n 5 [ 6 | 7 ] 10 s | 5 | & | 8
2
dim (") 2(2n+1) 3(n+1)
22 26 30 42 48 108 147 243
Elemento CST Q4 T6 Q8 Ted H8 Te10 H20
ngdl rora. 18 24 30 40 48 96 102 204
Dimensdo H 22x18 | 26x24 | 30x30 | 42x40 | 48x48 | 108 x 96 |147 x102[216 x 204}
Posto H 15 21 27 37 42 90 96 198
Dimensdo F | 22x22 | 26x26 | 30x30 | 42x42 | 48x 48 |108 x 108|147 x 147 | 216 X 216
Posto F 19 23 27 39 42 102 141 237

Figura 6. Posto das matrizes H e F segundo o tipo elemento finito



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821356/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821356/CA

46

3.2. Solucdes fundamentais quase-singulares na EG.

Na elasticidade gradiente, diferentemente da elasticidade cldssica, a solugdo
em questdo das equacdes de equilibrio ndo leva a singularidades fortes embora
indeterminadas quando a fung¢do é avaliada no ponto fonte origem. Por isso
chama—se a esta solucdo de quase singulares. Por outro lado, se sdo calculadas as
tensdes cldssicas e ndo-cldssicas elas ficam afetadas por fortes singularidades.

Analogamente ao caso do procedimento das solugdes ndo-singulares pode—
se partir do problema cldssico e resolver uma equacio adicional, tal como se

mostra novamente em coordenadas polares:

4 _
Vi (r)=o (3-72)
(1-g’V)® (r)=P (r) (3-72)

3.2.1. Problema 2D

A solugdo (3-71) é dada em coordenadas polares por
P (r)= Clr2 /4+C2r2(111(r)—1)/4+C3 1n(r)+C4 (3-73)
e entdo pode-se resolver (3-72)
®,()=C,(* /4+g)+C, In0)g* +r*(In()=2)/4]-C, In)+
+C4 +C5Ko(r/g)+C610(r/g)

onde I e K correspondem 4 fungdo de Bessell de ordem O e BesselK de ordem 0

(3-74)

respectivamente. Como o objetivo consiste na obtencdo dos deslocamentos que

resultam da segunda derivacdo de & entdo € oportuno fazer C4 =0 . Outro critério

para a determinag@o dos coeficientes € que a solu¢do fundamental deve anular—se

no infinito, o que nao acontece com o termo correspondente a funcdo Bessel tipo I

e requer que C_.=o0 . O termo que acompanha a C_ corresponde a solugdo

polinomial e deslocamento de corpo rigido, portanto € conveniente que também

seja igual a zero dando como resultado:

CIDO(V)=C2 1r1(r)g2+%r2 ln(r)—%r2 +C5Ko(r/g) (3-75)

O que permite escrever a solu¢do fundamental como
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* 1
uim - 167-5“(1 _V) [®6im _Aryzrym] (3_76)
onde

O=C, (2m) +£C, (=81 +2(1nr) G ~4V)C, (4mit) + % K, (/)C, (4)
3K, (7C, (4 G—4v)
A=C, (4m) +£C, (—16mw) + K, (7,)C, L(8my) (3-78)

Se € avaliada a forca resultante para um contorno circular tendo como ponto

(3-77)

fonte a origem entdo deve satisfazer—se a equacao:

N Gi}mﬂjrde) +3, =0 (3-79)
cujo resultado poder ser escrito da forma
2C_um 0 -
o 20, umn o -1

e portanto C, :_%M‘
A determinacdo do coeficiente CS ¢ obtida analisando a singularidade da

solu¢@o fundamental representando—a através de uma serie

u (r,0)=

C,g*—C cos’(0)—sin’ cos(B)sin
8 { @-sit©®  cos@sin®) | oy -

r?(1=v) | cos@®)sin®)  cos’(0)—sin’(0)
Procurando eliminar a forte singularidade que aparece na equacdo anterior
pode-se fazer C; = —g?> C.=—g?/(2myu) e finalmente a expressdo da solucdo

fundamental fica

* 1
Yim = 16mu(1—v) [®8im _Ar,ir,m] (3-82)
onde

2
0=—2G3-4V)Inr+ 48 _2(3_4V)K°(é)_2K2(§)_61

2
r

8g2 r
A=—2+—"--4K | —
r 4

em que C; corresponde ao deslocamento de corpo rigido.

(3-83)
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3.2.2. Problema 3D

Analogamente ao caso 2D, a equacdo diferencial de deslocamentos que

representa o equilibrio do problema se pode descompor em duas equagdes e obter

sequencialmente a solucdo de cble P o

— 1 2 1 1
(I)l—gclr +;C2T—7C3+C4 (3'84)
®,=C, (2r?+g?)+C,(2r+£)-2C,+C, +C 2/ +Co Lo (3-85)

Com os mesmos critérios que no caso 2D, pode—se descartar e determinar os
coeficientes; para que o deslocamentos seja nulo quando ‘% —0 ¢ conveniente

que Cg =0 por outro lado, para reduzir a hipersingularidade O(173) é conveniente
que C3 =0. Usa—se C, =0 para desconsiderar por enquanto os deslocamentos de

corpo rigido. Com estas consideragdes a solucdo potencial é dada por:

_ 1., 8 a -
@, =C,(Er+E)+C 2o (3-86)
Do mesmo modo que no caso 2D, pode-se integrar num contorno esférico a

resultante de forcas que equilibra a aplicacdo de uma forca singular na origem,

dando como resultado que C_ = Y, ux ; também pode-se desenvolver em série 0s
deslocamentos e identificar a hipersingularidade O(r™), a qual pode—se anular

fazendo C, =& m - Entdo a expressdo da solu¢do fundamental 3D € dada por

* 1
onde

r

A=_E+6L_(6L+6L+3]e—r/g

®:(3—4v)3+2(1—2v)[—g—3+(g—3+g—2]e‘”3}+4(1—v){g—3—(g—3+g—2+3je‘”g}+C1
r r r r

r T3 1"3 r r

(3-88)
Em que C, € o coeficiente correspondente ao deslocamento de corpo rigido.

3.2.3. Valores finitos das solucoes fundamentais para raio nulo

Como ja se mencionou, diferentemente das solugdes fundamentais
singulares cldssicas, no caso da elasticidade gradiente o limite delas existe quando

o raio € nulo. Para o caso 2D é
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limy® = 21204V =3)(In(g)-7)
mu. = .
r—o M 16m(1—-V)u im

(3-89)

onde y € a constante de Euler (y=o0.5772..). Para 3D o valor finito da solu¢do

fundamental na origem é

. * 6V—5
limu. =

=—————3. (3-90)
roo M 24T -V)Hg "

3.2.4. Nota sobre as tensoes totais

De forma nio trivial as tensdes totais da elasticidade gradiente resultam
em 2D e 3D iguais a elasticidade cldssica, fato ndo mencionado pela pesquisa
realizada na bibliografia. Isso faz que a matriz H cléssica seja uma submatriz da

matriz H generalizada como se mostra nas se¢des seguintes.

3.3. Analise da solucao fundamental singular geral da EG

Procurou-se fazer uma andlise detalhada da integracdo singular de todas as
parcelas descontinuas possiveis da matriz H da EG, com todos os coeficientes
diferentes de zero de forma a se acrescentar algum valor a versdo da solugdo
fundamental encontrada na bibliografia existente, Polyzos et al [13] e [14].

A integracdo descontinua, feita numa circunferéncia para a andlise 2D e

numa esfera para 3D, se d4 através das tensdes provenientes de uma solugdo
* . . . . .
fundamental geral u, , ainda por definir e de grau de singularidade qualquer,

identificado pelo sobrescrito (*), e da solu¢do fundamental ndo-cldssica obtida
pelo gradiente direcional do deslocamento em relacdo ao ponto fonte, ou seja,
W=yl nX , onde o sobrescrito X do vetor normal n* refere-se ao ponto fonte

im im,j";
e ndo ao ponto campo, motivo pelo qual o sinal negativo na equacdo tal como
mostrou-se na se¢ao anterior.

Com o objetivo de se visualizar toda possibilidade de encontrar uma solucdo
fundamental que encaixe ao nosso requerimento se mostrard uma solucdo geral
ndo-singular com trés dos cincos coeficientes da solucdo geral do problema

gradiente: {C,, C; , Cs} provenientes da solucdo da equacdo diferencial de
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equilibrio em termos do potencial de Marguerre (1—g*V?)V*® =0, tanto para a
andlise 2D como 3D. Obtido @, a solu¢do fundamental é determinada por

—8 q)kk —CI) (3-92)

2(1-v)
3.3.1. Analise 2D

A solu¢@o fundamental em termos do potencial de Marguerre é dada por

® (r)=C (r*/4+g*)+C [In(r)g +r2(ln(r)—1)/4]—C3 In(r)
+C4 +C5K0(r/g)+CGIO(r/g)

Com o objetivo de visualizar as novas singularidades apresenta-se o

(3-92)

desenvolvimento em série dos pardmetros de interesse em funcdo dos coeficientes

por definir {Cz,C3,C5} (os outros coeficientes ndo sdo relevantes) e dos

A 21 . L] ~ ~
parametros algébricos conhecidos Dl.n’l’ que sdo funcdes das constantes

constitutivas {lL,V, g }, a seguir

u, =D H(C, ~C +8°C,)a/r*)+ D (=C_ +7C,)In(r)+ D} 3C +Di*C In(r)r? +O(r*)

im

uy, =D (C, —C, +°C,)(a/r3)+ Dl (=C, +g°C,)(2/r)+ D 3C In(r)r + Di04C r +0(r?)
Ty =D (C,=C, +8°C)(a/r)+ D2 (=C, +g°C,)(a/ )+ D} 3C, In(r)r + D} 4C (1) + O(r3)

jim jim jim jim

T = ““(C -C,+g°C, )(1/r")+D’R2(—C +8°C )(a/r? )+D‘R3C51n(r)+D;‘:l"CS+O(r )

jim

Mo = DEDI(C, =C +8°C)(a/r*)+ DI (=C, +gC,)(a/r*)+ D3C, In(r) + DEAC, +0(r?)
]J.km— :le(c -C +g1C Wa/r® )+D”R’( C.+g’C DIEVAS )+D“R3C (1/r)+D“R“C (r)+0(r?)
6 =D7*C (1/r )+D°*C (1/7)

ok _D"Rlc LG/ 4>+D"R2c (1/r?%)

jm jim jim

kjim k;lm

(3-93)
As integracOes das forgas no contorno de uma circunferéncia sao:
fcﬂmn}dl“ =2unC,3,, (3-94)
Johndr=—c,*%s, (3-95)
. 2y 2UTC T
f}ikﬁmn}.nkdr = { (C5 —g Cz)L— C, M—zln(r)r +
r g
(3-96)
Cs(zln(Zg)—z'Y ) r—l—O(r3) ]»
2 T T
J uzimninkdrz{—<c5—g c2>%—c E+o¢ >} (3-97)
r g

3.3.2. Analise 3D

A solucdo fundamental 3D em termos de potencial é
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_ 2 2 1,8 1 P/
<I>O—C1(r /6+g +C2(2r+r2) rC3+C4+C5 e (3-98)
O desenvolvimento em série dos parametros de interesse em funcdo dos

coeficientes por definir { C,,C,,C,} e dos parametros algébricos conhecidos Dg;j

, funcdes das constantes constitutivas { l,V, g }, se apresentam a seguir

u’ =D:‘;”(—C3+C5+g2C2)(1/r3)+D *(C,+gC )G/ )+DY *C +D; “4C RENICR

up, =DpH(=C +C, +g°C )/ r*)+ D (C, +g°C,)(a/r*)+ Dy 3C +Dit4C r+0(r?)

*

Tim =D (=C 4+ C, +8°C )2/ r*)+ D} (C, +g7C)(2/r?)+ D} 3C, + D 4C r+0(r?)

jim jim jim

T =Di(=C,+C, +£°C,)a/r*)+ D (C, +8°C,)(a/r?)+ D3C +0(r)

jim jim jim

H;’im = (- -C,+C +g2C Ya/r5)+ D~

k}lm 2(C +g2C Ya/r3)+ D

Rjim kﬂmC (1/r)+Dkme +0(r?)

Wi = DES(=C,+C +g7C )/ r® )+ DERA(C, +£°C )/ r*)+ DEEAC (1 /r?) + O (r°)

o’ =D%%C ,Ga/r ")+D°*1c (1/r%)

jim jim

oR =poRac L/ 5)+DSR2C (1 /r3)

jim jim jim

(3-99)
As integracdes das for¢as no contorno de uma esfera séo:
f G]mn]dl“ = —4C,umd, (3-100)
o, ndl =C, Sur —9,, (3-101)
r

8umn

3

f”:ﬁm”;"hdr = {(CS +¢°C,)
38 g

_Csﬂrz +C, u_’f’g +O(r4)}8im (3-102)

24un

J uﬁimn;nkdrz{ O _ngruo(r")}&m R

g* 8

3.3.3. Observacoes da solucao fundamental geral
Como j4 se tinha adiantado na secdo da solucdo fundamental da EG
existente na bibliografia, a solu¢do fundamental considerando todos os

coeficientes iniciais aumenta a singularidade de todos as tensdes, em ©.

jim
aumenta a 1/r3. A incorpora¢do de novos coeficientes na solu¢do fundamental

incrementa a singularidade dos tensores relevantes na montagem das matrizes
generalizadas de H e U* e ndo acrescenta valor a versdo desenvolvida por Polyzos

et al [13].
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