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Barra de trelica na EG

Aifantis et al [7] desenvolveu o elemento de trelica da elasticidade gradiente

e resolveu o problema estdtico e de vibracdo longitudinal considerando um estado

de deformagdes unidimensional, u, =u, =0, aplicado na equacdo tensdo-—

deformacdo (2-32). Posteriormente Tsepoura et al [1] resolveu o problema

dindmico utilizando equacdes através de uma variante da elasticidade gradiente

. . . ~ L . 2
que considera duas constantes constitutivas ndo-cldssicas: g~, a constante da

energia de deformagio volumétrica e ¢/ a constante de energia de deformagio
superficial, cujas equacdes foram utilizadas inicialmente por Vardoulakis e Sulem
[11] quem utilizaram como referéncia os trabalhos de Casal [32]. No estudo feito
no presente trabalho de tese foi encontrado que a constante ¢ pode gerar solu¢des
irregulares em configuracdes geométricas especificas dos elementos estruturais.
Por exemplo, uma trelica carregada simetricamente, com condi¢des de contorno
simétricas ndo ddo como resultado um sistema de forcas internas nem de reagcdes
simétricas. Quando a constante ¢ =0 entdo a elasticidade utilizada por Tsepoura é
idéntica a elasticidade de Mindlin e simplificada por Aifantis, a qual € utilizada na
totalidade do presente trabalho. Ainda assim € considerada nesta secdo a

participagdo de ¢ para efeitos ilustrativos.

8.1. Equacao tensao—deformacao

7

Este problema € resolvido considerando um estado de deformacdes,

u,=u;=0 ou £ =¢ =u_ oOU simplesmente e=u". Todas as demais

2 xx

7z

componentes do tensor de deformacdes sdo consideras nulas, isto é,

E_=E_ _=E _=E =€ 2831:82328

227 %33 7 ©12 T %21 T ©13 320, Aifantis [7].

Aplicando estas consideracdes na equagdo tensdo-deformacio (2-32) obtém-

se de acordo a Aifantis [7]:
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o=1_-u_  =(A+2u)(E—g"u")=EW'-g*u") (8-1)

111, 1

8.2. Aplicacao geral da formulacao num elemento de trelica.

Como se apresentou no capitulo anterior a equacdo diferencial bésica de

uma barra de trelica sem forcas de massa é dada por

*

2 % _ _
u,xx —& u,xxxx =0 (8 2)

cuja solucgdo geral €

u'=C +C,x+C e/ E+C e/ (8-3)
Por outro lado, se pode construir a solu¢do fundamental da solucdo anterior
como
W= . (]x—§|+e_|x_§/g|g)1)* + "R sgn(x—é)(l—e_'x_a/ﬂ)R* (8-4)
2EA 2EA

A qual se apresenta em termos da forca cldssica pontual Pea forca dupla
pontual R*. O termo /¢ da solucdo (8-3) no estd em (8-4), a medida que

lime”#=co para x>0 deve ficar garantida a continuidade da elasticidade
&0

cldssica. Outra légica que conduz 4 conclusdo que C3 =0 em (8-3) é que o

* . .
deslocamento cldssico dado por u =C_ +C x deve atingir-se quando x —>c0. O

gradiente do deslocamento € dado por

n nn
*___ 4 _ _ =E/g ) p* 9 R x-&/g p* _
4 ="3FA sgn(x E_,)(l e )P + SEA ¢ R (8-5)

A

05 PR N

-1

Figura 18 mostra as forcas P'e R*para a aplicagdo da for¢a em § =1, para

E=1, A=1, g=0.2.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821356/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821356/CA

111

05 PR N

\
Vg (R =1
)

Figura 18. Grafico de u” e q* das equagdes (8-4) e (8-5)

A equacgdo (8-4) combina os termos da solugdo geral de (8-3), para C3 =0
de tal jeito que cumpre-se a partir das equacdes (8-4) e (8-5) o principio de
reciprocidade u (R")=q (P"), visto que «"P e ¢ R"tem o significado de

trabalho mecénico. Além se pode obter de (8-4) e (8-5)
W (=)= -5 p"
2EA (8'6)
1 *
2EA R
Os deslocamentos em (8-4) e o gradiente de deslocamento de (8-5) pode ser

§ (=8 n =n=1)=

. s . ~ s . * * .
expresso em termos de forcas nodais classicas e ndo-classicas P e R aplicadas

nas extremidades da trelica do seguinte jeito

*

P
1
u* 1| X=X +e(H‘)/gg 1—e(x_x’)/g x, —x+e(x~x2)/ gg 1—e(H2)/ 8 Rj (8-7)
* (T SFA X=X X=X xX—x XX * -7
q >E (1—e( )/g)nq ol )/gnq /g (—1+e( )/g)nq _¢ 2)/gnq /g )
RZ
A solugdo geral pode expressar-se como
Py
* * R * R *
“* — *ul ;;1 *uz 1':2 Ri (8-8)
q ul,xnx ul,x x u2,x x uz an Pz

A matriz de deslocamento U " pode ser construida da equacdo anterior para

realizar transformacgdes nodais:
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u, g o) L+ L/gg 1—e /8 P1*
9| _ o) -1/g 1—e7L/28 e_L/g/g R, (8-9)
w | |[L+el/8g 1-7L/8 P
5 e g e g 0] 5
q, 1-eL/8 e_L/g/g o} -1/g R:

ou simplesmente
d:U*P*
La tensdo de Cauchy, a tensdo dupla e a tensdo total sdo expressas

respectivamente como

*__ 1 _ g )pr T k-8/g *
T 5 sgn(x é)(l e )P + 22 e neR
*__ 8 AE/gpr_ 1 ey, /g p* )
w A ¢ P A sgn(x E)e npR (8-10)

*

1
c Z—Jsgn(x—zj,)P*
A figura seguinte mostra os graficos das forcas trés forcas anterior
. * ., .
correspondente a forcas cldssicas e duplas P* e R unitdrias e E=1,

E=1, A=1, g=0.2.

05 —0

\
17 e

VATR =1) )
' WR =Dy o'(P =1)
p(P =1

05 '

Figura 19. Gréfico de T, u*e ¢ da equagao (8-10)
A tensdo de Cauchy, as tensdes duplas e as tensdes totais podem também

. . 7, . ~ , . * *
ficar expressas em termos das forgas nodais cldssicas e ndo-classicas P e R

respectivamente aplicadas nas extremidades do elemento da treliga:

* X =X X =X X=X X=X P*
‘E e( : )/gg_1 _e( —x)/g 1_e( /8 e( /g Rl*
o1 | (=)/g (x,—x)/g _ G=x)/g (x—x,)/g 1
u* SEA e g e e g e P*
c -1 o 1 o 2
R2

(8-11)

ou também
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*
* * * P
U I I A A A N IS
* * R
_ R * R
T T T TR T R (8-12)
* * R * R P2
o' [o] o o, o] |z
2

As forcas no extremo da barra podem obter-se através das expressoes

* * * * .« . . .
P. =6, n.P e R, =u. n.R_ que matricialmente para os dois extremos ficam

i jim i m jim™j
como
P, Oym Oum Symp Oymp || By
* R * R *
Ryl oMy Bymmy By Mymmy | R, (8-13)
* R * R *
PZ Glrnr Glrnr Gzrnr G2Tn7' P2
* R * R *
R2 ernr “:Lrnr MZT”T lJlZTnT R2
A matriz H é dada pela expressao
A B C * * ’ —2 *
| H'+H" H _ F($jin1'1juimdr+ Irukjintjnkuim|]| dr’ Ir“kjinnjnkuiqdr
| HARHPRHS || [ oR dr+ J' Rtnu | J|‘2drj' R dr’ (8-24)
r jinnjuim Fukjin jnkuim rukjinnjnkuiq
resulta na versdo trelica do seguinte jeito
[ % * ] Mo * T
Gllnl l'lllnl Glrnr l'Llrmr
R “n[1 o o o] |oR “n o o1 o0
H=A Gllnl u’zlnl + 17 u’2rnr
B : “nlo 1 0 0 : N 0 00 1 (8-15)
Gzlnl M1lnl L Gzrnr ulrnr L
R * R *
1O Moy 1G,,n, H,n |
que da como resultado final
1 -g -1 —e_L/gg
1 0 1 0 eL/8
H_E “L/g (8-16)
-1 —e g 1 -8
0 eL/8 ) 1
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8.3. Equilibrio estatico de uma barra de trelica EG

Se for aplicada a equacg@o de equilibrio (2-34) considerando forcas de massa

de segunda ordem nulas e s6 uma forca de massa longitudinal cléssica
ﬁ =q(x) /A sendo as demais também nulas entfo se obtém,

G +q(x)/A(x)=0 OU (8-17)
AE (u'—g"u")+q=0 (8-28)
cuja solucdo homogénea é

*_ o (=x/g) (x/8)
u =cpe +c2e +c3x+c4 ou

(8-19)
R R/ S | e, 1"
8.4. Condicoes de Contorno
As condicdes de contorno sdo dadas pelas cldssicas:
P(x=0)=P’
(x 0) 10 e/ou (8-20)
P(x=L)=P,
sendo
P(x)=ABW —g*u”) (8-21)
e/ou
— ) =0
u(x—o) ut (8-22)
u(x=L)= u,
mais as condi¢des de contorno ndo-cldssicas
R(x=0)=R’® e/ou
o (8-23)
R(x=L)= R;
sendo
R(x)=AB'—g*u")=R(x)=—AEg"v paral=0 (8-24)
e/ou
o
=Q)=
q(x=0)=q, e/ou (8-29)

q(x=L)=q;
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8.5. Matriz de rigidez de uma barra de trelica-EG

Dumont e Huamén [42]-[44] tem desenvolvido o problema da determinacao
da matriz de rigidez estdtica de uma barra de trelica através da uma ligeira
modificacdo do método hibrido de elementos de contorno resolvidos por
Adenilson [27] e Prazeres [12] nos parametros cinemadticos, acrescentando um
grau de liberdade ndo-cldssico em cada extremo da trelica. Na Figura 20 mostra—

se com linhas descontinuas os graus de liberdades ndo-classicos ¢ =u p_, com

linhas continuas os graus de liberdades cldssicos « e os vetores normais em cada

extremo da barra que representam o contorno da estrutura.

- > —> — ->
di, p1 &, p dz, p3 da, pa
(a)
-«— —
i N2
(b)

Figura 20. (a) Sistema de coordenadas da matriz de rigidez: gdl. classicos (setas linhas
continuas) e nao-classicos (setas linhas descontinuas); e (b) definigdo do dominio Q, os

contornos T'y, I'> correspondentes aos cossenos diretores ny e 12 do elemento.

A seguir a matriz u* € definida para o calculo dos termos que serdo
utilizados na formulacao hibrida do problema:

. uz /8 5/ 8) x 1 86
i R I O IV T (8-26)

3 3
De (8-26) o deslocamento generalizado de uma barra pode entdo ser

EXpresso como:

u u u, u, u3 u4 e e s @
u = = = ox * * =u -27)
(x) [qﬁl{xﬂj [ } TS § - P

*
u ul u2 u3 u4

onde p* =[p":, p*2, p'3, p*4 17 pode ser interpretado como um vetor base de um
sistema interno auxiliar de coordenadas distinguido pelo simbolo (*). As forcgas

internas podem ser expressas como

a _ 282 * * *
MZAE Yoo T8l
3

u * * *
R 2 ) 53 4 |p=AED,upt (828)
Eéx +g25x u, u, u u4
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Entdo, o sistema de for¢as interna pode escrever—se como

P * %

{ }=AEN P (8-29)
R

onde N" = Duu* eD  pode considerar-se como um operador diferencial

matricial. Para o caso da elasticidade gradiente de Aifantis ¢ = o, agora fica
indicada apenas para a apresentacdo de um exemplo ilustrativo na aplica¢do de
problemas simples de tensdo axial.

Para o célculo da matriz H apresenta—se a seguir a determinacdo dos termos

requeridos:
N.=N| N=N
x=0 x=L
* * * *
u =y =u | P =up (8-30)
_ _ * *_ * *
u2 _u‘x:L —u =L P _uz P

E possivel caracterizar um sistema vetorial de deslocamentos de todos os

graus de liberdade da barra mediante as seguintes matrizes de transformacio de

coordenadas e a consideracdo de cossenos diretores e 1,

[

N
Il
Z
[o ]}
S
Il
|
R
o
| |
[¢]
B
=

Q. Q. Q. Q.
w

(8-31)

A conhecida matriz de transformacdo de deslocamentos H € definida

como
o (1+//g) o f-eL/‘g/g+eL/g
. . —0 —le7L/8 fgyel/8
H=NTn,N, N N, =aE| © G778 0 =l /are g o)
-1 —/ 1 /
0 0 0 0
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A matriz U*=|:u1} ¢ utilizada no método hibrido simplificado de
u
2

contorno desenvolvido por Dumont e Chaves [45] a través da relacdo
U'p =d-df (8-33)
Onde d corresponde ao vetor de deslocamentos nodais incGgnitas do

problema, o vetor df representa os deslocamentos nodais vinculados a uma

solucdo particular. A matriz de rigidez é calculada como

S g(C-1) =S g(C-2)
K=gTU™" = % | 8C-1) gCL-g"S g(C-1) g(gS-L) ©-34)
) -g(C-1) S —g(C—1)

g(C-1)= g(gS-L) -g(C-1) gCL-g°S
sendo B=S+2g/L-2gC/L, S=sinh(L/g), C=cosh(L/g). O posto das

2

matrizes He H' é 1 e é dado pelos campos nulos W que representa o

deslocamento de corpo rigido horizontal da barra e V que representa o sistema de
forcas inadmissiveis do elemento que fisicamente corresponde ao sistema de

forcas que ndo estd em equilibrio.

W="/(1 0o 1 o)T (8-35)
V=0 o o 1>T (8-36)

8.6. MEF com elementos de trelica EG

Na Figura 21 mostra—se um patch conformado por dois elementos finitos de

trelica EG,
A=1.0
, ,
_’ B
O O L=1.0
- - -—D 910.38
oL ‘ (1I-a)L o=0.6

Figura 21. Sistema de 2 EF-EG tipo treliga, 6 gdl: 3 classicos (setas linhas continuas) 3
nao-classicos (setas linhas descontinuas).

cujas matrizes de incidéncia sdo mostradas a continuacdo fazendo €nfases nas

sinais negativas dos termos nao-classicos
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1 0 0 0 0 O O 0 0 O1 O

0O 1 0 O 0O o O 0 0 0O 0 —1
A1= , A2=

0O 0O 0 0 1 O O 01 0 0O O

0O 0O 0 0 0 1 0O 0 01 0 O

A matriz de rigidez global pode ser obtida através da expressao:

K, = ;A? KA,

A qual resulta

10.0164459 -2.5049338 -10.0164459 -2.5049338 0 0
-2.5049338  1.0401853  2.5049338  0.4627749 0 0

118

(8-37)

(8-38)

-10.0164459 2.5049338  40.0875372  -3.0092845 -30.0710912 5.5142182
-2.5049338  0.4627749  -3.0092845  2.5367625  5.5142182  -0.7091101
0 0 -30.0710912  5.5142182  30.0710912  -5.5142182
0 0 55142182  -0.7091101  -5.5142182  1.4965772

cuja condensacgdo estdtica é

o
KC - Kee _KeKi Kei
que reduzindo os gdINC internos da matriz em questio resulta em
29236097  -0.9618049  -2.9236097  0.9618049
Ko= |09618049 07003696 09618049 02614352

-2.9236097 0.9618049 2.9236097 -0.9618049
0.9618049 -0.2614352 -0.9618049 0.7003696

(8-39)

Se esta matriz € comparada com a matriz analitica de comprimento L=1

resulta numa norma de erro satisfatéria dado por

4
pACRYS

iyj=1

3ty

i,j=1

erro[K] = =0.20286e-18

A mesma analise foi feita com 4 elementos:

(8-40)

1 2 3 4 5
O O
0.1 0.2 0.3 e 0.4 A=1.0
E=1.0
L=1.0
g=0.38
Incidencia
1 2 3 4
Inc =
2 3 4 5

Figura 22. Sistema de 4 EF-EG tipo treliga como 10 gdl, 5 classicos e 5 nao-classicos, 2

gdl em cada né.
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cuja matriz de rigidez global resulta

[1744.8 -86.7 -1744.8 -86.7 [t} o 0 o o
-86.7 5.8 86.7 2.9 0 o 0 0 0
-1744.8 86.7 1967.4 65.0 -222.6 -z21.8 0 o o
-86.7 2.9 65.0 8.7 21.8 1.4 0 0 1}
Kg: 0 0 -222.6 21.8 290.8 12.0 -68.2 -9.7 a
[t} [t} -21.8 1.4 1z2.0 4.9 9.7 1.0 o
0 0 0 0 -68.2 9.7 98.2 4.2 -30.1
0 0 0 0 -9.7 1.0 4.2 3.5 5.5
0 0 0 0 0 o -30.1 5.5 30.1
0 0 0 0 0 o 5.5 -0.7 -5.5

Depois de fazer a condensagdo estitica dos graus de liberdades internos se
obtém também o erro satisfatorio resultante de compara—o com a matriz analitica

de comprimento L=1:

PG

ij=t

>0y

irj=t

erro K] = =0.20286e-18

8.7. Problema exemplo de tensao axial na EG

Considere-se o problema mostrado na Figura 23(a) com duas forcas
gerando tensdo numa barra de se¢do constante e considere—se o sistema de
coordenadas mostrado na Figura 23(b) Mostra—se também os diagramas de forcas
tipicas ndo-cldssicas e cldssicas.

O problema simples de uma barra sujeita a uma tensao axial deve assegurar
por equilibrio que —p.=p5 =P € que os deslocamentos nodais sejam também iguais,

isto € —d1=ds= D, pela simetria da configuracdo geométrica do problema.

> ————————— -a-’->
Forga de Segunda Ordem d,p d,p dy, py %> Pa
ou Forga Dupla
(b)
i |
Tensdo Axial
CARREGAMENTO AXIAL @
a
CONSTANTE

Figura 23. Problema de tragao no elemento tipo treliga EG.
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Para o sistema de coordenadas mostrado a solu¢do ao problema mostrado
em (8-19) reduz—se por simetria a
u=c, (ex/g —e /8 )+ c,X (8-41)

Em geral, este problema de tensdo axial na elasticidade gradiente
diversifica—se em fun¢do das condi¢cdes de contorno ndo-cldssicas e as grandezas
ndo-cldssicas internas que elas geram, e possui uma particular influéncia no
pardmetro constitutivo vinculado com a energia de deformagao superficial £ .

As Unicas alternativas aqui sdo considerar como condi¢des de contorno nio-
classicas os parametros associados com os deslocamentos de segunda ordem, que
no presente caso coincidem com a deformacio axial, ou a determinacdo das forcas
de segunda ordem R no contorno. Na literatura (Ainfantis et al [7], Tsepoura et al
[1]) € utilizada a primeira op¢do definindo deformacgdes prescritas no extremo de
uma barra engastada.

Aqui foi escolhida a condi¢do de simetria das forcas de segunda ordem
extremas, ou seja, p.=—p, além da condi¢do de contorno cldssica —p.=p3=P.

A solucdo ao presente problema é

P | —gsinh(x
u(x) = EA{ cish( L(/Z/gg)) * x}
A solugdo é independente da constante da energia de deformagéo superficial

(8-42)

¢ considerada na teoria utilizada por Tsepoura et al [21]. Ou seja, as solu¢des de
deslocamentos cldssico de Tsepoura e Ainfantis aqui coincidem; a forca nao-
cldssica R € dada por
R(x)=AE(/W' - g*u")

=—(cosh(¥,) / cosh(%,)— gsinh(,) / cosh(%, )+

cujos graficos mostram na Figura 24 a sensibilidade aos dois pardmetros

(8-43)

constitutivos ndo-cldssicos, sendo ¢ a constante que gera configuracdes nio

simétricas em um problema simétrico. Devido 4s respostas obtidas pode-se

afirmar a inconsisténcia de ¢ para resolver o presente problema.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821356/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821356/CA

121

/L =036

02— B4
NN

01

-
(@
£=0,g/L=[0.01..036] g/L=o0.a,/=[o..g] g/L =0.3,{ =[o0...g]

Figura 24. Sensibilidade da forga de segunda ordem R 4s constantes ge /

O resultado do deslocamento cldssico e o deslocamento ndo-cldssico, que no

presente caso também corresponde a deformacdo longitudinal, mostram—se na

Figura 25. independentes do parAmetro /.

Deslocamentos #(x) Deformacio ou deslocamento NC

u

g/L =025,

] 0.4 02 0 02 0
@ V¢g/L=[0.01..0.25] @ VY{¢g/L=[o0.01..1]

Figura 25. Sensibilidade dos deslocamentos u(x) e as deformagdes a constante g

A elasticidade gradiente oferece a alternativa de definir neste tipo de
problemas uma distribuicio de deformagdes prescrita tal como e mostrado na

Figura 26 através de um quociente entre a deformacio central a extrema.
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Figura 26. Condig¢ao de contorno baseada uma distribuicdo de tensbées determinado por
=g /€,

A Figura 27 mostra os resultados gerados pela condi¢do de contorno
mostrada na Figura 26 para 3 valores diferentes de « gerando distribuicdes de
deformacdes fisicamente mais significativas que o caso anterior onde as

deformacdes extremas ficavam ndo convencionalmente iguais a zero.

(a) =03 (a) a=0.5 (a) a=0.8

Figura 27. Resultados da deformagao longitudinal numa barra de treliga sujeita a uma

condigéo de contorno determinada pela relagdo O=E€f /SM


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821356/CA




