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8. O teorema de Lagrange
8.1 O enunciado do teorema

Esse teorema refere-se as chamadas Irracionalidades Quadraticas, que s&o
nUmeros irracionais, raizes de uma equagdo do segundo grau com coeficientes
inteiros. Vejamos o enunciado do teorema:

“Seja aeR\Q. A fracdo continua [ay; a4, a,, ...] de a é periddica a partir de um
certo ponto, se e somente se, existem A,B,C € Z; A#0, tal que Aa?+ Ba + C =
0. (Isso equivale a dizerque @ =7 ++scomrseQ,s>0,s ¢ Q)”

8.2 A prova do teorema 8.1
Conhecemos a formula exata para a:

g = Znt1Pn + Pn-1
In+1qn + qn-1

Isolando a,, .4, temos:

Py _ Pn-1— Qqn—1
e aqn — Pn

[ag; aq,a,, ...] € periddica a partir de um certo ponto se, e somente se, existirem
inteiros positivos n e r, tais que a, 4, = a,, Vn = n,.

Sejam m =ny , K =ny+r >m.

Temos amy1 = [ame1; Gmrz 1 = [@marsts Gmarizr ] = Gmarir = Apgn

Pm-1— @Qm-1 _ a — _ Pr-1— Ak
S0my1 = 01 = ——— — —
Aqdm — Pm aqr — Pk

Multiplicando em cruz, teremos uma equacgédo do 2° grau em a:

(@mk-1 = Gm-19K)2” + (@m-1qk = Pk-19m)@ + Pmk-1 — Pm-1qx = 0.
Devemos mostrar, evidentemente, que esta equacao ndo é degenerada. Temos
Gmk—1 — Gm-1Gx # 0, sendo 1=t = dm=1
dk dm
irredutiveis como vimos na prova da proposicao 6.1.2.

, absurdo, pois essas fragdes sdo

Falta provarmos a volta, ou seja, se a for uma irracionalidade quadratica entdo a
fragcdo continua € periddica a partir de um certo ponto.
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Seja Aa? + Ba + C = 0, onde « € R, e considere a formula exata para a que vem
An+1PntPn-1
an+19ntdn-1

n+1PntPn-1N2 +B (an+1pn+pn—1

a
teremos A
(an+1Qn+Qn—1 In+19ntqdn-1

das fragdes continuas, @ = . Substituindo este valor na equacao,

) + C = 0, o que ird implicar,
em uma equacdo do segundo grau com coeficientes em funcédo de n, ou seja,
Apni1? + Bpanyq + C, =0, com

A, = Apnz + Bpnqn + CQnZ
B, = 2Ap,pp-1 + B(pnCIn—l + pn—lQn) +2Cqnqn-1 ©

Cp = Apn—l2 + Bpn-1qn-1 + an—l2 =Apn4

Queremos provar que existem m e k inteiros positivos, m < k, com a,,,; =
ar4+1,0U seja as fracBes continuas devem ser iguais, [@mi1; Amazs -] =
[ak+1; Aks2, -], O que implica que a,,.r = axyr Vr =1 0U Seja, a, = a, +
(k —m),vn > m+ 1. Para isso é suficiente mostrar que existe M> 0,vn € N,
onde A,,B, eC, sdo limitados por M, ou seja, 0 < |A,| < M,|B,|<M e
|C,| < M, pois assim, encontrando um namero finito de coeficientes A,, B, e C,.e
consequentemente um namero finito de possibilidades para as equacdes com duas
raizes, estaremos determinando um numero finito para «,_,, € como temos um
numero infinito de n’s, teremos que repetir o mesmo valor duas vezes. Isso mostra
que a fracdo continua é periodica a partir de um dado valor de n. Vejamos 0s

calculos a sequir.

Seja @ € R tal que AX* + Bx + C = A(X - a)(x - @). Substituindo x por Z—”,

bn
dn

teremos: |A(Z—:)2+BZ—:+C|=|A(Z—:—a)(2—:—d)|=|A||a—z—: a—"rl <

A

qn?

. Mas, pela desigualdade triangular, |d —Pn

Adn

5 — Pn

Sld—a|+|a—5—" <

Adn n

IA

|&@ —a| +1, pois note que Z—”<qi2§1. Entéo, |A(Z_n)2+BZ_n+C

|A|
qn?

Cqn?l < Al (la — @] + 1).

(la — @| + 1). Multiplicando tudo por g,?%, temos|A,| = |4p,? + Bp,qn +
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Do mesmo modo, |C,| = 14,-1] < |A|(Ja — &| + 1). O discriminante dessa

equacdo seré:

an —4A4,C, = (BZ - 4AC) (PnGn-1 — pn—lQn)Z = B? —4AC
1

M2

B,? = 44,C, + B> — 4AC < 4A4%(||@ — a| + 12| + B2 — 4AC

M:\/4A2(||& —a|+1%2|+ B2 —4AC. Para esses valores de M o0s

coeficientesA,,, B,,eC,, sdo limitados,menores que M.

Note que A4, # 0, pois 4,, = qnzA(Z—: — a)(Z—: — &). Como « é irracional, e @ =
_TB — a, também serd irracional. Além disso, Z—: € Q, portanto, 4, # 0

8.3 Exemplos

aQa=[1111,..]

Noteque a =1 + é ou seja, a? — a — 1 = 0 e, portanto, pegando a raiz positiva,

1+/5 , , .
temos a = T, que € 0 numero de ouro, da razao aurea.

b) B =1[2;222,..]

Note que S = 2+%, ou seja, 2 —2B —1 =0 e, portanto, pegando a raiz

positiva, temos B =1 +V2 =V2=—-1=[1;2,2,2,...]
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