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Resumo

Penchel, Rafael Abrantes; Bergmann, José Ricardo; Moreira,
Fernando José da Silva. Sintese de Antenas Refletoras Uti-
lizando Secoes Conicas e Superficies Quadricas Confocais.
Rio de Janeiro, 2014. 243p. Tese de Doutorado — Departamento
de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

O presente trabalho propoe técnicas numéricas para a sintese de
antenas refletoras que utilizando secoes de conicas ou superficies quadricas
confocais. Para tal, utilizando os principios da Optica Geométrica, foram
desenvolvidos algoritmos capazes de sintetizar as superficies refletoras
desejadas. Sao analisadas duas geometrias distintas: a antena duplo-refletora
com cobertura omnidirecional e a antena refletora offset com um tnico
refletor. No primeiro problema, é apresentado um método alternativo para a
sintese geométrica de antenas duplo-refletoras com cobertura omnidirecional
e diagrama de radiagao arbitrario no plano de elevagao. O subrefletor é
um corpo de revolugao gerado por uma unica secao conica e o refletor
principal modelado é gerado por uma série de segOes conicas locais
sequencialmente concatenadas. Para ilustrar o método, duas configuragoes
axialmente simétrica sao sintetizadas para proporcionar diagramas de
radiacao uniforme ou cossecante ao quadrado no plano de elevacao. Os
resultados sao validados por uma técnica hibrida baseada em Casamento
de Modos e o Método de Momentos. No segundo problema, é investigado
um procedimento numérico alternativo para a sintese geométrica de antenas
refletoras offset com diagrama de radiacao arbitrario na regiao de campo
distante. O método usa superficies quadricas confocais com eixos deslocados
para representar localmente a superficie modelada. Nesta abordagem, um
operador nao linear deve ser resolvido como um problema de contorno.
Para ilustrar o método, sao apresentadas antenas modeladas para prover
diagrama de radiacao Gaussiano em contornos de cobertura circular, eliptico

e super-eliptico.

Palavras-chave
()ptica Geométrica ; Antena refletora ; Antena omndirecional ; Antena
offset ; Segao conica ; Superficie quadrica confocal ; Equagao de Monge-

Ampere .
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Abstract

Penchel, Rafael Abrantes; Bergmann, José Ricardo (advisor); Mor-
eira, Fernando José da Silva. Synthesis of Offset Reflector An-
tennas Using Conic Sections and Confocal Quadric Sur-
faces. Rio de Janeiro, 2014. 243p. Tese de Doutorado — Departa-
mento de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Catolica do
Rio de Janeiro.

This work proposes numerical techniques for synthesis of reflector
antennas, using conic sections or confocal quadric surfaces. Under
Geometrical Optics principles, algorithms to shape desired reflective
surfaces have been developed. Two different geometries have been
considered: omnidirectional dual-reflector antenna and single offset reflector
antennas. In the first problem, it was presented an alternative method
for synthesis of omnidirectional dual-reflector antennas with an arbitrary
radiation pattern in elevation plane. The body-of-revolution subreflector
is generated by a single conic section, while the shaped main reflector
is generated by a series of local conic sections, sequentially consecutively
concatenated. In order to illustrate the method, omnidirectional axis-
displaced ellipse (OADE) and Cassegrain (OADC) configurations are
synthesized to provide uniform or cosecant squared radiation pattern in the
elevation plane. The GO shaping results are validated by a hybrid technique
based on Mode Matching and Method of Moments. In the second problem,
an alternative numerical procedure was investigated for the geometrical
synthesis of offset reflector antennas with an arbitrary radiation pattern in
the far-field region, according to geometrical optics. The method uses local
axis-displaced confocal quadric surfaces to describe the shaped reflector.
In this approach, a nonlinear operator must be solved as a boundary
value problem. To illustrate the method, we have chosen several offset
configurations with circular, elliptical and super-elliptical contour coverage
and Gaussian power density. The results were validated by the physical

optics approximation.

Keywords
Geometrical Optics ; Reflector antennas ; Omnidirectional antennas ;
Offset antennas ; Conic sections ; Confocal quadric surfaces ; Monge-Ampere

equation .
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O esforco € grande e o homem € pequeno.
Fu, Diogo Cao, navegador, deixei

Este padrao ao pé do areal moreno

E para diante naveguer.

A alma € divina e a obra é imperfeita.

Este padrao sinala ao vento e aos céus
Que, da obra ousada, € minha a parte feita:
O por-fazer é s6 com Deus.

E ao imenso e possivel oceano

Ensinam estas Quinas, que aqui vés,

Que o mar com fim serd grego ou romano:
O mar sem fim € portugués.

E a Cruz ao alto diz que o que me hd na alma
FE faz a febre em mim de navegar

So encontrard de Deus na eterna calma

O porto sempre por achar.

Fernando Pessoa.
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1
Introducao

1.1
Contextualizacao do Problema

Inspirado em conceitos da éptica conhecidos desde a antiguidade classica,
os refletores parabdlicos metalicos comegaram a ser empregados em sistemas
telescopios apenas no final do século XVII. Algumas geometrias especificas,
como a Cassegrain e a Gregorian, tém nomes dos tipos analogos aos telescopios
inventados pelos astronomos. A primeira antena refletora parabdlica da historia
foi construida em 1888 pelo fisico alemao Heinrich Hertz [1]. O refletor era
feito de chapa de metal de zinco, tinha uma abertura de 1,2 metros de largura,
distancia focal de 0,12 metros e operava em 450 MHz. Hertz demonstrou com
sucesso a existéncia das ondas eletromagnéticas, fato que havia sido previsto
por James Clerk Maxwell anos antes [2].

Na segunda metade do século passado, auge da Guerra Fria, as tecno-
logias comunicagao via satélites apresentaram grandes desenvolvimentos. O
primeiro grande passo foi dado em outubro de 1957, quando a extinta Uniao
Soviética colocou em oOrbita o Sputnik 1, primeiro satélite artificial operando
em baixa Orbita para transmissao sinais em HF (High Frequency — 3 a 30
MHz). Desde entao, deu-se um progressivo desenvolvimento em diversos cam-
pos importantes para esta nova forma de comunicacao, tais como, tecnologia
de transistores, circuitos de micro-ondas e antenas refletoras.

Com a larga expansao dos servigos de telecomunicacoes na segunda me-
tade do século passado, o espectro tornou-se um recurso extremamente concor-
rido entre os prestadores de servigos, ficando evidente a necessidade de maior
eficiéncia no uso deste bem que é escasso e finito. Nesta direcao, intimeras fai-
xas de frequéncias passaram a ser utilizadas pelos operadores simultaneamente,
gerando problemas de interferéncia entre estagoes que operam no mesmo ca-
nal, a interferéncia co-canal, além das interferéncias provenientes dos servigos
alocados nas bandas adjacentes. Muito se fez no que concerne a mitigacao de
interferéncia produzida por canais adjacentes, sendo desenvolvidos filtros cada
vez mais seletivos e possibilitando maior eficiéncia no aproveitamento das fai-
xas destinadas a cada servigo.

Pensando na interferéncia co-canal, alguns artificios podem ser empre-
gados para minimizar o problema. A opcao mais simples é reduzir a EIRP

(Effective Isotropically Radiated Power) do sistema e, consequentemente, re-
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duzir a regiao de cobertura. Além de pouco eficiente, esta técnica, na maioria
dos casos, gera dificuldade de recepcao pelo usuario e perda na qualidade do
servigo prestado. Outra possibilidade é aumentar a distancia de reiso, usando
as perdas de propagacao, do espaco livre e as causadas pelo relevo, para isolar
sinais que operam em um mesmo canal simultaneamente. O preco a ser pago,
é a perda de eficiéncia no uso do espectro, quanto maior a distancia de retiso
maior serd a ineficiéncia no uso de determinada faixa de frequéncia. Uma alter-
nativa mais efetiva é projetar adequadamente o sistema irradiante, utilizando
antenas que concentrem a energia nas regioes a serem cobertas e minimizando
nas demais.

Tratando, em particular, da telefonia movel celular, a popularizacao de
tables e smartphones com telas cada vez maiores tem gerado demanda por
videos em alta definicao, baixa laténcia em videoconferéncias e aplicagoes
multimidia que envolvem transferéncias de grandes quantidade de dados. Este
crescente interesse por altas taxas de transmissao estd se tornando um desafio
para os provedores de servico. Atualmente, as operadoras contam com apenas
algumas faixas do espectro entre 700MHz e 2,6GHz que, juntas, totalizam
menos de 780MHz de banda, como pode ser verificado na Tabela 1.1 [3].
Para atender ao volume de trafego de dados previsto para os proximos anos ¢é
fundamental que a proxima geracao de telefonia mével opere em outras faixas

de frequéncia com maior disponibilidade de banda [4].

Banda Uplink (MHz) Downlink(MHz)
700MHz 746-763 776-793
AWS 1710-1775 2110-2155
IMT Extension 2500-2570 2620-2690
GSM 900 880-915 925-960
UMTS Core 1920-1980 2110-2170
GSM 1800 1710-1785 1805-1880
PCS 1900 18501910 1930-1990
Cellular 850 824-849 869-894
Digital 470-854

Tabela 1.1: Ocupacao do espectro pelas tecnologias de telefonia mével celular

Pesquisas recentes tem sugerido que algumas faixas de frequéncia em
ondas milimétricas sao uma alternativa viavel para a proxima geracao de
telefonia celular (5G) [4], [5], [6] e [7]. Em [5] e [7] sdo apresentadas medidas
em ambiente urbano para canal banda larga celular e ponto-a-ponto nas faixas
de 28GHz, 38GHz e 60GHz. No sistema irradiante foram utilizadas antenas
direcionais com ganhos de 15dBi ou 25dBi e angulo de abertura de 30° ou
8°, respectivamente. Em [6] sdo apresentados os resultados de uma extensa

campanha de medidas realizada em Nova York considerando as faixas de
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28GHz e 38GHz para comunicacao movel celular e adotando antenas diretivas.
Além disto, tem-se considerando o uso de técnicas de processamento que fazem
a modelagem adaptativa do diagrama de radiacao de um conjunto de antenas
8]. E evidente que o maior desafio de se trabalhar nessas faixas de frequéncia
é a grande atenuagao imposta ao sinal pelo espago livre (LOS—line-of-sight)
e por obstdculos (NLOS—non-line-of-sight). Em células com menos de lkm
de raio, a absorcao atmosférica e a atenuacao por chuva representam um
efeito minimo nas faixas consideradas [9], [10]. Em ondas milimétricas, uma
alternativa para enfrentar este desafio sao as antenas refletoras modeladas.
Além de permitir altos ganhos e apresentar comportamento banda larga, a
modelagem da superficie possibilita a otimizacao da cobertura e reducao de
interferéncias.

Durante as décadas de 1970 e 1980 intmeros trabalhos exploraram
técnicas para modelagem de antenas refletoras objetivando maximizar a dire-
tividade, reduzir o nivel dos 16bulos secundarios, reduzir polarizagao cruzada
nas configuracoes offset ou mesmo controlar a distribuicao da energia em con-
tornos genéricos. A aplicacao destas técnicas possibilitou o desenvolvimento
de antenas modeladas mais eficientes, proporcionando coberturas satelitais
mais restritas ao contorno objetivo e minimizando possiveis interferéncias nas
regioes adjacentes. Mais recentemente, uma técnica de sintese foi utilizada para
a modelagem do refletor principal de antenas duplo-refletoras com cobertura
omnidirecional. Mostrou-se que o diagrama de radiagao no plano vertical das
antenas sintetizadas, além de proporcionar distribuicao uniforme de poténcia
na regiao objetivo da cobertura, pode evitar interferéncias nas adjacéncias.

Neste cenario, o presente trabalho aborda o desenvolvimento de no-
vas técnicas para a modelagem de antenas refletoras baseadas em ()ptica
Geométrica (GO-Geometrial Optics), em particular com a adogao de segoes
coOnicas ou superficies quadricas confocais para representar a geratriz de uma
superficie ou a prépria superficie refletora, respectivamente. Alguns trabalhos
recentemente publicados indicaram que esta pratica leva a expressivas me-
lhoras nos algoritmos de sintese. Busca-se com esta abordagem, menor erro
na solu¢ao numérica dos problemas e melhor convergéncia para a solucao,
uma vez que estas fungoes representam mais adequadamente cada segao que
compoe a superficie refletora. Neste trabalho, serao explorados métodos de
sintese para duas geometrias: primeiramente para antenas duplo-refletoras axi-
almente simétricas com cobertura omnidirecional e em seguida as antenas re-
fletoras offset, ambas com viabilidade de aplicacao para a proxima geracao de

telefonia mével celular.
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\\ Onda Plana

Refle?o_r Frente de .
Parabdlico londa Esféri Alimentador

//
\ /
N

Figura 1.1: Antena com refletor parabdlico alimentada por uma fonte pontual
no foco

1.2
Revisao Bibliografica

O principio bésico que rege o funcionamento das antenas refletoras
é a capacidade que algumas superficies, especificamente aquelas em que a
geratriz é uma parabola, tém de colimar a energia em uma direcao, sendo
capazes de proporcionar altas diretividades. As primeiras antenas refletoras
eram compostas pelo alimentador e uma superficie refletora, que em geral
era parabdlica [11]. A escolha desta superficie em particular, se justifica pelas
suas propriedades intrinsecas de reflexao, que transformam uma frente de onda
esférica em uma frente de onda plana na abertura, como ilustrado na Figura
1.1. Idealmente, se considerarmos uma fonte pontual irradiando um campo
linearmente polarizado, apds a reflexao tem-se fase uniforme na abertura.
Entretanto, em casos praticos, a uniformidade na fase nao é atingida em funcao
das préprias caracteristicas do campo que ilumina o refletor, além do bloqueio
na abertura imposto pelo alimentador e suas estruturas de sustentacao. Nao
obstante, boas eficiéncias sao alcancadas e, aliados a facilidade de fabricacao e
baixo custo, levaram essa classe de antenas refletoras a ocupar, quase que na
totalidade, o mercado de enlaces terrestres na faixa de micro-ondas.

Algumas aplicagoes mais restritas, como antenas refletoras para radar,
utilizam refletores modelados para obtengao de diagrama de radiagao es-
pecificos. No inicio da década de 1940, um procedimento de modelagem do
refletor baseado em GO foi apresentado em [12]. O método foi utilizado para

sintese de refletores cilindricos (observe a Figura 1.2), com um tnico raio de
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8 Alimentador
Refletor 8
Cilindrico U

Figura 1.2: Antena com refletor cilindrico alimentada por um conjunto de
dipolos

curvatura, alimentados por um conjunto de dipolos em linha e refletores com
dois raios de curvatura iluminados por uma fonte pontual. Em [13] e [14] a
técnica introduzida por Chu foi utilizada para obter um diagrama de radiacao
cossecante ao quadrado no plano de elevacao.

Assim como nas antenas de refletor inico, o projeto das antenas duplo-
refletoras classicas é baseado nas propriedades das conicas confocais, combi-
nando um dos focos de uma elipse ou hipérbole com o foco de uma parabola
produzindo fase uniforme na abertura [15], [16]. Comparadas as antenas com
um unico refletor, estas apresentam como vantagens a facilidade de acesso ao
alimentador, maior controle sobre os campos na abertura, menos ruido uma
vez que o alimentador nao fica apontado para o chao e maior eficiéncia. Em
contrapartida, a complexidade de fabricacao, em particular o alinhamento dos
refletores, é muito maior, tornando o custo de fabricagdo menos atraente. Nas
aplicagoes de comunicacoes via satélites onde antenas de alta eficiéncia sao
requeridas, as antenas duplo-refletoras sao largamente empregadas. Quatro
diferentes configuracoes axialmente simétricas foram caracterizadas e ampla-
mente estudadas em [17] e [18], sdo elas: ADC (awis-displaced Cassegrian) e
ADG (awis-displaced Gregorian), ADH (azis-displaced hyperbola) e ADE (azis-
displace ellipse).

Em meados da década de 1950, uma generalizagao desta técnica explo-
rada em [17] e [18] foi apresentada em [19] e [20]. Baseado em GO, o método foi
desenvolvido para a sintese de antenas duplo-refletoras axialmente simétricas

com distribuicao de fase e amplitude arbitrarios na abertura do refletor prin-
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Figura 1.3: Geometria da antena offset com um refletor

cipal. Utilizando trés principios opticos basicos, Lei de Snell, Conservagao da
Energia e Teorema de Mallus [14], um par de equagoes diferenciais ordinarias
nao lineares de primeira ordem foi obtido e avaliado numericamente. Duas con-
figuragoes de refletores, ADC e ADG foram projetadas para fase e amplitude
uniformes na abertura obtendo-se 1% de bloqueio da abertura pelo subrefletor.

Outra possivel geometria sao as antenas refletoras offset, que também
podem ter um unico refletor ou ser duplo-refletoras [21], [22]. A principal van-
tagem destas configuracoes é evitar o bloqueio da abertura, conforme ilus-
trado na Figura 1.3. Estas geometrias assimétricas representam um grande
avanco, comparadas as geometrias com simetria, pois evitam espalhamento
eletromagnético causado pelo alimentador ou subrefletor e suas respectivas
estruturas de sustentacao, minimizando o nivel de 1ébulos secundarios e au-
mentando a eficiéncia do sistema. Outro aspecto positivo é conseguir isolar a
estrutura de alimentagao da energia refletida na regiao central da superficie
refletora, minimizando a perda de retorno do alimentador [21]. Em contra-
partida, a grande desvantagem dos sistemas offset reside na complexidade e
custos de implementacao da estrutura mecanica de sustentacao dos refletores e
alimentador [23]. Com relagao ao comportamento eletromagnético, o principal
ponto negativo é gerar polarizacao cruzada quando alimentada por uma fonte
com polarizagao linear ou circular [24].

Naturalmente, a solucao imediata para o projeto de antenas refletoras
offset é o uso de superficies quadricas confocais [25]. Entretanto, a rota¢ao na
polarizacao impostas pela geometria torna-se um grande inconveniente quando

a aplicacao exige baixos niveis polarizacao cruzada. Na segunda metade da
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Figura 1.4: Geometria da antena offset duplo-refletora

década de 1970, foi demonstrado em [26] e [27] que uma antena duplo-refletora
offset pode ser projetada de tal forma que, quando alimentada por uma fonte
linearmente polarizada, a despolarizacao decorrente da assimetria dos refleto-
res pode ser largamente reduzida, proporcionando baixo nivel de polarizacao
cruzada. O principio utilizado consiste em obter uma condicao em que ocorra
o casamento do campo espalhado do subrefletor com o do refletor principal.
Nesta condicao a componente de polarizacao cruzada na abertura causada
pela assimetria do refletor principal pode ser compensada pela assimetria do
subrefletor, desde que, sejam utilizados determinados angulos de rotagao no
alimentador. Do ponto de vista da GO, pode-se mostrar que o perfeito casa-
mento é atingido quando a condi¢cao de Mizugutch é respeitada e, nestes casos,
circulos conceéntricos no alimentador sao mapeados em circulos concéntricos na

abertura da antena [28].

1.2.1
Sintese Aproximada de Antenas Refletores Offset

Considerando a geometria duplo-refletora offset ilustrada na Figura 1.4
e com uma abordagem matematica similar a adotada em [19] e [20], um par de
equacoes diferenciais parciais nao lineares de primeira ordem pode ser obtido
e solucionado de forma aproximada para fase uniforme na abertura [29], [30].
Em [29] é apresentado um método aproximado para obter controle de fase
e amplitude em uma abertura aproximadamente circular. A técnica utiliza

o mesmo conceito empregado em [31], onde é mostrado que a maior parte da


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0922107/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0922107/CB

Capitulo 1. Introducdo 24

redistribuicao da energia em sistemas duplo-refletores circularmente simétricos
é realizada pelo subrefletor. No primeiro passo, o par de equacoes diferenciais é
resolvido levando a refletores com erros de fase e distribuicao de energia. Esta
solucao ¢ alcangada assumindo uma fungao de mapeamento, que rigorosamente
¢ desconhecida, e impondo um perimetro pré-especificado para a abertura.
No segundo passo, mantendo-se o subrefletor, um novo refletor principal é
sintetizado. Nesta solucao, a distribuicao de fase requerida a priori é exata,
enquanto que a distribuicao de energia é aproximada. Apesar do perimetro
da abertura sintetizada ser aproximado do especificado, testes baseados em
GO mostraram que existem pequenos erros. Utilizando este conceito, em [32]
¢ apresentada uma antena duplo-refletora offset com diametro de 157,10\
projetada, construida e medida, atingindo eficiéncia de 84,5%. A existéncia
de solucao para essa classe de equacoes diferenciais de fato nunca foi provada,
causando grande controvérsia entre os autores. Para existéncia de solucao, é
necessério que as equagoes diferenciais formem um diferencial total. Em [29] e
[30] é apontado que, em geral, esta solu¢ao nao existe para uma distribui¢ao
arbitraria de amplitude e fase na abertura. Entretanto, também é mostrado
que para muitos casos importantes as equacoes diferenciais parciais sao muito
proximas de um diferencial total, tornando a funcao de mapeamento utilizada
uma boa aproximacao.

Com uma abordagem um pouco diferente, e mais uma vez utilizando os
conceitos da GO aplicados em [19] e [20], em [33] é apresentada uma técnica
aproximada para a sintese de antenas duplo-refletoras offset com fase uniforme
na abertura. A primeira aproximacao é feita na imposicao da conservacao
da energia ao longo de um tubo de raios. Como ja mencionado, a fungao
de mapeamento é desconhecida, e as superficies refletoras sao assimétricas.
Entretanto, assumindo o prévio conhecimento desta funcao, e considerando
ainda, a superficie circularmente simétrica, a solucao do mapeamento é obtida
numericamente. A segunda aproximagao é feita impondo a Lei de Snell em
apenas um dos refletores, neste caso no subrefletor, resultando num par de
equacgoes diferencias parciais nao lineares de primeira ordem que definem a
curvatura do subrefletor em cada ponto. Utilizando o conjunto de equagoes
diferenciais obtido, impondo fase uniforme na abertura e assumindo a condicao
proposta em [27] para minimizar o erro de mapeamento causado pela assimetria
dos refletores, um sistema duplo-refletor Gregorian foi sintetizado apresentando

bons niveis de eficiéncia e baixa polarizacao cruzada.
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1.2.2
Sintese Rigorosa de Antenas Refletoras Offset

Como alternativa as técnicas de sintese geométrica discutidas na secao
anterior, é apresentado em [34] uma andlise matemdtica rigorosa para o
problema de sintese de antenas refletoras offset com um tnico refletor e
contorno da abertura geral. A primeira inovagao nesta abordagem é a utilizacao
de variaveis paramétricas para representar as diregoes no espago, substituindo
expressoes trigonométricas por algébricas, levando a grandes simplificacoes
nas expressoes. Nesta abordagem a Lei de Snell é aplicada na equacao de
conservacao da energia resultando em uma equacao diferencial parcial nao
linear de segunda ordem do tipo Monge-Ampere eliptica ou hiperbdlica, que
representa fisicamente a transformagao da densidade de poténcia contida em
um tubo de raios.

Com a abordagem proposta em [34] e utilizando calculo tensorial, em [35],
as mesmas expressoes sao obtidas para a sintese de uma superficie refletora
iluminada por uma fonte pontual. A solugao numérica da equacao de Monge-
Ampere é apresentada em [36] para o caso eliptico, e em [37] e [38] para o
caso hiperbodlico, onde uma antena com um refletor offset é projetada para
o perimetro circular na regiao de campo distante. O algoritmo desenvolvido
constitui-se de um procedimento iterativo em que aproximagoes baseadas em
diferencas finitas sao aplicadas a uma forma linearizada de um operador
diferencial.

Em [39], os mesmos problemas explorados em [34]-[38] sdo abordados
utilizando coordenadas complexas, e unificados em uma unica equacao dife-
rencial de Monge-Ampere eliptica ou hiperbdlica, dependendo do sinal. O novo
sistema de coordenadas complexas é definido através de projecao estereografica
em uma esfera de raio unitdrio [40]. Com este novo formalismo, é mostrado
que o mapeamento entre um raio incidente e refletido, pode ser qualquer trans-
formacao analitica, em particular uma transformacao analitica conformal nos
casos onde a distorcao é uniforme.

Utilizando a notagao desenvolvida em [39], em [41] sdo apresentadas
as principais relacoes entre a distribuicao de fase e densidade de poténcia
proveniente de uma fonte pontual e o plano da abertura, considerando antenas
refletoras offset com um tunico refletor e com dois refletores. E demonstrado
que para os sistemas duplo-refletores, ambas as distribuicoes, fase e densidade
de poténcia, podem ser alcancadas no plano da abertura sem as aproximacoes
feitas em [29] e [30]. Além disto, verifica-se que a transformacao da densidade
de poténcia em tubo de raios também é representada por uma equacao do

tipo Monge-Ampere. Particularizando a solugao para o caso de simetria axial,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0922107/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0922107/CB

Capitulo 1. Introducdo 26

duas equagoes diferenciais ordinarias sao obtidas e avaliadas com as mesmas
condigbes iniciais assumidas em [20].

Para atender a necessidade de uso eficiente do espectro nos sistemas de
comunicagao via satélites, quatro condigoes sao buscadas: antenas com baixo
nivel de polarizacao cruzada para operacao de dois sinais com polarizacoes
ortogonais, aberturas nao circulares para iluminagao eficiente da regiao a ser
coberta, fase uniforme na abertura para maximizar o ganho e controle da
distribuicao de densidade de poténcia na abertura para controlar o nivel de
16bulo secundério. Buscando atender estas condigoes, em [42] é explorada uma
técnica inicialmente proposta em [43]. Utilizando coordenadas complexas, é
demonstrado que a equagao diferencial parcial nao linear de primeira ordem
numericamente avaliada em [43] pode ser, de fato, resolvida analiticamente.
Além disto, mostra-se que para o caso de fase uniforme na abertura, a condi¢ao
para polarizacao cruzada nula implica que o sistema tenha necessariamente um
plano de simetria. Em [44] o problema é novamente examinado, concluindo-se
que, em principio a modelagem pode compensar nao somente a assimetria dos
refletores, mas também assimetrias provenientes do diagrama de radiacao do
alimentador.

Utilizando a formulacdo proposta em [41], em [45] o problema de sintese
de antenas duplo-refletoras offset é particularizado para uma abertura circular
e fase uniforme. A formulacao matematica exata é apresentada, e novamente
uma equacao diferencial parcial do tipo Monge-Ampere é avaliada utilizando
uma adaptacao da técnica desenvolvida para sistemas com um unico refletor
[35]. Como solugao, um conjunto de fungoes reais associadas ao refletor
principal é obtido, conforme ilustrado na Figura 1.5. A escolha da solucao
mais apropriada é feita pela escolha de uma constante que define a distancia ao
ponto central do refletor. Em [46] a formulacao ¢é particularizada para sistemas
duplo-refletores com fase uniforme e abertura eliptica.

Um aspecto bastante controverso e pouco significativo para o projeto de
antenas refletoras offset modeladas é a existéncia de solucao para a equacao
de Monge-Ampere e a unicidade desta solucao. E bem verdade que nunca
foi provado matematicamente que a solucao exista para uma abertura com
geometria geral. Entretanto, diversos trabalhos, entre eles [47], [48] e [49],
demonstraram através de resultados numéricos a existéncia de solucao para
vérios contornos de abertura. Em [50], além da tradicional abertura circular,
diversos outro tipos de aberturas com geométricas elipticas e modeladas foram
amplamente estudadas e sintetizadas com sucesso. Para validacao do método,
resultados de andlise difrativa foram apresentados para as antenas sintetizadas.

Com relagao a unicidade da solugao, de fato nao se pode garantir que ao mudar
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Figura 1.5: Conjunto de solucoes para a antena offset duplo-refletora

a solucgao inicial do problema ter-se-4 a mesma resposta inicialmente obtida.
Com uma abordagem matemdtica e sem aplicagdo prética, em [51] é
estabelecida a existéncia de solucao para a equacao de Monge-Ampere em
certos termos, matematicamente conceituados como “solucoes fracas”. Em
[52], utilizando abordagem similar & proposta em [51], um novo método de
sintese rigorosa é apresentado. A técnica utiliza uma colecao de elipsoides
confocais para compor a superficie refletora modelada. Para a solucao do
mapeamento, é desenvolvido um algoritmo iterativo para solucao do problema
de redistribuicao da energia na forma integral, obtendo-se a energia referente
a cada uma das elipses que compoem a superficie em vez de avaliar a equagao
diferencial de Monge-Ampere numericamente. Outra abordagem alternativa
para a sintese geométrica de sistemas duplo-refletores é explorada em [53] e
[54] onde a redistribuigao da energia é formulada e resolvida como um problema

de transferéncia de massa de Monge-Kantorovich.

1.2.3
Sintese de Antenas Refletoras Utilizando Secoes Conicas

Em [55] um novo procedimento para a sintese de antenas duplo-refletoras
circularmente simétricas é apresentado. Nesta abordagem, as geratrizes do sub-
refletor e do refletor principal sao descritas por um conjunto secoes de conicas
sequencialmente concatenadas tendo como objetivo prover, na abertura, fase
uniforme e distribuicao de amplitude especificada a priori. Para representacao
das conicas, utilizou-se um sistema de coordenadas cartesianas, recaindo em

uma equacao algébrica nao linear e sendo aproximada para prover uma solugao
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Figura 1.6: Antena refletora omnidirecional com foco anular

iterativa com um unico passo. A formulagao foi aperfeicoada em [56] e [57], com
a utilizacao de um sistema de coordenadas polar para descrever cada conica.
Além disso, o conceito foi expandido a outras configuracoes duplo-refletoras
circularmente simétricas. A técnica de sintese foi comparada ao tradicional
método de sintese baseado na integragao numérica de uma equagao diferencial
ordinaria e foi verificado que a convergéncia ocorre com menos iteragoes. Uma
extensao do método para antenas duplo-refletoras com cobertura omnidireci-
onal é apresentada em [58], sendo obtida mais uma vez, distribuicdo de fase

uniforme, porém agora para uma abertura cilindrica.

1.2.4
Sintese de Antenas Refletoras Omnidirecionais

O problema de se obter alta diretividade no plano vertical do diagrama
de radiacao de antenas com cobertura omnidirecional, por muito tempo foi
solucionado somente através do uso de dipolos verticalmente empilhados. A
desvantagem desta abordagem reside, sobretudo, na estreita faixa de operacao
obtida em fung¢ao da dificuldade de controlar os efeitos do acoplamento mituo
entre os dipolos. Em [59], uma nova visdao para o problema foi apresentada
utilizando corpo de revolugao (BOR-Body of Revolution), como ilustrado na
Figura 1.6. O sistema foi composto por uma superficie refletora, cuja geratriz
é uma parabola, e um complexo sistema de alimentacao em forma de anel,
que foi projetado e construido para operar da faixa de 1GHz. Mais tarde,

uma geometria similar foi proposta em [60] utilizando como alimentador uma
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Figura 1.7: Antena refletora omnidirecional com foco pontual

corneta conica no foco da pardbola geratriz, como mostra a Figura 1.7.

Uma nova proposta de geometria para as antenas refletoras omnidireci-
onais foi introduzida em [61]. O sistema foi composto por dois refletores axi-
almente simétricos, sendo a geratriz do subrefletor uma parabola e o refletor
principal uma superficie modelada, como ilustrado Figura 1.8. Além disto, uti-
lizando principios da GO e impondo a conservagao da energia, foi proposto um
método para a modelagem do refletor principal tendo como funcao objetivo o
diagrama de radiacao no plano vertical na regiao de campo distante. Alimen-
tando o sistema com o modo T'My; de uma abertura circular e assumindo
um setor angular constante como fungao objetivo, um protétipo foi projetado,
construido e analisado através do método da Indugao por Imagem [62]. Uma
geometria similar foi apresentada em [63]. A principal diferenca em relacao a
proposta por Norris é o refletor principal conico ao invés de modelado, além
da alimentacao feita pelo modo TEM de uma corneta coaxial.

A sintese de antenas duplo-refletoras classicas, aquelas cujas geratrizes
sao coOnicas confocais, com cobertura omnidirecional foi amplamente explo-
rada em [64]. Neste trabalho, parabolas, elipses e hipérboles foram combina-
das de formas distintas gerando quatro configuracoes de refletores axialmente
simétricas: OADC (omnidirectional axis-displaced Cassegrian) e OADG (om-
nidirectional azis-displaced Gregorian), OADH (omnidirectional azis-displaced
hyperbola) e OADE (omnidirectional axis-displaced ellipse). Além disto, foi

apresentada a formulacao fechada para a obtencao das geratrizes bem como
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Figura 1.8: Antena omnidirecional duplo-refletora

um estudo paramétrico das dimensoes de projeto que proporcionam as estru-
turas mais compactas. Em [65], a formulagao foi generalizada através de uma
notagao vetorial aplicavel a todas as configuragoes de refletores, além de tornar
arbitraria a direcao do feixe no plano de elevacao.

Utilizando uma abordagem similar a descrita em [20], em [66] é proposta
uma nova metodologia para a sintese de antenas duplo-refletoras com cobertura
omnidirecional com fase uniforme na abertura e distribuicao de amplitude pré-
especificada. A grande diferenca no tratamento do problema em relagao a [20] é
a imposicao direta do principio de Fermat [14], ao invés da aplicagao da Lei de
Snell. Duas configuracao, OADC e OADE, sao sintetizadas e analisadas através
solucao do equacao integral do campo elétrico pelo Método de Momentos
(MoM—-Method of Moments), amplamente documentados em [67], [68] e [69], e
pelo Método da Abertura (ApM-Aperture Method) [70].

Em [71] e [72] ¢é apresentado um método simples e eficiente para a sintese
do refletor principal de antenas duplo-refletoras com cobertura omnidirecional.
Diferente de [61], aqui é utilizado como geratriz do subrefletor, se¢ao de elipse
com eixo deslocado ao invés de parabola, de forma a minimizar a perda de
retorno da antena. Além disto, para prover uma distribuicao uniforme de

poténcia na regiao de cobertura, é utilizado como fun¢ao objetivo um diagrama
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de radiagao cossecante ao quadrado [14], [73], [74]. Outro aspecto interessante
da abordagem é a utilizacao das coordenadas complexas introduzidas em [39]
para representacao das direcoes, facilitando o desenvolvimento da formulacao
e, sobretudo, a imposi¢ao da Lei de Snell. Como estudos de casos, trés antenas
OADE sao sintetizadas e analisadas através do MoM, apresentando resultados
proximos do diagrama objetivo. Em [75] e [76] é projetada outra configuragao
axialmente simétrica, desta vez, a geratriz do subrefletor é uma hipérbole ao
invés de elipse. Além disto, em [75] é feita uma anélise do comportamento do
diagrama de radiagao em funcao da frequéncia, sendo verificada pouca variacao

no ganho maximo em 10% da banda de operacao.

1.3
Objetivos

Este trabalho tem como objetivo avaliar o uso de conicas e quadricas
confocais na sintese geométrica de antenas refletoras. Para tal, foram desen-
volvidos algoritmos computacionais, utilizando os principios da GO, capazes
de sintetizar as superficies requeridas. Concentrado em duas frentes distintas,
o presente estudo aborda a sintese de antenas duplo-refletoras circularmente
simétricas com cobertura omnidirecional e a sintese de antenas refletoras offset
com um unico refletor.

A primeira proposta deste trabalho é desenvolver uma ferramenta compu-
tacional, utilizando os principios da GO e secoes de conicas, capaz de sintetizar
o refletor principal de antenas duplo-refletoras para cobertura omnidirecional
cujo diagrama de radiacao no plano vertical é uma fungao geral. Além disto,
estabelecer uma comparacgao com os métodos conhecidos e avaliar as vantagens
desta abordagem para o problema. Como estudos de casos, sao sintetizadas an-
tenas com diferentes configuragoes de refletores (OADC e OADE), posicao da
cdustica (real ou virtual) e diagrama de radiagao objetivo (setorial e cossecante
ao quadrado). Para validagao do método, é utilizado um método de andlise que
utiliza o Método de Casamento de Modos (MMT — Mode Matching Techni-
que), amplamente documentado em [77], [78], [79], para representar os campos
no interior do alimentador e o MoM para solucionar as equagoes integrais para
os campos elétrico e magnético [67], [68] e [69].

Apesar de a sintese rigorosa de antenas refletoras offset baseada na
equacao de Monge-Ampere ter sido amplamente estudada durante quase duas
décadas [34]-[50], o problema de aumento exponencial do erro de discretizagao
na regiao central das grades polares ainda é um dos inconvenientes do método.
Este erro ocorre em virtude do procedimento numérico empregado ser baseado

em diferencas finitas, levando a erros de truncamento nas derivadas parciais
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Figura 1.9: Comparagao entre o valor exato e o aproximado por diferencas
finitas da Lj; no plano ¢ = 90°

de primeira e segunda ordem que sdo proporcionais a 1/p ou 1/p?, respec-
tivamente, onde p é o raio da grade polar. Como consequéncia, o erro na
distribuicao de fase e amplitude na regiao central da grade é maior do que nas
bordas. Para ilustrar o problema, em [50] é apresentada uma comparagao entre
as expressoes exatas obtidas para um sistema confocal com solugao analitica
e as aproximagoes por diferencas finitas. Na Figura 1.9 é mostrado o erro de
truncamento apresentado pela derivada da fun¢do L, que é proporcional a 1/p,
para considerando grades com 10 anéis e 10 radiais (10 x 10), 15 anéis e 10
radiais (15 x 10) e 20 anéis e 10 radiais (20 x 10). Nas Figuras 1.10 e 1.11 séo
apresentados os erros das derivadas de segunda ordem que sao proporcionais a
1/p* , ficando claro que nestes casos o problema ¢é ainda mais evidente. A Fi-
gura 1.12 mostra-se uma comparacao entre a distribuicao de amplitude exata
e a aproximada para diferentes grades, mostrando mais uma vez que o erro
numérico aumenta consideravelmente no centro da grade [50].

A técnica de solucao numérica da Equacao de Monge-Ampere proposta
no presente trabalho utiliza superficie quadricas confocais com eixos desloca-
dos para representar localmente a superficie refletora modelada. O principal
objetivo desta proposta é reduzir o erro de discretizagao na regiao central de
uma grade polar e tornar o método mais flexivel para ser utilizado em ou-

tros tipos de grade. Ao utilizar as quadricas confocais, o erro de discretizagao
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Figura 1.10: Comparacao entre o valor exato e o aproximado por diferencas
finitas da L., no plano ¢ = 0°
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Figura 1.12: Comparacao entre o valor exato e o aproximado por diferencas
finitas da distribuigdo de amplitude na abertura (G) no plano ¢ = 0°

das derivadas nao ocorre, uma vez que se tem a expressao analitica para a
funcao de mapeamento local e suas derivadas, sendo necessario determinar os
parametros que definem cada quadrica. Como a técnica numérica utilizada ¢é
fundamentada em um algoritmo iterativo que utiliza o residuo de um operador
para corrigir a solucao anterior e obter a proxima, espera-se, com essa nova re-
presentacao, que a convergéncia para a solugao ocorra com menos iteracoes, de
forma analoga ao ocorrido na sintese de antenas duplo-refletoras circularmente
simétricas [57], [58].

1.4
Organizacao do Trabalho

O presente trabalho aborda o emprego de se¢oes conicas para a sintese de
superficies refletoras em duas diferentes geometrias: antenas duplo-refletoras
com cobertura omnidirecional e antenas com um refletor offset. Dois algoritmos
foram implementados e os resultados, bem como as respectivas formulacoes
estao organizados conforme descrito a seguir. Inicialmente o trabalho trata
do problema com menor grau de complexidade onde existe simetria circular.
A presenca desta simetria conduz a solucao do problema a uma equacao
diferencial ordinaria de primeira ordem, diferente do caso sem simetria onde

uma equacao diferencial parcial nao linear de segunda ordem precisa ser
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avaliada.

No Capitulo 2 sao apresentadas duas metodologias para a sintese do
refletor principal de antenas duplo-refletoras axialmente simétricas com cober-
tura omnidirecional. Na Secao 2.3 ¢ descrita a formulacao que utiliza segoes
de conicas confocais sequencialmente concatenadas para compor a geratriz do
refletor principal, e em seguida tem-se a particularizagao, quando a geratriz é
composta exclusivamente por se¢oes de parabolas. Na Secao 2.4 diversos estu-
dos de casos sao abordados, entre eles as configuragoes OADE e OADC onde
o refletor principal é modelado para o diagrama de radiacao no plano ser cos-
secante ao quadrado e também constante em uma secao angular. Além disto,
¢ feito um estudo de erro comparando os métodos apresentados na Secao 2.3
com o método descrito em [71]. Por fim, na Segao 2.5 sdo feitas as conclusoes
parciais sobre o emprego de conicas para sintese de refletores circularmente
simétricos.

No Capitulo 3, é descrito o problema de sintese rigorosa de antenas
refletoras offset, no qual deseja-se obter uma superficie refletora capaz de
produzir o diagrama de radiacao arbitrario na regiao de campo distante,
quando iluminada por uma fonte pontual. Antes de formular o problema é
apresentada na Secao 3.2 a notacao em coordenadas complexas utilizada para
representar as direcoes dos raios incidente e refletido. Na Secao 3.3, a Lei de
Snell é aplicada para relacionar as direcoes de incidéncia e reflexao, obtendo-
se uma equacao diferencial de primeira ordem. Em seguida, a Conservacao
da FEnergia é aplicada a um tubo elementar de raios levando a outra equacao
diferencial parcial que, combinada com a anterior, resulta em uma equagao
diferencial parcial de segunda ordem nao-linear do tipo Monge-Ampere. Na
Secao 3.4 é apresentada uma solucao particular da equagao de Monge-Ampere
na forma de uma superficie quadrica confocal e a expressao analitica para a
densidade de poténcia na regiao de campo distante em funcao dos parametros
que definem a superficie quadrica e a densidade de poténcia do alimentador.
No fim da secao é apresentado um estudo sobre relacao de mapeamento de
uma quadrica nos planos complexos de incidéncia e reflexao.

No Capitulo 4 é apresentada a técnica numérica adotada para resolver a
equacao diferencial descrita no Capitulo 3 como um problema de contorno.
Na formulacao apresentada, assume-se que a superficie refletora pode ser
localmente representada por um conjunto de superficies quadricas confocais
com eixos deslocados. Na secao 4.2 é apresentada a grade polar adotada na
discretizacao da superficie refletora e os sistemas de coordenadas auxiliares.
Utilizando resultados do Capitulo 3, na Secao 4.3 é obtido um operador nao-

linear associado a equagao de Monge-Ampere em funcao dos parametros que
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definem a quadrica. Na Segao 4.5 é detalhada a formulacao do procedimento
numérico onde sao apresentadas as expressoes analiticas para a determinacao
das derivadas do operador. A sequéncia logica de operagoes executadas pelo
algoritmo iterativo de solugao do operador é descrita na Secao 4.6

No Capitulo 5, sao apresentados diversos estudos de casos para avaliar
o algoritmo de sintese apresentado no Capitulo 4 e verificar se os resultados
dados pelo algoritmo desenvolvido para solucao da equacao de Monge-Ampere
sao os esperados. Sao definidos os modelos cosseno elevado para o alimentador
e gaussiano para o campo distante nas Segoes 5.2 e 5.3, respectivamente. Na
Secao 5.4 sao apresentadas as condi¢oes de contorno utilizadas nos estudos de
casos. Nas segoes 5.5 a 5.6 e 5.7 sao apresentados estudos de caso considerando
o contorno objetivo circular, eliptico e super-eliptico. As superficies refletoras
modeladas sao analisadas via aproximacoes da Otica Fisica com correcao das
correntes de borda, considerando a antena operando em 0,9GHz, 1,8GHz e
7,2GHz [80], [81], [82]. Também ¢é apresentada uma série de estudos de caso
com objetivo de avaliar o algoritmo em diversas situacoes, deste as de mais
facil convergéncia em que a diferenca entre o diagrama de radiacao inicial e
objetivo é pequena as de maior dificuldade em que essa diferenca é grande.

Por fim, no Capitulo 6 sao sumarizadas as principais observacoes feitas
para as duas geometrias estudadas e apresentadas as conclusoes e propostas

de continuidade da pesquisa.
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2
Sintese de Antenas Duplo-Refletoras Omnidirecionais

2.1
Introducao

As antenas duplo-refletoras com cobertura omnidirecional sao compos-
tas por duas superficies de revolugao (subrefletor e refletor principal) obtidas
através da revolucao de uma geratriz em torno do eixo de simetria z, conforme
ilustra a Figura 2.1 Como sao superficies circularmente simétricas, pode traba-
lhar apenas com as geratrizes dos refletores. Nas configuragoes classicas a gera-
triz do subrefletor é uma elipse ou hipérbole e a geratriz do refletor principal é
uma parabola. Analisando o diagrama de radiacao das antenas duplo-refletoras
cléssicas (observe a Figura 2.2), constata-se que seu feixe diretivo, em alguns
casos, pode nao ser o mais adequado para prover cobertura. Por apresentar di-
agrama altamente diretivo, a regiao de cobertura fica restrita a uma pequena
secao angular, podendo gerar regioes de sombra. Para melhorar o desempe-
nho destas antenas, em [71] foi apresentado um método de sintese geométrica
baseado na solugao de uma equacao diferencial ordindria com o objetivo de
modelar o refletor principal para obter, na regiao de campo distante, um dia-
grama cossecante ao quadrado. Neste tipo de diagrama atenuacao do espaco
livre é compensada pela maior diretividade da antena nas regioes mais afas-
tadas, conseguindo, segundo os principios da GO, uma distribuicao uniforme
de poténcia na regiao de cobertura. O objetivo deste capitulo é apresentar
solugoes alternativas mais eficientes para a modelagem do refletor principal,
sendo mantido o subrefletor classico. Serao apresentados dois métodos: no pri-
meiro a geratriz do refletor principal é formada por segoes conicas (elipses e
hipérboles), enquanto que no segundo sao utilizadas se¢oes de parabolas.

O processo de modelagem tem inicio com a determinacgao das superficies
classicas (sub-refletor e refletor principal), dadas as dimensdes praticas de pro-
jeto especificadas a priori [65]. Através da formulagdo apresentada em [65]
sao obtidos os parametros que definem de maneira tnica a antena cldssica,
bem como as coordenadas das geratrizes do subrefletor e refletor principal. E
importante ressaltar que o processo de sintese do refletor principal baseia-se
na determinacdo de um conjunto de refletores (refletor principal e subrefle-
tor) cléssicos, sendo o refletor principal substituido por outro modelado que
proporcione o comportamento no diagrama de radiagao especificado por uma

funcao objetivo.
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Figura 2.1: Geometria da antena duplo-refletora com cobertura omnidirecional
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Figura 2.2: Diagrama de radiacao de uma antena duplo-refletora com cobertura
omnidirecional classica
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Na Secao 2.3.1 serd apresentada a formulagao para o método de sintese
geométrica em que o refletor principal modelado é representado por uma com-
binacao de secoes de elipses ou hipérboles locais sequencialmente concatenadas.
Para tal, serao utilizados os principios da GO, especificamente a Lei de Snell e
a Conservacao da Energia, as caracteristicas da conica que gera o subrefletor,
a funcao do diagrama de radiacao circularmente simétrico do alimentador, a
funcao do diagrama de radiacao circularmente simétrico do campo distante
e os limites angulares do campo distante. Nesta solucao, a imposicao da Lei
de Snell nas extremidades de cada conica local leva a um sistema de equacoes
lineares que é avaliado em cada passo da sintese assim como a equagcao integral
de mapeamento obtida através da imposicao da conservagao da energia.

Uma forma alternativa de sintese do refletor principal é mostrada na
Secao 2.3.2. O procedimento é bastante similar ao descrito na Segao 2.3.1,
porém mais simples, onde sao utilizadas pardbolas locais ao invés de elip-
ses e hipérboles para compor o refletor principal. Tal escolha gera algumas
simplificacgoes, visto que a excentricidade de cada conica local passa a ser um
parametro conhecido (e = 1) e, como consequéncia, nao é necessario solucionar
nenhum sistema de equacoes lineares em cada passo da sintese.

Apo6s desenvolver todo o ferramental tedrico e computacional para a
sintese de antenas duplo-refletoras com cobertura omnidirecional, na Secao
2.4 serao apresentadas algumas das antenas projetadas utilizando métodos
de sintese descritos na Secao 2.3 e alimentadas por uma corneta coaxial
corrugada. As antenas projetas serao analisas por um algoritmo que utiliza
o Método de Casamento de Modos (MMT — Mode Matching Technique),
amplamente documentado em [77], [78], [79], para representar os campos no
interior do alimentador e o Método de Momentos (MoM — Method of Moments)
para solucionar as equacoes integrais para os campos elétrico e magnético
permitindo a determinagao do campo espalhado [67], [68], [69]. A combinagao
deste dois métodos produz um acurado método hibrido de anélise rigorosa de
antenas refletoras circularmente simétricas [83].

Na Secgao 2.4.1 serao apresentadas as geometrias de antenas OADC e
OADE onde o refletor principal foi modelado para apresentar um diagrama
de radiacao uniforme em uma secao angular no plano de elevacao. Para esta
funcao objetivo, foram explorados dois setores angulares diferentes e para
cada um deles duas formas diferentes de mapeamento dos raios refletidos pelo
refletor principal (cdustica real e virtual). Além disto, para cada caso é feita
uma andlise comparativa entre o método de sintese apresentado em [71] [72]
e os métodos descritos na Secao 2.3. Na Secao 2.4.2 também sao abordadas

as configuracoes OADC e OADE, porém com o refletor principal modelado
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para apresentar um diagrama de radiacao cossecante ao quadrado no plano de
elevagao considerando diferentes setores angulares e formas de mapeamento dos
raios. Por fim, na Se¢ao 2.5 sao feitas as conclusoes parciais sobre a utilizagao de
segoes de conicas na sintese de antenas refletoras axialmente simétricas, sendo

feita uma analise comparativa entre dois métodos discutidos neste capitulo.

2.2
Geometria das Configuracoes Classicas

Conforme destacado na introducao deste capitulo, os métodos de sintese
apresentados na Secao 2.3 modelam apenas do refletor principal, a geratriz
subrefletor permanece uma conica. O subrefletor é determinado utilizando
a formulagdo apresentada em [65]. Desta forma, os algoritmos de sintese
determinam inicialmente uma antena cldssica (subrefletor e refletor principal)
e em seguida, modelam um novo refletor principal. Nesta secao sera feita
uma breve apresentacao das configuracoes classicas definindo os parametros
de projeto utilizados para definir o subrefletor.

Nesta Secao, as antenas duplo-refletoras para cobertura omnidirecional
sao compostas por dois refletores circularmente simétricos, ambos em relagao
ao eixo z, sendo suas geratrizes conicas classicas (Figura 2.3 e Figura 2.4). Nas
configuragoes classicas, a superficie do subrefletor pode ser gerada a partir de
qualquer segao conica, conectada ao eixo de simetria (eixo z) no ponto @,
onde ¢é definido o vértice do subrefletor. Os dois focos sao localizados pelos
pontos O e P, sendo o ponto O a origem do sistema de coordenadas e o ponto
P posicionado de maneira que coincida com o foco do refletor principal. Tal
refletor tem como conica geratriz uma parabola delimitada pelos pontos P
e P, que estao localizados fora do eixo de simetria, disponibilizando espago
para o alimentador e facilitando acesso ao foco. De acordo com os principios da
GO, os raios partem do foco situado na origem, sofrem a primeira reflexao no
subrefletor, passam pelo outro foco da conica que gera o subrefletor (ponto P),
e sao refletidos paralelos entre si, no caso do refletor principal classico gerado
por uma parabola [64],[65].

Na configuracio OADE, o raio principal (fr = 0) que parte de O
atinge a borda externa do refletor principal (ponto P;) apds partir do vértice
@), como ilustra a Figura 2.3. Na configuraggo OADC (Figura 2.4), o raio
principal atinge a borda interna (ponto P). A principal diferenga entre as duas
configuragoes é que a geratriz do subrefletor da OADE é uma elipse enquanto
que a da OADC é uma hipérbole. Ha ainda as configuracoes OADG e OADH,
cuja diferenga em relacgdo a OADC e OADE é a forma de mapeamento [65].

As antenas duplo-refletoras classicas para cobertura omnidirecional po-
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Figura 2.3: Geometria de uma antena OADE classica [65]

rz .

Vool s
' B, 7/4: Eixo da Parabola Geratriz

.

A Conica Geratriz
—Dg e = //Do Sub-Refletor
Wl AN
LiQ 2o R

Abertura

Parabola Geratriz
o do Refletor Principal

\N\

Figura 2.4: Geometria de uma antena OADC cléssica [65]
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dem ser unicamente definidas pela opcao de mapeamento e alguns parametros
geométricos. Sao eles: a distancia focal da pardbola geratriz (F), o angulo ()
entre o eixo de simetria (eixo z) e o eixo da pardbola geratriz, a excentricidade
(e) e a distancia inter-focal (2¢) da conica que gera o sub-refletor, o angulo ()
entre o eixo da conica do sub-refletor e o eixo de simetria (eixo z) e o angulo de
abertura do subrefletor (fg). Apesar de apropriados para definigao dos refleto-
res, os parametros acima sao pouco praticos no projeto de antenas, sendo mais
usadas as dimensoes (diametros, comprimentos, etc.) do conjunto subrefletor e
refletor principal. Em [65] foram definidos seis parametros apropriados ao pro-
jeto das antenas, onde as dimensoes usadas apontam a localizacao dos pontos
Q (vértice), P, (borda externa) e P, (borda interna) em relagao a origem do
sistema de coordenadas, sao elas: Vg a distancia entre a origem e o vértice @, o
diametro do refletor principal D, a coordenada z da borda interna do refletor
principal zg, o diametro da abertura central Dp, a largura da abertura conica

Wy e o angulo entre o eixo de simetria (eixo z) e o eixo da pardbola geratriz
v [65].

2.3
Métodos de Sintese do Refletor Principal

2.3.1
Concatenacao de Secoes de Elipses e Hipérboles

As antenas duplo-refletoras com cobertura omnidirecional sao compostas
por duas superficies de revolugado (subrefletor e refletor principal) obtidas
através da revolucao de uma geratriz em torno do eixo de simetria z. Como
sao superficies circularmente simétricas, pode-se trabalhar apenas com as
geratrizes dos refletores. Para a configuracao OADE, a geratriz da superficie
subrefletora ¢ uma secao de elipse com dois focos: um localizado na origem
(O) e o outro entre o subrefletor e o refletor principal (P), conforme ilustra a
Figura 2.5. Na configuracao OADC o foco P esta localizado atras do subrefletor
(observe a 2.6). O centro de fase onde o alimentador deve ser posicionado na
propria origem O, enquanto o ponto P, apds a rotagao sobre o eixo z, define
um anel cdustico real (OADE) entre os refletores ou virtual (OADC) acima
do subrefletor. Conhecido o subrefletor, o método consiste em determinar um
refletor principal para o qual, dado um alimentador e seu respectivo diagrama
de radiagao, tenha-se, na regiao de campo distante, o diagrama objetivo.

Inicialmente, considera-se o subrefletor iluminado por uma fonte pontual
localizada na origem O e seu respectivo diagrama de radiacao circularmente

simétrico Gr(0F), onde O define a diregdo dos raios em relagdo ao eixo z,
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Subreﬂet/

Figura 2.6: Geometria de uma antena OADC com refletor principal modelado
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z Eixo da Conica

Figura 2.7: Geometria de uma conica com eixo deslocado

conforme ilustra a Figura 2.5. Apds a reflexdao no subrefletor, o raio passa
através da caustica P fazendo um angulo fg com o eixo z antes de incidir sobre
o refletor principal modelado. No presente método de sintese, os principios da
GO sao utilizados para modelar o refletor principal de forma que produza o
diagrama de radiagdo no plano vertical G 4(6) na regiao de campo distante
da antena, onde # é a direcao de observacao relativa ao eixo z e pertence ao
intervalo [6p, O], que define o tubo de raios refletidos pelo refletor modelado
[84], [85], [86].

Para determinar a geratriz da superficie subrefletora, utilizam-se as
distancias Vs e zpg, os diametros W4, Dg, Dy, o angulo g e a formulacao
apresentada em [65]. Apds o subrefletor ser determinado, é necessario obter
uma relacdo entre a direcao de incidéncia fp e a direcao de reflexao Oy
considerando a geratriz do subrefletor uma conica (elipse ou hipérbole). A
partir da equagao polar da conica escreve-se:

a

rep =

- * 21
ecosa — 1’ (2-1)

onde rr é a distancia entre a origem O e um ponto qualquer do subrefletor, a

é o semi-latus rectum, definido pela relacao
a=c(e—1/e), (2-2)

2c¢ ¢é a distancia interfocal, e é a excentricidade e a é o angulo entre o eixo da
coOnica e um ponto qualquer da conica, conforme ilustrado na Figura 2.7. Por

inspecao, percebe-se que « é a diferenca entre o angulo de elevagao do eixo de
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simetria 5 e o angulo r, logo (2-1) pode ser reescrita como

a
P ecos(Bp —B) — 1

r (2-3)

Expandindo (2-3) obtém-se

rp = . (2-4)

esenfBsenfp +ecos Bcoslp —1°

Conforme demonstrado em [39], grandes simplificagoes podem ser obtidas
com a utilizacao da notacao em coordenadas complexas nos problemas de
sintese de antenas refletoras. Detalhes desta notacao sao descritos no Apéndice

A. Desta forma, pode-se definir a seguinte relagao para distancia rg [45]:
rp = eS0r) (|77F]2 + 1) , (2-5)

onde S(nr) é uma fungao real que descreve a superficie do subrefletor e np a

direcao ¢ dada por 0
ng = cot (g) eor (2-6)

onde ¢p é o angulo de azimute em relagao ao eixo x. Como o problema é

circularmente simétrico pode-se trabalhar apenas com o plano ¢r = 0. Logo:

7r = cot (%) | (2-7)

A substituigao de (2-5) em (2-4) resulta em

aeSF) — (|77F|2 + 1) esenf senfp

+ (InF)* + 1) ecos BeosOp — (Inpl> +1) . (2-8)

Manipulando (2-7) pode-se extrair as seguintes relagoes:

nF? — 1
cosbp = ———, 2-9a
TP .
2|np|
senfp = ————. 2-9b
T o)
Substituindo (2-9a) e (2-9b) em (2-8) encontra-se:

ae %) = 2|nplesenf + np|* (ecos B — 1) — (ecos B+ 1). (2-10)

Sabe-se que no plano ¢r = 0 (equagoes (A-14a) e (A-14b) no Apéndice A):

nr +nr = 2|nrl, (2-11a)
ﬁF —Nr = 0, (2—11b)

onde 7y é o complexo conjugado da diregdo nr. Com o auxilio de (2-11a)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0922107/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0922107/CB

Capitulo 2. Sintese de Antenas Duplo-Refletoras Omnidirecionais 46

chega-se, por fim, & equacao geral da conica em coordenadas complexas [45]:
ae ) = (np + 1) esenf + [npl* (ecos B —1) — (ecos B +1).  (2-12)

A imposicao a Lei de Snell sobre a superficie subrefletora leva a seguinte
equagao diferencial ordinaria [71]:
dS(ne) 2
dnp ns—np

(2-13)

onde a direcao ng é definida tal que

— o1

e o angulo fs representa a direcao dos raios refletidos pelo subrefletor em
relagdo ao eixo z. Derivando (2-12) de ambos os lados e substituindo em (2-

13), tem-se:

ds(ne) 2 [esenf + |nr| (ecos 5 — 1)] (2.15)
dnp - (e +Tp) esenf + |np|? (ecos f— 1) — (ecos f + 1)

Particularizando (2-15) para o plano ¢r = 0, e substituindo em (2-13)

encontra-se:

2 2 [esenfs + np (ecos f — 1)]

_ , 216
Ns — NF 2nresenf + n% (ecos f — 1) — (ecos B+ 1) (2-16)

Manipulando (2-16) ¢ facil demonstrar que
_ ecos f+ 1 —nresenf | (217)

esenfs + np (ecos 5 — 1)
ou em coordenadas esféricas
ot s _ ecos f + 1 — cot(fp/2)esens ' (2:18)
2 esenfs + cot(fr/2) (ecos f — 1)

A equagdo (2-18) possibilita a determinacao da diregdo dos raios refletidos
no subrefletor conhecendo-se apenas a excentricidade e, o angulo de elevagao
do eixo da conica 5 e angulo de incidéncia 0. Note que (observe as Figuras
2.5 e 2.6), necessariamente, o raio refletido (para a OADC a projegao do raio
refletido) ird passar pelo foco P.

No presente método de sintese, a geratriz do refletor principal é represen-
tada por uma combinagao de segbes conicas locais M,(n = 1,2, ..., N) sequen-
cialmente concatenadas, tendo um dos focos no ponto P, conforme ilustrado
na Figura 2.5. A secao conica M, é limitada pelos angulos s, 1 e g, e seu

eixo de simetria faz um angulo v, com o eixo z. Da equacao da conica tem-se:

079
= 2-19
"s e, seny, senflg + e, cosy, cos g — 1 ( )



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0922107/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0922107/CB

Capitulo 2. Sintese de Antenas Duplo-Refletoras Omnidirecionais 47

Figura 2.8: Se¢ao Conica M,

onde rg ¢ a distancia entre a origem O e a sec¢ao conica, e, a excentricidade,
¥, 0 angulo de elevagao do eixo de simetria e a,, o semi-latus rectum. Pode-se

ainda, reescrever (2-19) na forma

a
_ n Os [05n_1, 04 . 2.90)
s b, senfs + d,, cosfg — 1’ para Og [0s,—1, 0sy] ( )
onde
an = cp (en — 1/en) (2-21a)
b, = e, seny,, (2-21b)
d, = e, cos Y. (2-21c¢)

Aplicando (2-20) para a dire¢ao g, obtém-se:

Qn

TSn (2-22)

b, senfs,, + d,, cosfg, — 1
que representa a distancia entre o foco P e uma das extremidades da secao
da conica, conforme ilustrado na Figura 2.8. Para a direcao g, _1, associada a

outra extremidade da secao da conica, reescreve-se (2-20) como:
ap = Tsn_1 by senfs, 1+ d, coslg, 1 —1]. (2-23)

O processo iterativo de sintese tem inicio com n = 0, correspondendo a
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Oro = 0 para a configuragao OADC ou 0y = 05 para OADE. Nesta iteracao, a
distancia rgq é definida como a distancia entre a caustica P e o primeiro ponto
da sintese, que é especificado a priori pelo diametro da abertura central Dy e
pela coordenada z da borda interna do refletor principal zp (observe as Figuras
2.5 ¢ 2.6). O segundo ponto da sintese ¢ determinado através da equagao (2-
22), entretando, os parametros a,, b, e d, nao sdo conhecidos. Para obter
os parametros conica M, primeiramente se escreve (2-20) em coordenadas

complexas
ane ™M) = (5 47 by + sl (d — 1) = (du+ 1), (224)
onde L é uma funcao real associada a distancia rg através de
rg = k) (g2 4 1). (2-25)

Em seguida, deve-se novamente impor a Lei de Snell, descrita por [71]:
dL (ns) 2

— : 2-26
dns n—1ns (2-26)

o )

e 0 é o angulo dos raios refletidos pelo refletor principal definido em relagao ao

onde a direcao n ¢ dada por

eixo z. Derivando (2-24) e substituindo (2-26) em obtém-se:

dn +1 _'nSbn
= . 2-28
g bn + Tls (dn - 1) ( )

que pode ser reescrita como uma equacao linear na forma

(n+ns) by + (s — 1) d,, = nms + 1. (2-29)

Em coordenadas esféricas tem-se:

(2 () oo (5) -
on(Qon(2) 1.

Aplicando a equagao (2-30) aos extremos da conica M, ou seja, as diregoes

correspondentes iteracoes n — 1 e n, obtém-se, respectivamente:

en—l 6Sn—1 Qn—l HSn—l
[cot( 5 >+Cot< 5 )1bn+[cot( 5 )cot( 5 )—1}%
‘gn—l QSn—l
= 1, (2-31
cot ( 5 ) cot ( 5 ) +1, (2-31)
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o (%) o ()]s [on (%o (%) - 1],
o (%) (%) 41

Com este sistema de equacoes lineares, pode-se obter b, e d,,. O parametro
a, pode ser obtido através da equagao (2-23). Note que rg,_1 é conhecido e
Osn—1 pode ser obtido através da relacao (2-18) uma vez que 0,1 é conhecido
do processo de discretizacao. Entretanto, é necessario que se conheca 6,_1 e
6, para resolver o sistema de equagdes formado por (2-31) e (2-32). Impondo
a conservacao da energia em um tubo de raios partido da origem O, pode-se
obter a seguinte relacao entre 0p, e 0,:

(5] On
Gr (0r) senfpdfr = Np G4 () senfdb, (2-33)
opn 90

onde a constante de normalizagao Np dada por

Or
/ GF (HF) sen@FdHF
0

Np = , (2-34)

ON
/ G4 (0) senfdf

)

garante que a energia contida no tubo de raios permanece a mesma apés duas
as reflexoes, 0y e Oy sao as direcoes pré-especificas dos raios refletidos nas
iteragoes n = 0 e n = N, respectivamente. A relacao entre as diregoes 0y e
On definem as caracteristicas da caustica formada no plano de elevagao. Se
On > 0y, a caustica é virtual, caso contrario a caustica é real. E importante
observar que, como uma dada trajetéria n—1 é refletida pela conica M,,_1 e M,
na mesma direcao, a Lei de Snell garante que a geratriz do refletor principal
tem as derivadas de primeira ordem continuas.

A formulacao apresentada pode ser aplicada a todas as configuragoes
duplo-refletoras axialmente simétricas, sendo necessarias algumas adaptacoes
no método iterativo. Na configuracao OADC, ilustrada na Figura 2.6, o
raio correspondente a primeira iteracao tem direcao 0r, = 0, e a ultima
Or, = 0. Outra diferenca ocorre na imposicao da conservacao da energia,
sendo necessaria uma mudanca nos limites de integracao para adequacao da
relacao entre Op, e 6,, logo:

Op n On

Gr (0F) senfpdfr = Np G4 (0) senddf. (2-35)
0 to

A formulacao apresentada nesta secao foi particulariza para as configuracgoes
OADE e OADC, entretanto, pode ser facilmente aplicada para as demais

configuracoes duplo-refletoras axialmente simétricas OADG e OADH.
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SUREN

Figura 2.9: Secao de Parabola M,

2.3.2
Concatenacao de Secoes de Parabolas

Com a mesma logica apresentada na se¢ao anterior, o método apresentado
nesta secao utiliza parabolas concatenadas ao invés de elipses e hipérboles para
descrever a geratriz do refletor modelado [87]. O procedimento iterativo é o
mesmo, exceto por algumas modificacoes que serao descritas a seguir. Para
descrever cada segao de pardbola M, a equacao da conica (2-20) deve ser

utilizada considerando as seguintes modificagoes:

an = 2F,, (2-36a)
en = 1. (2-36b)

onde F, é a distancia focal da parabola M,. Além disto, o angulo 6, do
raio refletido pela parabola é igual ao préprio angulo de elevagao do eixo de
simetria ,, conforme se verifica na Figura 2.9. Consequentemente, para as
configuracoes OADE e OADC, a conservagao da energia deve ser reescrita,
respectivamente, como

Op

Tn
Gr (0F) senfpdfr = Np G (0) senfdb, (2-37)
Gpn 00
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Fn Yn

Gr (0r) senfpdfr = Np G4 (0) senfdb. (2-38)
9() 90

Como 7g,_1 € Og,_1 sdo determinados na itera¢ao anterior, utilizando (2-36a)

e (2-36b) a equagao (2-23) pode ser reescrita como:

F, = ng‘l [cos (Y — Osn_1) — 1] . (2-39)
Em seguida, rg, ¢ calculado para a iteracao seguinte através de
2F,
T'sSp = (2—40)

"~ cos(n —Ogn) — 1
O procedimento apresentado é mais simples do que o descrito na secao
2.3.1 uma vez que nenhum sistema de equacoes lineares precisa ser solucionado.
Outro aspecto importante é que o método leva a uma geratriz continua, porém
com derivadas descontinuas nos pontos de interseccao entre duas parabolas
consecutivas. A formulacao apresentada pode facilmente ser aplicada para as

demais configuragoes duplo-refletoras axialmente simétricas OADG e OADH.

2.4
Estudos de Caso

Para avaliar os métodos de sintese descritos na Secao 2.3, diversos estudos
de casos foram analisados considerando diferentes configuragoes de refletores,
funcgoes objetivo e forma de mapeamento dos raios. Na Se¢ao 2.4.1 foi utilizada
como funcao objetivo uma secao angular no plano de elevacao com diagrama
de radiacao uniforme, sendo exploradas as configuragoes OADE e OADC com
diferentes mapeamentos de raios: com a caustica real em frente ao refletor
modelado, ou com a cdustica virtual [85], [86], [88]. Todas as antenas foram
sintetizadas pelos trés métodos: o método baseado na concatenagao segoes de
elipses e hipérboles (Método I), o método que faz a concatenagao de segoes
de pardbolas (Método II) e o método baseado na solugdo de uma equagao
diferencial ordinaria (Método III), permitindo a realiza¢do de um minucioso
estudo de erro comparando os métodos propostos (métodos I e IT) com método
descrito na literatura (Método I1I) [71], [72]. Além disto, é feita uma andlise das
distorcoes no diagrama de radiacao causadas pelos erros de sintese utilizando
um método de andlise rigorosa baseado MMT /MoM [79].

Na Secao 2.4.2 o diagrama de radiagao objetivo no plano de elevacao
é cossecante ao quadro, de forma a se ter, segundo os principios da GO,
uma distribui¢ao uniforme de poténcia na regiao de cobertura [84], [87], [89)].
Também sao exploradas as configuragoes OADE e OADC com caustica real
e virtual, além do estudo de erro comparando os métodos de sintese e seus

efeitos no diagrama de radiacgao.
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2b

Figura 2.10: Cone circular que define o volume da antena

Em outra importante analise feita para todos os estudos de caso das
secoes 2.4.1 e 2.4.2, o volume das antenas sintetizadas é determinado. O
objetivo é avaliar quais geometrias sao mais compactas levando em conta a
configuragdo (OADE ou OADC), o tipo de mapeamento (caustica real ou
virtual) e os limites angulares do campo distante.

O volume sera aqui definido como o cone circular com raios a, b e altura
h, como ilustrado na Figura 2.10. O raio b é definido como a metade do
diametro do refletor modelado D;;. O raio a e a altura h sao obtidos através
da intercessao das retas US e RH. Por inspecdo, obtém-se que a equacio reta

US, sendo ela descrita pela seguinte expressao:
z=m(r —zg)+ zs, (2-41)
onde o coeficiente m é dado por:

m= Y2 (2-42)
Ty — Xs

A reta RH é descrita através de:
z = zy, (2-43)

onde zg é o maior valor da coordenada z do subrefletor, obtido numericamente.

Igualando (2-41) a (2-43) obtém-se a coordenada x do ponto I:

vy = % + s, (2-44)
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Ganho [dBi]
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Figura 2.11: Diagrama de radiacao do modo TEM de uma corneta coaxial

Desta forma, mostra-se que:

a = ‘ (ZH _ ZS) (xy — z5) + x|, (2-45a)
2y — 2§
b= leu] (2-45D)
c=lzv — 2. (2-45c¢)
O volume ¢é obtido através de [90]:
1
V:§|a2+ab+b2|. (2-46)

Para todos os estudos de caso apresentados no Capitulo 2, foi adotado
o mesmo modelo de alimentador, que é representado por um diagrama de
radiacao circularmente simétrico correspondente a radiacao por uma abertura
coaxial iluminada pelo modo TEM (veja a Figura 2.11) e representando por
[71]:

Jo (krisend) — Jy (kresend) ]

senf

Gr (0r) = Gor , para 0 < /2, (2-47)

onde Jy é a Funcao de Bessel de ordem zero e Gor um fator de normalizagao. A
equacao (2-47) representa a intensidade de radiagdo de uma abertura coaxial

sobre um plano condutor elétrico perfeito onde r; e r. representam os raios
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interno e externo, respectivamente. E necessério um cuidado especial a escolha
dos raios interno (r;) e externo (r.) uma vez que eles estao diretamente
associados a forma do diagrama de radiacao. Deve-se buscar valores 6timos tal
que a atenuagao na borda do subrefletor nao seja muito alta prejudicando o
diagrama do conjunto, nem muito baixa aumentando excessivamente as perdas
por transbordamento e, consequentemente, reduzindo a eficiéncia da antena.
Nos casos de estudo apresentados nas Secoes 2.4.1 e 2.4.2, adota-se-ar; = 0,45\
er. = 0,90\. Estes valores fornecem, aproximadamente 10dB de atenuacao na

borda considerando 8r = 50°.

241
Cobertura Setorial Uniforme

Para ilustrar os métodos de sintese descritos na Secao 2.3 algumas an-
tenas foram modeladas para prover cobertura setorial uniforme no plano de
elevacao. Inicialmente, serdao explorados casos da configuracago OADC com
aberturas de £7,5° e £15° em relagao a linha do horizonte [85]. Além disto,
é estudado o comportamento do diagrama de radiacao para diferentes mapea-
mentos dos raios, ou seja, com a caustica real em frente ao refletor principal,
ou com a caustica virtual. Posteriormente serd abordada a configuracao OADE
com as mesmas aberturas e mapeamento dos raios propostos para a OADC
[86], [88].

A fungao objetivo que descreve o diagrama de radiacao setorial uniforme
no plano de elevacao é obtida através de uma normalizacao onde a poténcia

total radial é um, logo:

26 Oy
/ / G4 (0) senfdfdgp = 1. (2-48)
0 6o
Considerando G 4(#) constante, mostra-se que
1 1
= — . 2‘4
Gal6) 27 |cos by — cos Oy (2-49)

O moédulo é inserido no resultado apenas para generalizar a formulacao,
tornando-a valida nos casos onde os limites de integracao sao invertidos,

representando outro mapeamento.

Configuracao OADC com Cobertura Uniforme

No primeiro estudo de caso (Caso A.l) o refletor principal de uma
configuracao OADC foi sintetizado para irradiar, sob os principios da GO,
um diagrama de radiagao setorial uniforme no plano de elevacao sobre £7,5°

em relacao a linha do horizonte, ou seja, de 6, = 97,50° a 6y = 82,50°.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0922107/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0922107/CB

Capitulo 2. Sintese de Antenas Duplo-Refletoras Omnidirecionais 55

Parametros Caso A.I Caso AIl Caso BI Caso B.II

Ds(\) 20,03 20,03 20,03 20,03
Ve(N) 9,50 9,50 9,50 9,50
Dy(N) 20,00 20,00 20,00 20,00
Var(A) 8,37 8,22 8,58 8,27
Dp()) 2,40 2,40 2,40 2,40
25(N) 0 0 0 0
2c(\) 69,93 69,93 69,93 69,93
e 0,787098 0,787098 0,787098 0,787098
3 171,82°  171,82°  171,82°  171,82°
05 54,07°  54,07°  54,07°  54,07°
0, 97,50°  82,50°  105,0° 75, 0°
Oy 82,50°  97,50° 75, 0° 105, 0°

Volume(103\3) 5,633 2,586 5,700 5,604

Tabela 2.1: Parametros das antenas OADC com diagrama setorial uniforme

Como 6y > 6y, a caustica é formada em frente ao refletor principal, logo
é uma caustica real [85]. Esta configuragdo é basicamente o mesmo projeto
apresentado em [61], exceto que aqui serd utilizado como alimentador o modo
TEM de uma corneta coaxial e o subrefletor é uma elipse ao invés de uma
parabola, de forma a reduzir a perda de retorno. A elipse geratriz do subrefletor
¢ obtida a partir de uma configuracao classica OADC com os seguintes
parametros: Vs = 9,5\, D = 2,4\, diametro do refletor principal classico
Dy = 20\, abertura central zz = 0, abertura do refletor principal classico
Wy = 8,25\, e v = 90°. Estes valores geram uma elipse com excentricidade
e = 0, 787098, distancia interfocal 2¢ = 69,93\, e angulo de elevacao do eixo
de simetria § = 171, 82° em relacao ao eixo z. Como consequéncia, o diametro
do subrefletor projetado Dg = 20,03\, o angulo de borda 0 = 54,07° e a
distancia rgg = —69, 77\ utilizada como valor inicial no processo de sintese
descrito na Segao 2.3. As geratrizes e o tracado de raios sao apresentados na
Figura 2.12 e valores citados acima, bem como outras dimensoes fisicas das
antenas sintetizadas estao sumarizados na Tabela 2.1. O valor negativo de rgg
indica que o anel caustico P se encontra abaixo do refletor principal modelado,
como indica a Figura 2.12.

No segundo estudo de caso (Caso A.Il) apresentado nesta segao, foi
utilizado o mesmo subrefletor do Caso A.I e o refletor principal foi modelado
com os limites angulares do campo distante invertidos, ou seja, 8y = 82, 50°
a Oy = 97,50°. Neste caso, Oy > 0y e, portanto, a cdustica é virtual e
esta localizada atras refletor principal, conforme ilustrado na Figura 2.13. Na
Tabela 2.1 sao listados os principais parametros desta antena e, em particular,

percebe-se que o diametro Dy, e a altura V), dos estudos de caso A.I e A.Il
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Figura 2.12: Caso A.I: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADC
modelada com caustica real
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Figura 2.13: Caso A.Il: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADC
modelada com cdustica virtual
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Figura 2.14: Diagrama de radiacao no plano de elevacao dos casos A.l e A.Il

sao bem préximos, sugerindo que a forma como os raios sao mapeados no
campo distante na configuracao OADC é pouco significativo na determinagao
de estruturas mais compactas.

Os diagramas de radiacao dos casos A.I e A.Il, obtidos através do método
de andlise combinada MMT /MoM, sao ilustrados na Figura 2.14, juntamente
com o diagrama de radiagao objetivo da GO e os limites £3dB. As geratrizes
do refletor principal modelado utilizada para anélise foram obtidas através do
método baseado na solucao de uma equagao diferencial utilizando um niimero
muito grande de pontos (N = 10°). Na analise do MoM foi considerada uma
discretizagao de 20 seg/A (20 segmentos em cada comprimento de onda) e
a frequéncia de operacao 9.3GHz. As diferencas observadas entre o diagrama
objetivo e os obtidos através do MMT/MoM podem ser atribuidas a diferengas
entre diagrama de radiacao da corneta coaxial considerada na andlise e o
modelo de abertura coaxial utilizado na sintese e aos efeitos difrativos de
acoplamento eletromagnéticos nao considerados no processo de sintese [79].
Observando os diagrama de radiagao, nota-se que nas dire¢oes préximas a
6 = 90°, em particular 86° < 6 < 93°, os diagramas dos Casos A.I e A.II sao
mais proximos da fungao objetivo. Uma das razoes disto é que o diagrama nesta
regiao ¢ determinado pela parte central do refletor, onde os efeitos difrativos
das bordas sao menos intensos. Do ponto de vista das dimensoes fisicas, a
configuracao com caustica real apresentou um volume igual a 5,633 x 103\3,
enquanto na com caustica virtual o volume foi 5, 586 x 103\3. Nesta comparacao
o Caso A.Il mostrou-se mais compacto do que o Caso A.I, apesar de essa

diferenca ser bastante sutil.
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Figura 2.15: Erro rms em relagao a N para os casos A.l e A.Il

Um aspecto importante a ser avaliado nos métodos propostos no presente
trabalho é a convergéncia da solugao, ou seja, deseja-se verificar o comporta-
mento do erro, definido como a diferenca entre a solucao exata e a obtida
numericamente, a medida em que se aumenta o nimero pontos na utilizados
na sintese. A dificuldade de se determinar o erro vem da inexisténcia de uma
solugao analitica exata para os casos em estudo. Entretanto, pode-se utilizar
como aproximacao da solugao exata uma superficie de referéncia obtida através
do tradicional método de sintese baseado na solu¢ao de uma equacao diferen-
cial ordindria com um ntiimero muito grande de passos N = 10° [71], [72]. Para
quantificar o erro em cada sintese, definiu-se um erro rms (root mean square)

da seguinte forma:

N

1 re 2
Erms = N Z (TSnf - TSn) (2_5())

n=1

onde Tgif ¢ a distancia do ponto P a geratriz de referéncia e N o nimero de pon-

tos utilizados. Em todos os estudos de caso Egrg foi calculado considerando
N igual a multiplos de 25 no intervalo entre N = 25 (log(1/25) ~ —1,4) e
N = 12500 (log(1/12500) ~ —4,1). A Figura 2.15 apresenta o E,,,,s para os trés
métodos de sintese. Observando grafico nota-se que a convergéencia do Método
I é muito mais rapida que a outros dois métodos. No Caso A.I, para N = 25
o Método I (secoes de elipses e hipérboles) apresentou E,,,s = 2,30 x 107%)\, o
Método II (segoes de pardbolas) E,.,s = 2,06 x 1072)\ e Método III (baseado

em equagao diferencial) E,,,, = 5,23 x 1072). Portanto, o erro no Método I
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Figura 2.16: Erro absoluto na geratriz modelada com N = 25 em fungao da
coordenada z para os casos A.I e A.Il

foi aproximadamente 90 vezes menor que Método II e 230 vezes menor que o
Método III. Para que os métodos II e III tivessem aproximadamente o mesmo
erro rms do Método I com N = 25, seria necessario que a sintese foi feita com
N = 2000 e N = 5000, respectivamente. No Caso A.Il, também para N = 25,
o Método I apresentou E,,s = 2,27 x 1074\, 0 Método II E,,,,s = 1,95 x 1072\
e Método I E,,s = 7,48 x 1072\. Nesta configuracao o erro no Método I foi
90 vezes menor que no Método II e quase 330 vezes menor que no Método
III. Considerando o erro rms do Método I com N = 25 seria necessario que
a sintese nos métodos II e III foi feita com aproximadamente N = 2000 e
N = 6000, respectivamente. Comparando agora os dois casos, no Método I a
configuragdo com cédustica real (Caso A.I) apresentou erro rms menor que a
configuracao com caustica virtual.

Os métodos de sintese discutidos na Secao 2.3, bem como o apresentado
em [71], empregam procedimentos iterativos em que cada ponto da geratriz é
obtida a partir do ponto anterior e, consequentemente, erro é cumulativo. Por
conta disto, em geral, os ultimos pontos da sintese sao os de maior erro. Para

verificar este comportamento calculou-se o seguinte erro absoluto:

ef

r
Eabs = |Tsp —TSn|-

(2-51)

A Figura 2.16 mostra o erro absoluto em funcao da coordenada z considerando
a geratriz modelada com 25 pontos. Para o Caso A.l, no segundo ponto (o
primeiro é definido a priori) da sintese o erro é aproximadamente Eg,s =
8,5 % 1077\, Egps = 8,5 x 1077\ e Egps = 4,8 x 107X\ para o Método I,
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Figura 2.17: Caso A.I: Diagramas de radiagao no plano de elevagao

Método II e Método I1I, respectivamente. No tltimo ponto, Egps = 1,5 x 1074\,
4,3 x 1072\ e 9,2 x 1072\ para os métodos I, II e III, respectivamente. Em
todos os trés métodos o erro no ultimo ponto foi maior, entretanto, no Método
I ele foi 600 vezes menor que no Método III e quase 300 vezes menor que
no Método II. O Caso A.Il apresenta valores muito semelhantes. Observa-se,
nos dois casos, que no Método I erro absoluto é muito menor que nos outros
métodos e, além disto, proporcionalmente ele cresceu menos. Comparando o
erro no segundo e o ultimo ponto, no Método III o erro aumentou 1900 vezes,
no Método II 50.000 vezes e no Método I 180 vezes. Nos Métodos II e III o erro
cresce rapidamente em direcao a borda do refletor, sendo essa caracteristica
mais aguda no Método III.

As Figuras 2.17 e 2.18 apresentam os diagramas de radiagao dos casos
A.T e A.II, respectivamente, considerando as geratrizes modeladas pelos trés
métodos com N = 25 e a geratriz referéncia N = 10°. A andlise eletromagnética
utilizada para a obtencao do diagramas de radiacao foi realizada pelo algoritmo
de anélise combinada MMT/MoM considerando 20 seg/\ e frequéncia de
operacao 9.3GHz. Como esperado, as maiores discrepancias ocorreram no
diagrama determinado a partir da geratriz modelada pelo Método III, o
diagrama correspondente ao Método I o resultado muito similar a solucao de
referéncia. Comparando os diagramas de radiagao dos casos A.I e A.II, é fécil
notar que o diagrama correspondente ao Método III do Caso A.Il apresenta
maiores diferencas em relagao a solucao de referéncia que no Caso A.L. Isso
ocorre porque os erros de sintese em A.Il também sdo maiores, conforme

ilustram as Figuras 2.15 e 2.16.
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Figura 2.18: Caso A.Il: Diagramas de radiagao no plano de elevacao

Para avaliar o comportamento do diagrama de radiacao quando a setor
angular objetivo é mais amplo, o refletor principal de uma configuracao OADC
foi sintetizado para irradiar, segundo os principios da GO, um diagrama de
radiagdo setorial uniforme no plano de elevagao sobre £15° (Caso B.I) em
relacdo a linha do horizonte, ou seja, de 6, = 105° a Oy = 75° (observe a
Figura 2.19). O subrefletor utilizado tem rigorosamente as mesmas dimensoes
e parametros do empregado nos casos A.l e A.Il, conforme indicado na Tabela
2.1. As geratrizes do subrefletor e do refletor modelado, bem como o tragado de
raios, sao ilustrados na Figura 2.19, onde a caustica real em frente ao refletor
principal é aparente. A mesma configuracao com os limites angulares do campo
distante invertidos, ou seja, 6y = 75° a #y = 105° é apresentada no Caso B.II.
O subrefletor é o mesmo do Caso B.I, porém 6y > 6, e, consequentemente,
a caustica é virtual e encontra-se atrds do refletor principal, como pode ser
observado na Figura 2.20.

Observando a Tabela 2.1 percebe-se que, assim como nos casos A.l
e A.Il, as dimensoes fisicas das antenas nos casos B.I e B.II sao muito
parecidas. O Caso B.I apresentou volume igual a 5,700 x 103)\3 e o Caso
B.II, ligeiramente mais compacta, volume igual a 5,604 x 102A3. Novamente a
diferenca entre os volumes das antenas com caustica real e virtual é bastante
sutil, confirmando que a opcao de mapeamento para essa configuracao é pouco
relevante. Comparando o Caso A.I ao Caso B.I e o Caso A.Il ao Caso B.II, ha
um um pequeno aumento da dimensao Vj; e, consequentemente, no volume nos
casos modelados para prové cobertura em um setor angular maior (casos Caso

B.I e B.II). A baixa relevancia do tipo de mapeamento e da abertura do setor
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Figura 2.19: Caso B.I: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADC
modelada com caustica real
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Figura 2.20: Caso B.II: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADC
modelada com cdustica virtual
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Figura 2.21: Diagrama de radiacao no plano de elevagao dos casos B.I e B.II

angular objetivo no volume ocorre porque o anel caustico P da configuracao
OADC, de onde provem os raios, esta muito afastado da superficie refletora.

Os diagramas de radiacao dos casos B.I e B.II ilustrados na Figura
2.21 foram obtidos através do método MMT/MoM considerando as geratrizes
obtidas através do Método IIT com N = 10°, 20 seg/\ e frequéncia de operagio
9.3GHz. Nota-se que nas diregoes 80° < 6 < 100° os resultados sao mais
proximos da funcao objetivo, demonstrando que os efeitos difrativos sao menos
intensos na regiao central do refletor. Como consequéncia, quando é desejado
um diagrama uniforme em um setor angular mais amplo, a regiao mais proxima
a fungao objetivo também é maior.

A analise do erro rms para os casos B.I e B.II, feita com as mesmas
definicoes e metodologia dos casos anteriores, é ilustrada na Figura 2.22. De
imediato, se percebe um comportamento muito semelhante os casos A.I e A.II,
ou seja, o Método III tem o maior erro rms, o Método I o menor e o Método
IT um valor intermediario. No Caso B.I, considerando N = 25, o Método I
teve E,pms = 4,66 x 1074\, o Método II E,,,,, = 4,31 x 1072\ e Método III
Erms = 1,23 x 1071\, ou seja, o erro do Método I foi mais de 90 vezes menor
no que Método IT e quase 270 vezes menor que o Método III. Considerando o
erro rms do Método I com N = 25 seria necesséario que a sintese nos métodos
IT e III fosse feita com cerca de 2200 e 6200 pontos, respectivamente. No
Caso B.II, ainda para N = 25, obteve-se E,.,; = 4,62 x 107\, 3,86 x 1072\
e 1,35 x 107!\ para os métodos I, II e III, respectivamente. Neste caso o
Método I teve o erro rms foi mais de 80 vezes menor que no Método II e

quase 300 vezes menor que o Método III. Para o mesmo erro rms do Método
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Figura 2.22: Erro rms em relacao a /N para os casos B.I e B.II
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Figura 2.23: Erro absoluto na geratriz modelada com N = 25 em fungao da
coordenada z para os casos B.I e B.II

I com N = 25 a sintese nos métodos II e III precisaria ser feita adotando-se,
aproximadamente, N = 2000 e N = 5000, respectivamente. Comparando os
erros rms dos casos A.l e A.Il, ilustrados na Figura 2.15, aos dos casos B.I
e B.II, ilustrados Figura 2.22, percebe-se que ele foi quase duas vezes maior.
Essa relacao coincide exatamente com a alteracao do setor angular objetivo,
que no caso B.I e B.IT também foi dois vezes maior.

Na Figura 2.23 ¢é ilustrado o erro absoluto considerando a geratriz

modelada com 25 pontos. O mesmo comportamento dos casos anteriores é
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Figura 2.24: Caso B.I: Diagramas de radiacao no plano de elevagao

observado, nos Método II e III o erro o cresce rapidamente em direcao a
borda, enquanto que para no Método I, além de muito menor, apresenta um
comportamento mais estavel. Para o Caso B.I, no segundo ponto da sintese
tem-se Eqps = 2,09 x 107X, 2,09 x 107X e 2,31 x 107*\ para o métodos I, 1T
e III, respectivamente, e no ultimo ponto Egs = 3,27 x 1074\, 8,74 x 1072\
e 2,28 x 1071\ para os métodos I, II e III, respectivamente. Comparando o
erro nestes pontos, o erro absoluto aumentou, aproximadamente, 150 vezes
no Método I, 40.000 vezes no Método II e quase 1000 vezes no Método III.
Comparando os erros dos casos A.I e A.Il, ilustrados na Figura e 2.16, aos dos
casos B.I e B.II ilustrados Figura 2.23 percebe-se que foram quase duas vezes
maior, assim como o setor angular objetivo.

As Figuras 2.24 e 2.25 apresentam os diagramas de radiagao dos casos
B.I e B.IT obtidos através do MMT/MoM considerando na sintese as geratrizes
modeladas com N = 25, geratriz referéncia N = 10° e na analise 20 seg/\ e
frequéncia de operagao 9.3GHz. Neste exemplo, a discrepancia da solugao do
Método III, comparada a dos casos A.I e A.Il, é ainda mais proeminente,

enquanto que a solucao do Método I é muito similar a solucao de referéncia.

Configuracao OADE com Cobertura Uniforme

Neste estudo de caso (Caso C.I), o refletor principal de uma configuragao
OADE foi sintetizado para irradiar, sob os principios da GO, um diagrama
de radiacao setorial uniforme no plano de elevagao sobre £7,5° em relacao a
linha do horizonte, ou seja, de 6, = 97,50° a 0y = 82,50°. Como 6y > Oy,

a caustica encontra-se em frente ao refletor principal, logo é real. A elipse
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Figura 2.25: Caso B.II: Diagramas de radiagao no plano de elevagao

geratriz do subrefletor é obtida a partir de uma configuracao classica OADE
com os seguintes parametros: Vg = 9,5\, Dg = 2,4\, diametro do refletor
principal classico Dy; = 20\, abertura central zg = 0, abertura do refletor
principal classico W4 = 8,25\, e v = 90°. Estes valores geram uma elipse
com excentricidade e = 0,270899, distancia interfocal 2¢ = 4,69\, e angulo
de elevagao f = 54,79° do eixo de simetria em relacao ao eixo z. Como
consequéncia, o diametro do subrefletor projetado Dg = 16,49\, angulo de
borda O = 48,72° e a distancia rgg = 3, 77\ utilizada como valor inicial nos
processos de sintese descritos na Secao 2.3. As geratrizes, bem como o tracado
de raios, sao ilustradas na Figura 2.26. No segundo estudo de caso desta secao
(Caso C.II) ilustrado na Figura 2.27, foi adotado o mesmo o subrefletor do Caso
C.I, a mesma funcao objetivo porém os limites angulares do campo distante
foram invertidos, ou seja, 0y = 82,50° a Oy = 97,50°. Neste caso, Oy > 0
e, portanto, a caustica é virtual. As principais dimensoes fisicas das antenas
sintetizadas neste estudo de caso estao sumarizadas na Tabela 2.2.
Comparando os parametros Dy, e Vj; dos casos C.I e C.II percebe-se que
a configuracao com causticas real tem dimensoes menores que a configuracao
com cdaustica virtual, sugerindo que, diferente da configuragio OADC, na
configuracao OADE a forma de mapeamento dos raios tem maior importancia
para a obtencao de antenas mais compactas. Analisando os volumes (observe a
Tabela 2.2, a configuracio com caustica real tem volume igual a 5,270 x 1033
enquanto que na com cdustica virtual o volume é 6,073 x 10°\3. Comparando
os casos A.l ao C.I e A.Il ao C.II, ou seja, casos com mesmos parametros

iniciais de projeto, funcao objetivo, limites do campo distante e mapeamento
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Figura 2.26: Caso C.I: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADE
modelada com caustica real

* / 5 “WW 7
\ “.., /
7

Figura 2.27: Caso C.II: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADE
modelada com cdustica virtual
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Parametros Caso C.I Caso C.II Caso D.I Caso D.II

Ds(\) 16,49 16,49 16,49 16,49
Vs(N) 9,50 9,50 9,50 9,50
Dur(N\) 19,35 20,89 18,89 22,16
Var(A) 7,68 9,04 7.26 10,17
Dp()\) 2,40 2,40 2,40 2,40
25(\) 0 0 0 0
2c(A\) 4,69 4,69 4,69 4,69
e 0,270809  0,270899  0,270899  0,270899
3 54,79°  54,79°  54,79°  54,79°
05 48,720  48,72°  48,72°  48,72°
fo 97,50°  82,50°  105,0° 75, 0°
Oy 82,50°  97,50° 75, 0° 105, 0°

Volume(103)\3) 95,270 6,073 5,043 6,803

Tabela 2.2: Parametros das antenas OADE com diagrama setorial uniforme

Caso C.I
Caso C.II
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60 65 70 75 80 85 9 95 100 105 110 115 120
0 [graus]

Figura 2.28: Diagrama de radiacao no plano de elevagao dos casos C.I e C.II

dos raios no campo distante, diferenciando-se pelo mapeamento dos raios no
subrefletor, constata-se que (observe as tabelas 2.1 e 2.2) quando a cdustica é
real a configuracao mais compacta é a OADE e quando a cdustica é virtual é
a OADC.

Os diagramas de radiacao dos Casos C.I e C.II analisados através do
MMT /MoM estao ilustrados na Figura 2.28, juntamente com a fungao objetivo
e os limites +£3dB. As geratrizes foram obtidas através do Método III com
N = 10° e andlise do MoM considerou discretizacao de 20 seg/\ e frequéncia
de operacao 9.3GHz. E f4cil perceber que nas diregoes centrais 85° < # < 95°

da regiao objetivo da sintese os resultados sao mais proximos do diagrama de
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Figura 2.29: Erro rms em relagdo a N para os casos C.I e C.II

radiacao buscado. Nesta direcoes os efeitos difrativos sao menos representativos
e, consequentemente, a sintese da GO apresenta melhores resultados.

Para avaliar o comportamento da convergéncia dos métodos apresenta-
dos, a Figura 2.29 mostra o erro rms dos casos C.I e C.II. Percebe-se mais uma
vez 0 mesmo padrao de comportamento, ou seja, no Método I a convergéncia
é muito mais rapida que a nos métodos II e III. No Caso C.I, para N = 25,
o Método I teve E,.,s = 2,43 x 1074\, o Método II E,,,,, = 2,75 x 1072\ e
Método III E,,,, = 6,90 x 1072\, ou seja, o erro do Método I foi mais de 110
vezes menor no que Método I e mais de 280 vezes menor que o Método III.
Considerando o erro rms do Método I com N = 25, a sintese com métodos
IT e III precisaria ser feita com 3000 e 6500 pontos, respectivamente, para o
mesmo erro rms. Para Caso C.II, obteve-se E,,,,s = 2,66 x 107%), 2,91 x 1072\
e 1,01 x 10~*\ para os métodos I, II e III, respectivamente. Aqui, o Método I
teve o erro rms quase 110 vezes menor que no Método II e mais de 380 vezes
menor que o Método III. Para o mesmo erro rms do Método I com 25 pontos, a
sintese nos métodos II e III precisaria ser feita considerando, aproximadamente
N = 3000 e N = 10000, respectivamente. Comparando agora os casos A.l e
AT, ilustrados na Figura 2.15, aos casos C.I e C.II, ilustrados Figura 2.29, o
erro rms foi cerca de 25% maior na configuragao OADE.

O erro absoluto foi novamente determinado considerando as geratrizes
modeladas com 25 pontos. A Figura 2.30 mostra o resultado para os trés
métodos em funcao da coordenada z. O mesmo comportamento dos casos
anteriores é observado, nos Método II e III o erro o cresce rapidamente em

dire¢ao a borda e para no Método I ele é muito menor e cresce menos. No Caso
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Figura 2.30: Erro absoluto na geratriz modelada com N = 25 em fungao da
coordenada z para os casos C.I e C.II

C.I, no segundo ponto da sintese obteve-se Eu,, = 1,66 x 107\ no Método
I, Egps = 4,21 x 107*X no Método II e Egps = 4,43 x 1074\ Métodos III. No
tltimo ponto, Egps = 7,57 x 107%\, Egps = 6,92 x 1072X e Eg = 1,63 x 1071\
para os métodos I, II e III, respectivamente. Comparando o erro no segundo e
o ultimo ponto, houve um aumento de, aproximadamente, 45 vezes no Método
I, 165 vezes no Método II e quase 370 vezes no Método III, caracterizando o
comportamento mais estavel do Método I. Comparando agora os casos A.l e
A1, ilustrados na Figura e 2.16, aos casos C.I e C.II ilustrados Figura 2.30
nota-se na OADE o erro foi quase duas vezes maior.

Os diagramas de radiacao dos casos C.I e C.II determinados através do
MMT /MoM com 20 seg/\ e frequéncia de operagao 9.3GHz sao apresentados
nas Figuras 2.31 e 2.32. A solugao de referéncia foi obtida utilizando-se uma
geratriz com um nimero muito grande de pontos. As maiores discrepancias
ocorreram no diagrama determinado a partir da geratriz modelada pelo
Método III, o diagrama correspondente ao Método I o resultado muito similar
a solucao de referéncia. Comparando os diagramas de radiacao dos casos C.I
e C.II, é facil notar que o diagrama correspondente ao Método I do Caso C.II
apresenta maiores diferencas em relacao a solucao de referéncia que Caso C.I,
fato também observado nos graficos de erro Figuras 2.29 e 2.30.

Mais uma vez deseja-se avaliar a sintese quando o setor angular objetivo
¢ duas vezes maior. Para isto, e refletor principal de uma configuracao OADE
foi sintetizado para irradiar, segundo os principios da GO, um diagrama de

radiacdo setorial uniforme no plano de elevagao sobre £15° (Caso D.I) em
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Figura 2.31: Caso C.I: Diagramas de radiacao no plano de elevagao

12

a o Sol. de Referéncia
9 — — — Segdes de Conicas

6 _ -----SecOes de Parabolas
3 ] /4 Equagao Diferencial

0 |
3
6
9 | '
12 R\
15

.18 |

Ganho [dBi]

===ttt
40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140
0 [graus]

Figura 2.32: Caso C.II: Diagramas de radiacao no plano de elevacao

relacao a linha do horizonte, ou seja, 6y = 105° a Oy = 75°. O subrefletor
utilizado foi o mesmo dos casos C.I e C.II, conforme indicado na Tabela 2.2.
Como 0y > Oy a caustica é real e esta localizada em frente refletor principal.
As geratrizes do subrefletor e do refletor modelado, bem como o tracado de
raios, sdo ilustrados na Figura 2.33. No tltimo estudo de caso (Caso D.II)
desta secao, mantendo o subrefletor dos caso C.I e C.II o refletor principal
foi modelado com os limites angulares do campo distante invertidos, ou seja,
Oy = 75° a Oy = 105°. Neste caso, Oy > 0 e a caustica é virtual esta localizada

atras refletor principal, como se observa na Figura 2.34.
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(%)

Figura 2.33: Caso D.I: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADE
modelada com caustica real
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Figura 2.34: Caso D.II: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADE
modelada com cdustica virtual
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Figura 2.35: Diagrama de radiacao no plano de elevacao dos casos D.I e D.II

Ao analisar as dimensoes de projeto Dy, e Vi dos casos D.I e D.II nota-
se que a configuragdo com céausticas real (Caso D.I) tem dimensoes menores
que a configuracao com caustica virtual (Caso D.II), sugerindo mais uma vez
que na configuracao OADE a forma de mapeamento dos raios tem maior
importancia para a obtencao de antenas mais compactas. Comparando os
volumes (observe a Tabela 2.2, a configuracao com cédustica real tem volume
igual a 5,043 x 103\ enquanto que na com caustica virtual o volume é
6,803 x 10°A3. Comparando as antenas OADE com cdustica real (caso C.I e
D.I) percebe-se um comportamento diferente do observado para a configuragao
OADC com céustica real (caso A.l e B.I), ao dobrar o setor angular objetivo o
volume da antena reduziu. Na configuracdio OADE com cdustica virtual (caso
C.II e D.II) o comportamento foi o mesmo da OADC (casos A.Il e B.II), ou
seja, o volume foi maior na antena com setor angular objetivo maior, porém
o aumento foi maior. Comparando os casos B.I ao D.I e B.IT ao D.II, ou seja,
casos com mesmos parametros, diferenciando-se pelo mapeamento dos raios no
subrefletor, constata-se novamente (observe as tabelas 2.1 e 2.2) que quando a
caustica em frente ao refletor principal é real a configuragao mais compacta é
a OADE e quando a caustica é virtual é a OADC.

Novamente, foi utilizado MMT /MoM para a determinacao dos diagramas
de radiagao dos Casos D.I e D.II e os resultados estao ilustrados na Figura 2.35.
As geratrizes foram obtidas através do Método III com N = 10° e andlise do
MoM considerou discretizagao de 20 seg/\ e frequéncia de operagao 9.3GHz.
Para configuracao OADE repete-se comportamento observado na configuracao

OADC, nas diregoes 80° < # < 100° os resultados sao mais préximos da fungao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0922107/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0922107/CB

Capitulo 2. Sintese de Antenas Duplo-Refletoras Omnidirecionais 74

Caso D.I - Equagéo Diferencial
0.18 — Caso D.I - Segdes de Parabolas
e Caso D.I - Segdes de Conicas

0.16 — Caso D.II - Equagido Diferencial
—— - —Caso D.II - Segdes de Parabolas
0.14 —— — Caso D.II - Se¢des de Conicas

Erro RMS [A]

RN N N L R R R I RN
-40 -3.8 -3.6 -34 32 -3.0 28 -26 24 22 -20 -1.8 -1.6 -14
LOG [1/N]

Figura 2.36: Erro rms em relacao a N para os casos D.I e D.II

objetivo, confirmando que os efeitos difrativos sao menos intensos na regiao
central do refletor. Comparando os estudos de caso C.1 e C.IT a D.I e D.II, nota-
se que quando se deseja o setor angular objetivo mais amplo, o diagrama de
radiacao obtido é mais préximo da funcao objetivo. Observando o tracado de
raios e o diagrama de radiagao, percebemos que as regioes proximas as bordas
do refletor sao responsaveis pela formacao do diagrama de radiacao na regiao
proxima aos limites do campo distante. Por exemplo, no Caso D.II a regiao
da borda superior do refletor modelado esté associada ao comportamento do
diagrama de radiacao nas dire¢oes proximas a 75° e, consequentemente a parte
inferior nas diregoes proximas a 105°.

A metodologia utilizada nos estudos de caso anteriores para avaliar a
convergéncia dos métodos foi mais uma vez aplicada. A Figura 2.36 mostra
o erro rms dos Casos D.I e D.II e repete-se o padrao de comportamento dos
casos anteriores, com Método I apresentando erro muito menor que os métodos
IT e III. No Caso D.I, para N = 25, o Método I teve E, s = 4,79 x 1074\, o
Método II E,,,s = 5,49 x 1072X e Método III E,,,, = 1,51 x 107!\, ou seja,
o erro do Método I foi mais de 110 vezes menor no que Método II e mais
de 310 vezes menor que o Método III. Considerando o erro rms do Método
I com N = 25 seria necessario que a sintese nos métodos II e III fosse feita
com cerca de 3000 e 8000 pontos, respectivamente. Para Caso D.II, obteve-se
Erms = 6,00 x 1074\, 6,17 x 102X e 2,00 x 107\ para os métodos I, IT e III,
respectivamente. Aqui, o Método I teve o erro rms mais de 100 vezes menor
que no Método II e mais de 330 vezes menor que no Método III. Considerando

o Método I com N = 25, a sintese com métodos II e III precisaria ser feita
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Figura 2.37: Erro absoluto na geratriz modelada com N = 25 em fungao da
coordenada z para os casos D.I e D.II

com aproximadamente 2500 e 8000 pontos, respectivamente, para o mesmo
erro rms.

A Figura 2.37 mostra o erro absoluto na geratriz considerando as sinteses
com 25 pontos. Pode-se observar que o erro cresce rapidamente em direcao
a borda nos Método II e III, enquanto que para no Método I é muito
pequeno, repetindo o comportamento dos casos anteriores. Para o Caso D.I,
no segundo ponto da sintese tem-se Egps = 3,48 x 1075\, Egps = 9,22 x 1074\
e Egs = 6,27 x 107\ para o métodos I, IT e III, respectivamente, e no tltimo
ponto Egps = 1,45 X 103X, Egps = 1,31 x 1071\ e Egps = 3,68 x 1071\ para os
métodos I, IT e III, respectivamente. Comparando o erro nestes pontos, houve
um aumento de menos de 20 vezes no Método I, mais de 140 vezes no Método II
e quase 600 vezes no Método II1. Comparando os casos C.I e C.1I1, ilustrados na
Figura e 2.30, aos casos D.I e D.II ilustrados Figura 2.37 verifica-se novamente
que o erro absoluto dobrou de valor, assim como o setor angular objetivo da
sintese. Comparando agora os casos B.I e B.I1, ilustrados na Figura e 2.23, aos
casos D.I e D.II nota-se na configuracao OADE o erro foi quase duas vezes
maior que na OADC.

As Figuras 2.38 e 2.39 apresentam os diagramas de radiacao dos casos
D.I e D.IT obtidos através do método de andlise MMT/MoM considerando na
sintese as geratrizes modeladas com N = 25, geratriz referéncia N = 10° e na
andlise do MoM discretizagao de 20 seg/A e frequéncia de operacao 9.3GHz.
Novamente constata-se que a discrepancia da solucao baseada em equacao

diferencial é maior, enquanto que a solucao que utiliza se¢oes de conicas é
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Figura 2.38: Caso D.I: Diagramas de radiagao no plano de elevacao
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Figura 2.39: Caso D.II: Diagramas de radiacao no plano de elevacao

muito similar a solugao de referéncia. Comparando estes resultados com os dos
casos C.I e C.II, verifica-se que as diferengas sao maiores assim como os erros
de sintese observados em 2.36 e 2.37.

Nos diversos estudos de casos realizados nessa secao, pode-se perceber
que quando a funcgao objetivo é constante, o método de sintese baseado na
concatenacao de secoes de elipses e hipérboles mais é eficiente que o método
baseado em secoes parabolas ou o que resolve uma equacao diferencial or-
dinaria. O préximo objetivo é verificar se esse comportamento é particular

desta fungao objetivo, ou também se verifica para outros tipos de funcao. Para
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isto, na préxima secao serd feito o mesmo estudo porém considerando o dia-
grama de radiacao objetivo uma funcao cossecante ao quadrado. Em relacao
ao volume das antenas ficou claro que na configuracao OADC o tipo mapea-
mento dos raios e o setor angular objetivo tem pouca influéncia nos resultados.
Ja na configuracao OADE as alteragoes sao mais significativas. Comparando
antenas com mesmas caracteristicas de cobertura, as configuragoes OADE com

caustica real foram a mais compactas.

2.4.2
Cobertura Cossecante ao Quadrado

Nesta secao, a funcao objetivo que descreve o diagrama de radiacao no
plano de elevagao é do tipo cossecante ao quadrado [84], [87], [89]. Desta forma,
a atenuacao do espago livre é compensada pela maior diretividade da antena
nas regides mais afastadas da fonte, conseguindo-se, segundo os principios
da GO, distribuicdo uniforme de poténcia na regiao de cobertura. A funcao

objetivo é definida como [71]:

G4 (0) = G, csc? (9 3 ”) . (2-52)

onde (G, é uma constante através da normalizacao da poténcia total irradiada

(Pyraq)- Definindo P,,q = 1, pode-se escrever:

20 rOn 0—m
/ / G, csc? < 5 ) senfdfdp = 1. (2-53)
0o Joo

Resolvendo a integral é facil mostrar que:

1
G,=—
2T

cos By cos Oy

(2-54)

cos By — cos By

onde o médulo foi novamente inserido para generalizar a formulagao tornando-

a valida para os dois tipos de mapeamento dos raios.

Configuracao OADC com Cobertura Cossecante ao Quadrado

No primeiro estudo de caso desta segdo (Caso E.I), o refletor principal de
uma configuracao OADC foi modelado para prové um diagrama de radiacao
cossecante ao quadrado no plano de elevagao entre 6, = 115° a Oy = 93°.
Como 6y > 6Oy, a caustica é formada em frente ao refletor principal, logo
¢ uma caustica real. A elipse geratriz do subrefletor é obtida a partir de
uma configuragao classica OADC com os seguintes parametros: Vg = 8, 0],
Dp = 2,4\, diametro do refletor principal classico Dy, = 17,56\, abertura
central zg = 0, abertura do refletor principal classico W4 = 7,0\, e v = 102°.

Estes valores geram uma elipse com excentricidade e = 0, 728301, distancia
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Parametros Caso EI Caso E.II Caso F.I Caso F.II

Ds(\) 18,59 18,59 18,59 18,59
Vs(A) 8,00 8,00 8,00 8,00
Dy(N) 17,51 17,52 17,43 17,46
Var(A) 8,57 8,48 9,73 9,26
Dp()) 2,40 2,40 2,40 2,40
25(N) 0 0 0 0
2c(\) 42,61 42,61 42,61 42,61
e 0,728301 0,728301 0,728301 0,728301
3 169,87°  169,87°  169,87°  169,87°
O 58,72°  58,72°  58,72°  58,72°
0, 115,0°  93,0° 135,0°  93,0°
Oy 93,0° 115,0° 93, 0° 135,0°

Volume(103\3) 4,295 4,275 4,574 4,461

Tabela 2.3: Parametros das antenas OADE com diagrama setorial uniforme

interfocal 2c = 42,607\, e angulo de elevacao do eixo de simetria g = 169, 87°
em relacao ao eixo z. Como consequéncia, o diametro do subrefletor projetado
é Dg = 18,59\, o angulo de borda g = 58,72°. As geratrizes e o tracado
de raios sao apresentados na Figura 2.40 e valores citados acima, bem como
outras dimensoes fisicas das antenas sintetizadas estao sumarizados na Tabela
2.3. No segundo estudo de caso (Caso E.II) desta segao, foi utilizado o mesmo
subrefletor do Caso E.I e o refletor principal foi modelado com os limites
angulares do campo distante invertidos, ou seja, 6y = 93° a y = 115°. Neste
caso, Oy > 0y e, portanto, a caustica é virtual e esta localizada atras refletor
principal, conforme ilustrado na Figura 2.41.

Comparando o diametro D); e a altura Vj; dos estudos de caso E.I e
E.II (observe a Tabela 2.3) verifica-se que sdo bem proximos, confirmando
que o tipo de mapeamento na configuragdo OADC, independente da fungao
objetivo, é pouco significativo na determinacao de estruturas mais compactas.
Analisando os volumes, a configuracao com caustica real tem volume igual a
4,295 x 10°\* enquanto na com cdustica virtual o volume foi de 4, 275 x 103\3.
Nesta comparacao a configuracao com caustica virtual mostrou-se ligeiramente
mais compacta do que a com caustica real.

Os diagramas de radiagao dos Casos E.I e E.II ilustrados Figura 2.42 na
foram determinados numericamente através do método de analise combinada
MMT/MoM. As geratrizes utilizada para andlise foram obtidas através do
método baseado na solucao de uma equacao diferencial utilizando um nimero
muito grande de pontos. Na andlise do MoM foi considerada uma discretizacao
de 20 seg/A (20 segmentos em cada comprimento de onda) e a frequéncia de

operacao 9.3GHz. Como esperado, o diagrama de radiagao obtido pela analise
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Figura 2.40: Caso E.I: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADC
modelada com caustica real
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Figura 2.41: Caso E.II: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADC
modelada com cdustica virtual
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Figura 2.42: Diagrama de radiagao no plano de elevacao dos casos E.I e E.II

eletromagnética rigorosa ¢é diferente da fungao objetivo da GO, entretanto,
constata-se boa concordancia entre os limites 6, e Oy da sintese. Estas
discrepancias podem ser atribuida a diferencas entre o diagrama de radiacao da
corneta coaxial considerada na andlise e o modelo de abertura coaxial utilizado
na sintese, além dos efeitos difrativos e de acoplamento eletromagnético nao
considerados no processo de sintese [79]. Observando a parte inferior do refletor
modelado no Caso E.I (Figura 2.40) e a parte superior do refletor modelado
no Caso E.IT (Figura 2.41), nota-se que essas regides assemelham-se a uma
secao de uma parabola refletindo os raios em uma mesma direcao e, desta
forma, definindo o maximo no diagrama de radiacao. Nas partes superior do
Caso E.I e inferior do Caso E.II, percebe-se o espalhamento da energia refletida
definindo a forma de cossecante ao quadrado nos diagramas de radiacao.
Para avaliar a convergéncia dos métodos quando a funcao objetivo é
cossecante ao quadrado, a Figura 2.43 apresenta o erro rms em funcao do
nimero de pontos adotado para a sintese. De maneira analoga a Secao 2.4.1,
a superficie de referéncia utilizada para a determinacao do erro foi obtida
através do método de sintese baseado na solucao de uma equagao diferencial
ordindria (Método IIT) com um nimero muito grande de passos (N = 10°). No
Caso E.I, para N = 25 o Método I (segoes de elipses e hipérboles) apresentou
Erms = 5,18 x 1074\, 0 Método II (secoes de pardbolas) E,ps = 5,12 x 1072\
e Método III (baseado em equagao diferencial) E,,s = 1,48 x 1071\, ou seja, o
erro no Método I foi quase 100 vezes menor que no Método II e 300 vezes menor
que o Método III. Para que os métodos II e III tivessem aproximadamente o

mesmo erro rms do Método I com N = 25 seria necessario que a sintese foi
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Figura 2.43: Erro rms em relacao a N para os casos E.Il e E.IT

feita com N = 2500 e N = 6000, respectivamente. No Caso E.II, também
para N = 25, o Método I apresentou E,,,s = 3,86 x 107%\, o Método II
Erms = 1,98 x 1072) e Método III E,,,, = 7,79 x 1072)\. Logo, no Método I
o erro foi mais de 50 vezes menor que no Método II e 200 vezes menor que o
Método III. Para o mesmo erro rms do Método I com 25 pontos, a sintese nos
métodos II e III precisaria ser feita considerando, aproximadamente N = 1250
e N =4000. Da Figura 2.43 percebe-se um comportamento muito semelhante
ao dos casos de estudo apresentados na Secao 2.4.1, onde a cobertura objetivo
era setorial uniforme. Fica claro que o erro rms do Método I é muito menor
que o dos outros métodos, indicando a convergéncia para solucao independe
da fungao objetivo adotada.

A Figura 2.44 mostra erro absoluto determinado para os trés métodos em
funcao da coordenada z considerando as geratrizes modeladas com 25 pontos.
O mesmo comportamento dos casos anteriores é observado, nos Método II e 111
o0 erro o cresce rapidamente em direcao a borda e para no Método I ele é muito
menor. No Caso C.I, no segundo ponto da sintese obteve-se Egps = 2,12x 1075\
no Método I, Eg = 2.12 x 107°X no Método II e Egy = 2,03 x 1073\
Métodos III. No tltimo ponto, Egs = 4,88 x 1074\, Egps = 6,77 x 103X\ e
Eaps = 1,68 x 1071\ para os métodos I, II e I1I, respectivamente. Comparando o
erro no segundo e o ultimo ponto, houve um aumento de pouco mais de 20 vezes
no Método I, 80 vezes nos métodos II e III, caracterizando o comportamento
mais estavel do Método I.

Analisando o erro no Caso E.I na Figura 2.44 percebe-se que na regiao

—4 < z < 0 o erro com Método II aumenta rapidamente e para a regiao
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Figura 2.44: Erro absoluto na geratriz modelada com N = 25 em fungao da
coordenada z para os casos E.I e E.II

—8,5 < z < —4 erro estabiliza e até diminuiu. Observando agora a Figura
2.40, verifica-se que a regiao da geratriz —8,5 < z < —4 se assemelha
a uma secao de uma parabola refletindo os raios em uma mesma diregao.
Consequentemente, erro no método que concatena secoes secoes de parabolas
reduz significativamente. No caso E.II, é a parte superior —4 < z < 0 do
refletor que se assemelha a uma parabola, e nessa regiao o erro com o Método
IT cresce muito pouco. A partir dessa observacao pode-se intuir que a eficiéncia
do método de sintese estda diretamente ligada a capacidade que as secoes
interpoladoras tem de representar a geratriz. Como as secoes de elipses e
hipérboles tem mais graus de liberdade, elas conseguem representar melhor
a geratriz modelada.

A avaliacao dos efeitos do erro de sintese no diagrama de radiagao dos
casos E.I e E.I1, sao apresentadas nas Figuras 2.45 e 2.46. A geratriz da solugao
de referéncia foi obtida através do Método III com N = 10° e as demais com
N = 25. A anélise foi realizada pelo MMT /MoM considerando discretizagao
de 20 seg/\ e frequéncia de operacao 9.3GHz. Para o Método III h& pequenas
diferencas em relacao a solucao de referéncia nas dire¢oes proximas ao maximo
(90 < # < 105) que aumentam na medida em que se afasta do 16bulo principal
do diagrama, enquanto que a solucao do Método I é muito similar a solucao de
referéncia, mesmo nas regioces de lobulos secundarios. Nos dois casos, fica claro
que as maiores diferengas nos diagramas ocorrem na regiao do lé6bulo principal
que defini o espalhamento da energia na forma de cossecante ao quadrado.

Através do diagrama de raios na Figura 2.40 verifica-se que para o Caso E.I
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Figura 2.45: Caso E.I: Diagramas de radiagao no plano de elevacao
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Figura 2.46: Caso E.II: Diagramas de radiacao no plano de elevagao

¢ a parte superior da geratriz (—4 < z < 0) que define a forma de cossecante
ao quadrado e, nesta regiao, o erro absoluto na sintese (observe a Figura 2.44)
aumenta rapidamente. Para o Caso E.II (observe a Figura 2.41) é a parte
da inferior da geratriz (—8,5 < z < —4), e é também a regiao onde o erro
absoluto mais cresce (observe a Figura 2.44). Em resumo, os maiores desvios
no diagrama de radiagao sao causados pelas regioes do refletor onde ocorrem
os maiores erros de sintese.

Para estudar os algoritmos de sintese quando a setor angular objetivo é

maior, o refletor principal de uma OADC foi modelado para prové cobertura
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cossecante ao quadrado no plano de elevagao entre 6y = 135° e Oy = 93° (Caso
F.I). Como 6y > Oy, tem-se uma caustica real, como mostra Figura 2.47. O
subrefletor utilizado tém os mesmos parametros do empregado nos casos E.I e
E.IT (observe a Tabela 2.3). No ltimo estudo de caso desta segao (Caso F.II),
manteve-se o subrefletor do Caso F.I e modelou-se o refletor principal com os
limites angulares invertidos, ou seja, 8y = 93° a 0y = 135°. Consequentemente,
On > 6y e a caustica é virtual, conforme ilustrado Figura 2.48.

Observando as dimensoes fisicas na Tabela 2.3 verifica-se o mesmo
comportamento das outra antenas OADC modeladas: pouca diferenca entre as
dimensoes das antenas com caustica real e virtual, sendo a configuragao com
caustica virtual ligeiramente menor. No Caso F.I volume foi 4,574 x 103\3 e
no Caso F.II foi de 4, 461 x 103\3. Comparando os casos Ele EIl a F.Ie F.II,
constata-se que as antenas OADC sintetizadas para um setor angular objetivo
menor (casos E.I E.IT) foram mais compactas.

Os diagramas de radiagao obtidos através do MMT /MoM sao ilustrados
na Figura 2.49 juntamente com a fungao objetivo cossecante ao quadrado
utilizada no processo de modelagem e os limites +3dB. A anadlise foi feita
considerando discretizagao do MoM com 20 seg/\, frequéncia de operagao
9.3GHz. A geratriz de referéncia com N = 10° e as demais geratrizes com 25
pontos. Novamente o diagrama de radiagao dado pelo MMT /MoM ¢ diferente
da funcao objetivo da GO, entretanto, boa concordancia é alcancada entre os
limites 0y e 0y objetivo da sintese. Da Figura 2.49 fica evidente que nas diregoes
de maior energia, ou seja, entre 93° e 110° os resultados sao mais préximos
da funcao objetivo, enquanto que para # > 110° as diferengas sao maiores,
evidenciando a maior dificuldade da sintese geométrica controlar o diagrama
de radiacao em regioes com baixo nivel de energia. Isto ocorre porque a energia
atribuida aos efeitos difrativos e de acoplamento é menos representativa nas
direcoes onde o nivel de energia é alto. Na medida em que o nivel de energia
diminui, os efeitos difrativos e de acoplamento tornam-se mais importantes
e, nao sendo eles levados em conta pela técnica de sintese, o controle sobre
diagrama de radiacao é menor.

A anélise do erro rms para os casos F.I e F.II ¢ ilustrada na Figura 2.50.
Repete-se o comportamento de todos os casos apresentados anteriormente,
evidenciando a maior eficiencia do Método I quando comparado aos métodos I1
e I11. No Caso F.I, considerando N = 25, o Método I teve E,,,; = 2,10 x 1073\,
o Método II E,,,, = 1,52 x 1071\ e Método III E,,,, = 4,71 x 1071\,
Proporcionalmente, o erro do Método I foi mais de 70 vezes menor no que
Método II e quase 230 vezes menor que o Método III. Considerando o erro

rms do Método I com N = 25 seria necessario que a sintese nos métodos 11
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Figura 2.47: Caso F.I: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADC
modelada com caustica real
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Figura 2.48: Caso F.II: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADC
modelada com cdustica virtual
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Figura 2.49: Diagrama de radiagao no plano de elevacao dos casos F.I e F.II
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Figura 2.50: Erro rms em relacao a /N para os casos F.I e F.II

e III fosse feita com cerca de 2000 e 5000 pontos, respectivamente. No Caso
F.I1, ainda para N = 25, obteve-se E, s = 1,0 X 103X, E,,,s = 3,74 x 1072\
e Epms = 1,38 x 1071\ para os métodos I, II e III, respectivamente. Neste
caso, o Método I teve o erro rms quase 40 vezes menor que o Método II e
quase 140 vezes menor que o Método III. Para o mesmo erro rms do Método
[ com N = 25 a sintese nos métodos II e III precisaria ser feita adotando-se
N = 800 e N = 3000, respectivamente. Comparando os erros rms dos casos
E.I e E.II, ilustrados na Figura 2.43, aos dos casos F.I e F.I1, ilustrados Figura

2.50, percebe-se que houve um aumento expressivo, sobretudo no Método III.
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Figura 2.51: Erro absoluto na geratriz modelada com N = 25 em fungao da
coordenada z para os casos F.I e F.II

A analise do erro absoluto é novamente feita considerando as geratrizes
modeladas com 25 pontos. Observando a Figura 2.51 verifica-se um comporta-
mento semelhante aos casos anteriores. No segundo ponto da geratriz do Caso
B.I tem-se Egps = 1,80 x 1074, 1,80 x 107* X e 1,49 x 1072\ para o métodos I,
IT e III, respectivamente, e no iltimo ponto Egps = 2,32 x 1073\, 1,81 x 1072\
e 5,23 x 107!\ para os métodos I, II e III, respectivamente. Comparando o
erro nestes pontos, o erro absoluto aumentou, aproximadamente, 12 vezes no
Método I, 10.000 vezes no Método II e quase 35 vezes no Método III.

Comparando os erros dos casos E.I e E.II, ilustrados na Figura e 2.44, aos
dos casos F.I e F.II nota-se um comportamento muito semelhante, porém com
maior amplitude do erro. No caso F.I o erro com Métodos Il em —4 < z < 0
aumenta rapidamente e na regiao que se assemelha a uma parabola —8,5 < z <
—4 o erro estabiliza e até diminuiu. No caso F.II é a parte superior —4 < z < 0
se assemelha a uma parabola e, nessa regiao, o erro com o Método II cresce
muito pouco. Novamente conclui-se que a eficiéncia do método de sintese esta
ligada a capacidade de representacao da geratriz pelas se¢oes interpoladoras.

A avaliacao dos efeitos do erro de sintese no diagrama de radiacao é
apresentada nas Figuras 2.52 e 2.53. Os diagramas de radiacao dos casos
F.I e F.II foram obtidos considerando as geratrizes com 25 pontos, a anélise
MMT /MoM com 20 seg/\ e frequéncia de operacao 9.3GHz. Observa-se que a
discrepancia do Método III em relacao a solucao de referéncia é mais expressiva
na medida em que se afasta de regiao de maximo do diagrama, enquanto que

no Método I é muito similar a solucao de referéncia em todo o diagrama.
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Figura 2.52: Caso F.I: Diagramas de radiacao no plano de elevagao
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Figura 2.53: Caso F.II: Diagramas de radiacao no plano de elevagao

Configuracao OADE com Cobertura Setorial Cossecante

No primeiro estudo de caso desta se¢ao (Caso G.I), o refletor principal de
uma configuracao OADE foi sintetizado para irradiar, sob os principios da GO,
um diagrama cossecante ao quadrado no plano de elevacao entre 6y = 115,0°
a Oy = 93,0°. Neste caso 0y > 0y e caustica é real. A geratriz do subrefletor
é obtida a partir de uma configuracao classica OADE com os seguintes
parametros: Vg = 8,0\, Dg = 2,4\, diametro do refletor principal classico
Dy = 17,50\, abertura central zg = 0, abertura do refletor principal classico

Wa = 7,0\, e v = 102°. Estes valores geram uma elipse com excentricidade
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Parametros Caso G.I Caso G.II Caso HI Caso H.II

Ds(\) 14,91 14,91 14,91 14,91
Vs(\) 8,00 8,00 8,00 8,00
Dur(\) 16,06 18,36 16,53 26.42
Var(A) 7,38 9,58 7.83 17,31
Dp()\) 2,40 2,40 2,40 2,40
z5(\) 0 0 0 0
2c(\) 3,70 3,70 3,70 3,70
e 0,247265 0,247265  0,247265 0,247265
3 60,69°  60,60°  60,690°  60,69°
O 53,16  53,16°  53,16°  53,16°
0 115, 0° 93, 0° 135, 0° 93, 0°
Oy 93,0° 115,0° 93,0° 135,0°
Volume(10°X%) 2,896 3,751 3,057 8,299

Tabela 2.4: Parametros das antenas OADE com diagrama cossecante ao
quadrado

e = 0,24726471, distancia interfocal 2c¢ = 3,704\, e angulo de elevagao do eixo
de simetria em relagao ao eixo z 8 = 60,69°. Como consequéncia, o diametro
do subrefletor projetado Ds = 14,91\, angulo de borda 0r = 53,16°. As
geratrizes e o tracado de raios sao ilustradas na Figura 2.54. No segundo estudo
(Caso G.II), foi adotado o mesmo o subrefletor do Caso G.I, a mesma fungao
objetivo porém os limites angulares do campo distante foram invertidos, ou
seja, 6y = 93,0° a O = 115,0°. Neste caso, Oy > 6y e, consequentemente, a
caustica é virtual. Na 2.55 sao apresentadas as geratrizes e o tragado de raios
deste caso. As principais dimensoes fisicas das antenas sintetizadas nos casos
G.I e G.II estao listadas na Tabela 2.4.

Comparando os parametros D), e V), dos casos G.I e G.II percebe-se que
a configuracao com causticas real tem dimensoes menores que a configuracao
com cdaustica virtual, confirmando mais uma vez para as antenas OADE, a
forma de mapeamento dos raios é determinante na obtencao de antenas mais
compactas. Analisando os volumes (observe a 2.4), a configuragao com caustica
real (Caso G.I) tem volume igual a 2,896 x 103\3 enquanto que na com cdustica
virtual (Caso G.II) é 3,751 x 10°A3. Comparando os casos D.I ao G.I e D.II
ao G.IT (observe as tabelas 2.3 e 2.4) obtidos a partir dos mesmos parametros
iniciais de projeto e diagrama objetivo, apenas com mapeamento dos raios no
subrefletor diferente, verifica-se um comportamento diferente do observado na
Secao 2.4.1, onde a fungao objetivo do campo distante era uma constante. Nas
antenas modeladas com diagrama objetivo do tipo cossecante ao quadrado, a
configuracao OADE foi mais compacta que a OADC, tanto as com caustica

real como as com caustica virtual.
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Figura 2.54: Caso G.I: Geratrizes e diagrama de raios da configuragao OADE
modelada com caustica real
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Figura 2.55: Caso G.II: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADE
modelada com cdustica virtual
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Figura 2.56: Diagrama de radiacao no plano de elevacao dos casos G.I e G.II

A Figura 2.56 apresenta os diagramas de radiacao dos casos G.I e G.II
obtidos através do método de andlise MMT/MoM considerando na sintese as
geratrizes modeladas com N = 25, a geratriz referéncia N = 10° e na andlise
do MoM discretizagao de 20 seg/A e frequéncia de operagao 9.3GHz. Como
esperado, os diagramas de radiacao obtidos sao diferentes da fungao objetivo
da GO. Para para o Caso G.I ha boa convergéncia entre a fungao objetivo
e o resultado da andlise rigorosa, sobretudo entre 93° e 110° onde ha um
nivel de energia mais alto. Observando a Figura 2.54 verifica-se que a parte
inferior da geratriz comporta-se como uma parabola definindo o maximo do
diagrama, e a parte superior define o espalhamento da energia na forma de
cossecante ao quadrado. No Caso G.II as divergéncias sao maiores, sobretudo
para as diregoes 8 > 110°. Uma possivel razao para esta divergéncia pode
ser entendida analisando o diagrama de raios na Figura 2.55, onde os raios
proveniente do alimentador entre 0° e 10° sao refletidos entre 110° e 115°.
Observando o diagrama do alimentador na Figura 2.11 nota-se nas diregoes
0° < 0r < 10° a intensidade de radiacao é mais baixa, explicando a acentuada
queda no diagrama para 6 > 110°.

Para avaliar o comportamento da convergéncia dos métodos de sintese, a
Figura 2.57 apresenta o erro rms dos casos G.I e G.II. Confirma-se novamente
um padrao de comportamento onde Método I se mostra muito mais eficiente
que os métodos II e III. No Caso G.I, para N = 25, o Método 1 teve
Erms = 7,68 x 107*\, o Método 1I E,,,s = 3,98 x 1072\ e Método III
Erms = 1,05 x 1071, ou seja, o erro do Método I foi mais de 50 vezes menor

no que Método IT e quase 140 vezes menor que o Método III. Considerando o
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Figura 2.57: Erro rms em relacao a N para os casos G.I e G.II

erro rms do Método I com N = 25, a sintese com métodos II e III precisaria
ser feita com pelo menos 2000 e 3000 pontos, respectivamente, para o mesmo
erro rms. Para Caso G.II, obteve-se E,,,s = 6,40 x 107*\, E, s = 4,25 x 1072\
e Epms = 1,42 x 1071\ para os métodos I, IT e 111, respectivamente. O Método
I teve o erro rms quase 70 vezes menor que no Método II e mais de 320 vezes
menor que o Método III. Para o mesmo erro rms do Método I com 25 pontos, a
sintese nos métodos II e III precisaria ser feita considerando, aproximadamente
N = 2000 e N = 5000, respectivamente. Comparando a configuracao OADC
(casos E.I e E.IT) ilustrados na Figura 2.43, & OADE (casos G.I e G.II) o erro
rms foi aproximadamente o mesmo.

O erro absoluto foi novamente determinado considerando as geratrizes
modeladas com 25 pontos e a geratriz de referéncia N = 10°. A Figura 2.58
mostra o resultado para os trés métodos em fungao da coordenada z. O mesmo
comportamento dos casos anteriores é observado, nos Método II e III o erro
o cresce rapidamente em direcao a borda e para no Método I ele, além de
muito menor, cresce menos. No Caso G.I, no segundo ponto da sintese obteve-
se Egs = 6,44 x 1075\ no Método I, Egs = 2,25 x 1073\ no Método 1I e
Eaws = 1,89 x 103X\ Métodos III. No ultimo ponto, Egs = 1,98 x 1073\,
Ews = 9,0 x 102X e Egps = 2,10 x 107'\ para os métodos I, II e III,
respectivamente. Comparando o erro no segundo e o ultimo ponto, houve um
aumento de, aproximadamente, 30 vezes no Método I, 40 vezes no Método II e
quase 110 vezes no Método III, caracterizando o comportamento mais estavel
do Método I. Comparando os Método II e III do caso E.IT (observe a Figura

e 2.44), ao G.II nota-se que a configuraggo OADE teve erro absoluto muito
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Figura 2.58: Erro absoluto na geratriz modelada com N = 25 em fungao da
coordenada z para os casos G.I e G.I1

maior que a OADC, apesar do erro rms ter sido aproximadamente o mesmo
(veja as Figuras 2.43 e 2.57). Observando o diagrama de raios na Figura 2.55
é facil perceber que a distancia entre os pontos que formam a geratriz nao é
uniforme e, além disto, a maior parte dos pontos esta concentrada na parte
superior —3A < z < 0A onde o erro absoluto é menor (observe a Figura 2.58.
Como o erro rms é um erro médio, os poucos pontos com maior erro absoluto
na parte inferior do refletor —9,5\ < z < —3\ tem menor peso no resultado
final, apesar de esses poucos pontos descreverem a maior parte da geratriz.
As Figuras 2.59 e 2.60 apresentam a comparacao entre os diagramas de
radiagao das antenas modeladas pelos trés métodos de sintese. A geratriz da
solucao de referéncia foi obtida através do Método III com N = 10° e as
demais com N = 25. A andlise foi realizada pelo MMT/MoM considerando
as geratrizes discretizadas com 20 seg/\ e frequéncia de operagao 9.3GHz. No
Caso G.I, os diagramas associados aos métodos II e III apresentam pequenas
diferencas em relacao a solucao de referéncia nas dire¢oes proximas ao maximo
(85° < 6 < 110°), porém, as diferencas aumentam na medida em que se
afasta do lobulo principal do diagrama. Diferente disto, a curva associada ao
Método I foi praticamente igual a solucao de referéncia, mesmo nas regioes
de 16bulos secundarios. No Caso G.II a solucao associada ao Método III
apresentou grandes diferencas em relacao a solucao de referéncia, mesmo no
16bulo principal. A razao disto é facilmente determinada ao analisar o erro
absoluto ilustrado na Figura 2.58. Na regiao —2\ < z < 0\, responsavel

pela formagao do maximo do diagrama (observe a Figura 2.55), o erro de
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Figura 2.59: Caso G.I: Diagramas de radiacao no plano de elevacao
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Figura 2.60: Caso G.II: Diagramas de radiagao no plano de elevacao

sintese foi muito pequeno, enquanto que na parte inferior —10\ < z < =2,
responsavel pelo comportamento de cossecante ao quadrado, o erro absoluto
cresceu rapidamente, assim como o erro no diagrama de radiacao.

Assim como feito para a configuracao OADC, deseja-se avaliar a sintese
quando o setor angular objetivo da configuragao OADE maior. Utilizando o
mesmo subrefletor dos casos G.I e G.II, o refletor principal foi sintetizado para
irradiar, segundo os principios da GO, um diagrama de radiacao cossecante
ao quadrado no plano de elevagao entre #y = 135° a Oy = 93° (Caso H.I).

Como 6y > Oy a caustica é real ela esta localizada em frente refletor principal.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0922107/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0922107/CB

Capitulo 2. Sintese de Antenas Duplo-Refletoras Omnidirecionais 95

As geratrizes do subrefletor e do refletor modelado e o tracado de raios sao
ilustrados na Figura 2.61. No ultimo estudo de caso (Caso H.II) desta secao,
mantendo subrefletor dos casos G.I e G.II e o refletor principal foi modelado
com os limites angulares do campo distante invertidos, ou seja, 8y = 93° a
Oy = 135°. Neste caso, Oy > 0y e a cdustica é virtual esta localizada atras
refletor principal, como se observa na Figura 2.62. As principais dimensoes
fisicas e parametros de projeto dos dois casos estao sumarizados na Tabela
2.4.

Comparando a altura Vj; e diametro D), dos refletores modelados nos
casos H.I e H.II (veja a Tabela 2.4) verifica-se uma diferenga muito mais
expressiva que nos casos anteriores, confirmando para a configuracao OADE
a forma de mapeamento dos raios tem grande importancia para a obtencao
de estruturas compactas. Observando agora os volumes, a configuracao com
caustica real apresentou volume igual a 3,057 x 103)\3 e a caustica virtual
8,299x 1033, ou seja, o volume foi mais que o dobro no Caso H.II. Comparando
os casos casos H.I e H.IT a G.I e G.II nota-se que ao aumentar o setor angular
objetivo o volume da antena também aumentou, sobretudo na configuracao
com cdustica virtual. Fazendo a compragao entre as configuragbes OADC e
OADE, ou seja, o caso F.I ao H.I e o caso F.IT ao H.II (observe as tabelas 2.3
e 2.4), constata-se que quando a caustica é real a configuragdo mais compacta
é a OADE e quando a caustica é virtual é a OADC.

Os diagramas de radiagao dados pela andlise rigorosa do MMT /MoM sao
apresentados na Figura 2.63 juntamente com a funcao objetivo utilizada e os
limites +3dB. A analise foi feita considerando as geratrizes com N = 105,
discretizacao do MoM de pelo menos 20 seg/A e frequéncia de operagao
9.3GHz. Novamente fica clara a dificuldade de se controlar o diagrama nas
regioes com baixo nivel de energia. Em ambos os casos, ha boa concordancia
entre 93° e 110°, e uma maior divergéncia entre 110° e 135°. Analisando a
solucao do Caso H.I e o diagrama de raios na Figura 2.61, pode se observar
que a maior parte da geratriz (—7,8\ < z < —3\) comporta-se como uma
parabola refletindo os raios na mesma direcao e, consequentemente, definindo
o maximo do diagrama. A forma de cossecante ao quadrado é definida por
uma pequena parte entre —3\ < z < 0X. No Caso H.II, observando a Figura
2.62 nota-se que a uma pequena na parte (—3\ < z < 0A) na borda superior
do refletor modelado se comporta como uma parabola refletindo os raios em
uma mesma direcao e, consequetemente, definindo o méaximo no diagrama de
radiagao. Na parte da regiao central da geratriz —10\ < z < —3\ percebe-se o
espalhamento da energia refletida definindo a forma de cosecante ao quadrado

no diagrama de radiacao. Na parte inferior —17\ < z < —10\, definida pelos
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/

Figura 2.61: Caso H.I: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADE
modelada com caustica real
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Figura 2.62: Caso H.II: Geratrizes e diagrama de raios da configuracao OADE
modelada com cdustica virtual
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Figura 2.63: Diagrama de radiacao no plano de elevacao dos casos H.I e H.II

trés ultimos raios (observe a Figura 2.62), a incidéncia dos raios é mais rasante,
fazendo com que a superficie modelada se prolongue. Comparando os casos
G.IT e H.II, verifica-se que este efeito que se torna mais intenso na medida
em que o limite do campo distante #y aumenta. Observando o diagrama do
caso H.II mais uma vez percebe-se uma acentuada queda no diagrama nos
ultimos cinco graus da regiao de sintese. Da Figura 2.62 nota-se o diagrama
do campo distante entre 130° e 135° é determinado pela energia proveniente
do alimentado entre 0° e 8°, onde a intensidade de radiagao ¢ baixa.

A Figura 2.64 apresenta o erro rms em fungdo do ntmero de pontos
adotado para a sintese. De forma andloga aos casos anteriores superficie de
referéncia utilizada para a determinagao do erro foi obtida através do Método
ITT com um ntimero muito grande de passos (N = 10°). No Caso H.I, para
N = 25 no Método I E,,s = 3,64 x 1073\, no Método II E,,,,, = 8,80 x 1072\
e no Método III E,,,; = 2,64 x 10~ *X. Consequentemente, o erro no Método
I foi quase 25 vezes menor que no Método II e 70 vezes menor que o Método
III. Para que os métodos II e III tivessem aproximadamente o mesmo erro rms
do Método I com N = 25 a sintese precisariam ser realizada com 625 e 2000
pontos, respectivamente. No Caso H.II, também para N = 25, o Método I
apresentou E,,s = 3,49 x 107*\, o Método II E,,,,, = 1,66 x 10~*X e Método
I E,.s = 5,04 x 107t X. Logo, o erro no Método I foi quase 50 vezes menor
que Método II e 150 vezes menor que o Método III. Para o mesmo erro rms do
Método I com 25 pontos, a sintese nos métodos II e III precisaria ser feita
considerando, aproximadamente N = 1000 e N = 4000. Da Figura 2.64

percebe-se um comportamento muito semelhante ao dos casos de estudo ja


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0922107/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0922107/CB

Capitulo 2. Sintese de Antenas Duplo-Refletoras Omnidirecionais 98

0.50 — -
_ Caso H.I - Equag@o Diferencial
0.45 — Caso H.I - Se¢des de Parabolas
I Caso H.I - Segdes de Conicas
0.40 — Caso H.II - Equagdo Diferencial
0.35 |- —Caso H.II - Secdes de Pardbolas
2 _|— — Caso H.II - Se¢des de Conicas
E 0.30 ]
> 0.25 ]
£ 0.20 -
E .
0.15 —
0.10 —
0.05 — :
0.00 “Frrrtr 11t '—KF‘-"‘“Ji_‘mlm-T._: T
-40 -3.8 -3.6 -34 32 -30 -28 -2.6 -24 -22 -20 -1.8 -1.6 -14
LOG [1/N]

Figura 2.64: Erro rms em relacao a N para os casos H.I e H.II

apresentados, onde o Método I mostra-se mais eficiente que os Método II e III.
Comparando o erro rms dos casos G.I e G.II (veja a Figura 2.57) aos casos H.I
e H.II nota-se que as curvas sao muito semelhantes, porém, a amplitude do erro
é quase 4 vezes maior. Verifica-se mais uma vez um comportamento observado
em todos estudos de casos ja apresentados, antenas com maior abertura angular
objetivo apresentam maior erro de sintese.

A Figura 2.58 mostra o erro absoluto para os trés métodos calculado em
relacao & uma geratriz de referéncia com 10° pontos. Novamente, o erro cresce
rapidamente em direcao a borda nos Método II e III e para no Método I é
muito menor, repetindo-se o comportamento dos casos anteriores. O segundo
ponto da sintese no Caso H.I apresentou Egs = 1,90 x 107*\ no Método I,
Eaps = 9,26 x 103X no Método II e Egs = 9,46 x 1073\ no Método III. No
dltimo ponto, Egps = 8,12 x 1073\, Egps = 1,90 X 107X e Egps = 5,44 x 1071\
para os métodos I, II e III, respectivamente. Comparando os erros neste dois
pontos, o erro aumentou aproximadamente 40 vezes no Método I, 20 vezes no
Método II e quase 60 vezes no Método III, caracterizando o comportamento
mais estavel do Método II. Este foi o tinico caso onde o erro absoluto do Método
IT cresceu proporcionalmente menos que no Método 1. Para entender as causas
disto, recorremos novamente ao diagrama de raios na Figura 2.61. Observe que
a maior parte da geratriz —8\ < z < —2\ comporta-se como uma parabola
refletindo os raios em uma mesma direcao. Nessa regiao Método II é bastante
eficiente o erro absoluto cresce muito pouco, conforme se observa na Figura
2.58. Na parte superior da geratriz —2\ < z < 0\, onde esta o segundo ponto

da sintese, o Método II tem maior dificuldade de representar a superficie que
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Figura 2.65: Erro absoluto na geratriz modelada com N = 25 em fungao da
coordenada z para os casos H.I e H.II

nao reflete os raios em uma unica diregao. A consequencia disso é um erro
absoluto maior e a razao entre os erros no segundo e ultimo pontos menor.

O estudo dos efeitos do erro de sintese no diagrama de radiacao dos
casos H.I e H.IT é apresentado nas Figuras 2.66 e 2.67. A geratriz da solucao
de referéncia foi obtida através do Método III com N = 10° e as demais com
N = 25. A analise foi realizada pelo MMT/MoM considerando discretizagao
de 20 seg/\ e frequéncia de operacao 9.3GHz. Os Método II e III apresentam
pequenas diferencas em relacao a solucao de referéncia nas dire¢oes préximas
ao maximo (90 < # < 100) que aumentam na medida em que se afasta do
l6bulo principal do diagrama, enquanto que a solucao do Método I é muito

similar a solucao de referéncia em todas as diregoes.

2.5
Conclusoes Parciais

O presente capitulo apresentou um estudo com trés métodos de sintese
utilizados para modelar o refletor principal de antenas duplo-refletoras com
cobertura omnidirecional. Dois destes métodos foram descritos na Secao 2.3,
e o terceiro, utilizado como parametro de comparacao, estd documentado na
literatura [71], [72], [75]. O objetivo no qual se fundamentou esta parte da
pesquisa foi o desenvolvimento de formas mais eficientes para projetar de an-
tenas refletoras circularmente simétricas. Baseando-se na GO, foi proposta
uma metodologia alternativa para a modelagem da geratriz do refletor prin-

cipal, representando-a localmente por secoes de conicas. Em um dos métodos
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Figura 2.66: Caso H.I: Diagramas de radiagao no plano de elevagao

. Sol. de Referéncia
9 — ~ — — Secdes de Conicas
y ----- Secdes de Pardbolas
~~~~~~~~~~~~~~~~~ Equagdo Diferencial

Frrrrrrrrrp Is ]
40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160
0 [graus]

Figura 2.67: Caso H.II: Diagramas de radiacao no plano de elevacao

representou-se a geratriz com secoes de elipses ou hipérboles e no outro secoes
de parabolas. Os algoritmos desenvolvidos sao constituidos de dois estagios:
no primeiro, foi utilizada a formulagao apresentada em [65] para a obtengao do
conjunto de refletores (subrefletor e refletor principal) cldssicos. No segundo
estdgio, mantendo o subrefletor classico, um novo refletor principal foi mode-
lado de forma que o conjunto irradie um diagrama de radiacao, no plano de
elevacao, cossecante ao quadrado ou uniforme num determinado setor. Diver-
sos estudos de caso foram realizados para verificar e quantificar a eficiencia das

técnicas propostas comparando-as a técnica descrita em [71].
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. . OADC OADE

Cdustica Método 150 Ap_ 300 AG=15°  Ah=30°
I 2,30 x 107* 4,66 x 107* 2,43 x 107* 4,79 x 1074

Real 11 2,06 x 1072 4,31 x 1072 2,75 x 1072 5,49 x 1072
I 5,23x1072 1,23 x 107" 6,90 x 1072 1,51 x 107"
I 2,27 x 107* 4,62 x 107* 2,66 x 107* 6,00 x 10~*

Virtual 11 1,95 x 1072 3,86 x 1072 2,91 x 1072 6,17 x 1072
I 7,48 x 1072 1,35 x 107" 1,01 x 10~ 2,00 x 107"

Tabela 2.5: Valor do E,,,s(A) considerando N = 25 e diagrama de radiagao
objetivo uniforme (casos da Segao 2.4.1)

— , OADC OADE

Cdustica.: Método 990 Ap_ g0 Ap—220  AG—d2
I 5,18 x 107* 2,10 x 107% 7,68 x 107* 3,64 x 1073

Real 11 5,12 x 1072 1,52 x 107" 3,98 x 1072 8,80 x 1072
I 1,48 x 107" 4,71 x 107" 1,05 x 10~ 2,64 x 107!
I 3,86 x 107* 1,00 x 1073 6,40 x 10~* 3,49 x 10~*

Virtual I1 1,98 x 1072 3,74 x 1072 4,25 x 1072 1,66 x 107!
I 7,79 x 1072 1,38 x 107" 1,42 x10"! 5,04 x 107!

Tabela 2.6: Valor do FE,,,5(\) considerando N = 25 e diagrama de radiagao
objetivo cossecante ao quadrado (casos da Segao 2.4.2)

Os estudos comparativos buscaram avaliar o comportamento do erro na
geratriz, o erro no diagrama de radiacao e o volume das antenas, ao variar
uma série de parametros de projeto, entre eles: a configuracao dos raios apds a
reflexdo no subrefletor (OADC ou OADE), a forma de mapeamento dos raios
no campo distante (caustica real ou virtual), a fun¢do objetivo (cossecante ao
quadrado ou uniforme) e a largura do feixe. Foi observado, através dos estudos
do erro rms e erro absoluto, que o método que utiliza secoes de elipses ou
hipérboles para representar a superficie é mais preciso que os demais. O quanto
mais preciso depende fatores que variam de caso para caso, entretanto, pode-se
constatar alguns padroes no comportamento do erro. A Tabela 2.5 apresenta o
erro rms dos estudos de caso onde a funcao objetivo é uniforme considerando
as duas aberturas angulares objetivo, +7,5° (Af = 15°) e £15° (A6 = 30°) em
relacao a linha do horizonte e a a Tabela 2.6 apresenta o erro rms dos estudos
de caso onde a fungao objetivo é cossecante ao quadrado considerando as duas
aberturas angulares objetivo, 93° < 6 < 115° (Af = 22°) e 93° < 0 < 135°
(Af = 42°). Em todos os casos a geratrizes foram determinadas com 25 pontos.
Em quase todos os casos, a configuragao OADE apresentou erro ligeiramente
superior & OADC com mesmo setor angular. Verificou-se também que, ao

dobrar o setor angular objetivo, o erro rms aproximadamente dobra de valor.
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OADC OADE
Real Virtual Real Virtual

A0 =20° 5,633 558 5270 6,073
Af =40° 5,700 5,604 5,043 6,803
A =22° 4295 4,275 2,896 3,751
A =42° 4574 4,461 3,057 8,299

Cobertura Céaustica

Uniforme

Cossecante

Tabela 2.7: Volume das antenas em 103)\3

Através do estudo de erro absoluto foi possivel perceber que a eficiéncia
dos métodos de sintese esta diretamente associada a forma da geratriz mode-
lada. Verificou-se, por exemplo, que o método que concatena parabolas tem
menor erro absoluto na parte da geratriz modelada que se assemelha a uma
parabola, refletindo os raios em uma mesma direcao. Neste caso, o uso de secoes
de parabolas para descrever uma parabola gerou baixos erros de sintese. Nas
partes da geratriz que refletem os raios em diregoes diferentes para definir um
determinado padrao no diagrama de radiacao, o método que concatena secoes
de elipses e hipérboles, com um grau de liberdade a mais (a excentricidade),
apresentou erro muito menores que os demais métodos.

De forma geral, os estudos demonstram que o método que utiliza se¢oes
de elipses e hipérboles além de mais eficiente, converge para solucao com um
nimero muito menor de pontos. A consequencia disto, é que com poucos
pontos pode-se representar de forma muito precisa a geratriz modelada.
Observagoes similares foram feitas em [57], indicando que o novo procedimento
é significativamente mais eficiente do que o método tradicional baseado na
solugdo de uma equagao diferencial ordindria [71]. Apesar de mais simples, o
método que utiliza secoes de parabolas apresentou erro maior que o baseado
em secoes de conicas, porém menor que aquele onde uma equacgao diferencial
ordindria precisa ser resolvida. Além disto, é importante destacar que ao
utilizar segoes de elipses ou hipérboles, ¢ assegurada a continuidade das
derivadas de primeira ordem em cada ponto da sintese, enquanto que utilizando
secoes de parabolas é garantida apenas a continuidade da superficie.

A respeito do volume das antenas, o comportamente mais patente é
verificado comparando as configuracoes OADC e OADE. Na OADC, a funcao
objetivo, angulo de abertura no campo distante ou o mapeamento dos raios
tem pouca influéncia nas dimensoes da antena, enquanto que na configuracao
OADE a modificacao destes parametros altera de forma significativa o volume
total, conforme se verifica na Tabela 2.7. As antenas mais compactas foram as
OADE com caustica real e, nesta configuragao, observou-se que quando menor

a abertura angular objetivo menor o volume.
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3
Sintese Geométrica de Antenas Refletoras Offset

3.1
Introducao

O problema de sintese abordado neste capitulo consiste em determinar,
sob os principios da ()ptica Geométrica (GO - Geometrical Optics), uma su-
perficie refletora capaz de produzir o diagrama de radiagao arbitrario G(a, 3),
onde a e  sao coordenadas esféricas da direcao, na regiao de campo distante,
quando iluminada por uma fonte pontual, conforme ilustrado na Figura 3.1.

Silver, em [14], foi um dos primeiros autores a estudar o problema, porém,
considerando a fungao do diagrama de radiagao G/(«) com uma tnica variavel.
Neste caso, o problema é reduzido a uma equagao diferencial ordinaria. Em [35],
Westcott e Norris generalizam a andlise para um diagrama de radiacao fungao
de duas variaveis e, utilizando geometria diferencial em coordenadas esféricas,
demonstraram que a formulagao rigorosa do problema resulta em uma equacao
diferencial parcial de segunda ordem nao-linear do tipo Monge-Ampere. Em
[37] e [38] Brickell e Westcott apresentam um tratamento alternativo, mas
equivalente, com algumas vantagens para o estudo da existéncia e unicidade
da solucao. Nesta abordagem, o problema é formulado como um problema de
valor inicial envolvendo um sistema quasi-linear de quatro equacoes diferenciais
parciais de primeira ordem. Finalmente, em [39] Brickell, Mader e Westcott
introduzem o sistema de coordenadas complexa reduzindo significativamente a
complexidade das expressoes envolvidas e unificando em uma tnica expressao
as formas eliptica e hiperbodlica da equacao de Monge-Ampere.

Apds a introducao desta mnotacao, diversos problemas de sintese
geométrica foram estudados por estes autores, sempre em termos de uma
equacao Monge-Ampere e, em todos eles, a solucao numérica adotada baseia-se
no Método de Newton com a representacao local da superficie por um esquema
aproximado de diferencas finitas. Neste capitulo serd apresentada uma abor-
dagem numérica alternativa utilizando a mesma formulacao tedrica proposta
em [35]. Ao invés de representar localmente a superficie por diferencas finitas,
sera utilizado a funcao de representacao de uma superficie quadrica confocal.
Desta forma, assume-se que a superficie modelada é formada por um conjunto
de superficies quadricas locais.

Na Secao 3.2 é apresentada a notacao em coordenadas complexas em-

pregadas na formulagao. Definida uma esfera de raio unitario (r = 1), uma
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Superficie
Refletora

Figura 3.1: Geometria do problema de sintese

projecao estereografica é utilizada para representar as dire¢oes de incidéncia
(n) e reflexao (¢) descritas em coordenadas esféricas por (6,¢) e («,3), respecti-
vamente [40]. Além disto, serao apresentadas algumas identidades relacionando
os sistemas de coordenadas esféricas e complexas que serao amplamente utili-
zados na formulacao. Os detalhes da aplicacao desta projecao e o tratamento
de vetores em coordenadas complexas sao apresentados a parte na Se¢ao A.2
do Apéndice A.

A formulagao tedrica do problema de sintese geométrica de antenas
refletoras offset é apresentada na Segao 3.3. Inicialmente na Secao 3.3.1 vetores
unitarios em coordenadas complexas sao utilizados para representar as direcoes
dos raios incidente e refletido e para impor a Lei de Snell, obtendo como
resultado uma equacao diferencial que relaciona as diregoes de incidéncia e
reflexao. Em seguida, na Secao 3.3.2 a Conservacao da Energia é aplicada a um
tubo elementar de raios levando a uma equacao diferencial parcial que relaciona
a densidade de poténcia proveniente do alimentador e a densidade de poténcia
no campo distante. Por fim, utilizando as duas equacoes diferencias parciais
obtidas nos itens 3.3.1 e 3.3.2, determina-se uma equacao diferencial parcial
de segunda ordem nao-linear do tipo Monge-Ampere, eliptica ou hiperbdlica, a
depender de um sinal, que representa fisicamente a transformacao da densidade

de poténcia no tubo de raios.
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Na Segao 3.4 é apresentada uma solucao particular da equagao de Monge-
Ampere na forma de uma superficie quadrica confocal com eixo de simetria
deslocado em elevagao e azimute, gerada a partir da revolugao de uma secao
conica sobre seu préprio eixo de simetria. Além da funcao de representagao
destas quadricas, é obtida uma expressao analitica para a densidade de
poténcia na regiao de campo distante em funcao dos parametros que definem
a superficie quadrica e da densidade de poténcia do alimentador. Por fim, é
apresentado um estudo da relagao de mapeamento de uma quédrica, onde é
demonstrado que circulos no plano complexo do alimentador serao mapeados

em circulos no campo distante.

3.2
Notacao em Coordenadas Complexas

Schruber em [34] foi um dos primeiros autores a aplicar a projecao
estereografica em problemas de sintese de superficies refletoras. Em [39)
Westcott, Mader e Brickell usaram uma projecao semelhante para em definir
um sistema de coordenadas complexas que foi amplamente empregado em
diversos trabalhos sobre sintese geométrica de antenas refletoras e lentes
[39]-[50], [91], [92]. A principal razao para o emprego deste formalismo é
a possibilidade de representar fungoes trigonométricas através de fungoes
polinomiais, simplificando consideravelmente a formulacao. Para defini-las,
considere que em um sistema de coordenadas esféricas, qualquer dire¢ao no
espago pode ser especificada através dos angulos 6 e ¢ associados a um ponto
sobre a superficie de uma esfera de raio unitario, como ilustrado na Figura
3.2. Os pontos sobre esta superficie podem ser representados nas coordenadas
Cartesianas x e y, obtidas a partir da projecao estereografica do ponto P sobre
a superficie esférica no plano zy. A partir desta parametrizagao as diregoes no

espago podem ser representadas pela seguinte varidvel complexa (veja a Segao
A.2 do Apéndice A)[39]:

0 )
n = cot (5) e = x +iy. (3-1)
Manipulando a equagao (3-1), pode-se mostrar que [41]:

6= %m (%) , (3-2)

onde a coordenada esférica ¢ é expressa em funcao da variavel complexa 7 e

seu complexo conjugado 7. Novamente, manipulando (3-1) obtém-se expressoes
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/ _P ,
X

Figura 3.2: Projecao Estereogréfica

relacionando coordenada esférica 0 a coordenada complexa de n [45].

2
-1
cosf = :77:2 T (3-3a)
Ui
2
senf = | |2’Z_‘ 1. (3-3b)
n

Utilizando a férmula de Euller, obtém-se ainda outras duas expressoes ampla-

mente utilizadas na apresentacao da formulacao:

cos g = W, (3-4a)
seng = Z(;—;”n) (3-4b)

Neste trabalho, tratar-se-4 a coordenada n como a direcao dos raios
provenientes do alimentador, e a coordenada ( a direcao dos raios refletidos

pela superficie refletora e definida como:
O\ s ,
¢ = cot <§) e’ = u + v, (3-5)

onde « é o angulo de elevagao em relagao ao eixo z e § o angulo de azimute em
relacao ao eixo z. De forma analoga, pode-se escrever a relagao entre o angulo

de azimute e a direcao de reflexao (:
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f=gn (%) | (3-6)

As relagoes entre o angulo de elevacao a e a coordenada complexa de ( sao:

2

-1
cos v = :5:2 T (3-Ta)

2
senq = \C|2’j-| T (3-7b)
e as relagoes entre o angulo 5 e ¢

cosf = %, (3-8a)

_ =9
senf = 27C] (3-8b)

3.3
Equacao de Monge-Ampere

A Figura 3.3 apresenta a geometria da antena refletora offset. Sob os
principios da GO, um conjunto de raios provenientes do alimentador, cujo
centro de fase estd na origem e com diagrama de radiacao descrito pela fungao
real 1(n), é refletido por uma superficie modelada em um contorno Q" cujo
diagrama de radiagdo é representado pela fungao real G(¢). A equacao de
mapeamento que governa a transformagao 7 : n — ( é obtida através da

imposi¢ao, simultanea, da Lei de Snell e da Conservacao da Energia.

3.3.1
Lei de Snell

A Lei de Snell de reflexdo impoe duas restrigoes a reflexao dos raios. Sao
elas: o raio incidente, o raio refletido e o vetor normal a superficie devem,
necessariamente, pertencer ao mesmo plano; e os raios incidente e refletido
fazem o mesmo angulo com a normal. Para formular o problema, considere
as diregoes dos raios incidentes e refletidos expressas em funcao dos vetores

unitéarios p e ¢, respectivamente, conforme ilustrado na Figura 3.3:

p(0, ) = send cos ¢ + send sengy + cos Oz, (3-9a)
4(a, B) = senacos BT + senasenf3y + cos az. (3-9b)
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Refletor
Modelado

"

)

>

ﬁAlimentador z
y

Figura 3.3: Geometria da Antena Refletora Offset

Substituindo as expressoes (3-3a), (3-3b), (3-4a) e (3-4b) em (3-9a) e (3-Ta),
(3-7b), (3-8a) e (3-8b) em (3-9b) obtém-se:
, ntn . (G=mi. Il -1,
p(n) = T+ Y+ z, 3-10a
N e e A0
) C+¢ . (C=Qi P ~1,
() = =5—12 ( 5 ) y | |2 z, (3-10Db)
I N (G L (G

que representam as direcoes de incidéncia e reflexao em funcao das coordenadas
complexas. Para representar a superficie refletora ilustrada na Figura 3.3

utiliza-se o seguinte vetor posigao [39]:

m(n) =rn)p (3-11)

onde r é uma fungao real da varidavel complexa 71 que representa a distancia
entre origem O e superficie superficie refletora na diregao (0, ¢). A derivada
de r(n) em relacdo a n resulta no vetor complexo 7, tangente a superficie,
conforme representado na Figura 3.3. A Lei de Snell de reflexao implica que
um vetor n, normal a superficie, deve ser perpendicular a derivada tangencial

7,. Matematicamente, essa condicao ¢é escrita da seguinte forma:

(7 - 2) = 0, (3-12)
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Superficies
Refletoras

7
S
L

/EQAlimentador z
y

Figura 3.4: Conjunto de solucoes da Lei de Snell

Apés algumas manipulagoes (Segoes A.3 e A.4 do Apéndice A) obtém-se:

T 1 n
= + . 3-13
ro (=1 14|y (3-13)

Na segao 3.2 foi apresentada uma forma de representar as diregoes no espaco
(0, ¢) através da varidvel complexa 7. Com o mesmo objetivo de simplificar a
formulagao, é definida agora a seguinte fungao real L(n) de varidvel complexa

relacionada a funcao r(n) através da seguinte expressao [39]:
r=(Inf° +1) ™. (3-14)

A diferenciagao de (3-14) em relagao a 7, e substituindo em (3-13) obtém-se a

seguinte equagao diferencial de primeira ordem [39]:
1

T

relacionando a direcao do raio incidente a direcao do raio refletido. Esta

L (3-15)

equagao diferencial complexa representa um sistema de duas equacoes dife-
renciais parciais de primeira ordem: uma relativa a parte real e a outra a parte

imagindria, similares as obtidas em [19] e [20]. Integrando (3-15) encontra-se:

L(n) = / ﬁdw C, (3-16)

onde C' é uma constante que especifica uma entre as infinitas solugoes de (3-

15), conforme ilustrado na Figura 3.4. A condic@o de integrabilidade de (3-16)
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Cone de raios

Cone de raios

o refletido
incidente T3 >
VA |
/
Superficie Campo
Refletora y Distante

Figura 3.5: Cone de raios incidentes e refletidos
requer que ¢
—— " (3-17)

seja um numero real [39].

3.3.2

Conservacao da Energia

A Conservagao da Energia requer que elementos de angulo sélido d€2’

sejam transformados para d€)” (observe a Figura 3.5) na razao /G, ou seja:

‘ asy I

=& (3-18)

Essa transformacao, que representa a modificacao imposta ao diagrama

de radiacao do alimentador pela superficie refletora é dada por:
1(0, ¢) senfdfdp = G(«, B) senadadf, (3-19)

onde senfdfd¢ é o elemento de angulo solido associado ao cone de raios
provenientes do alimentador e senadadf o elemento de angulo sélido associado
ao cone de raios refletido pela superficie modelada. A relacao entre os elementos

de édrea é dada pelo médulo do jacobiano J(6,¢;a, ) da transformagao
(a, 8) = (8, 6). Logo:
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1(0,¢) senfdd
G(a, ) senada

= [J(0,¢; c, B)]. (3-20)

Utilizando a regra da cadeia de diferenciacao, apds algumas manipulagoes a

equagao (3-20) pode ser reescrita como (veja a Secao A.5 do Apéndice A) [39]:

BN ORI _
G2 = 16 =+ <<>( : ) (3-21)

" +1
A equacao (3-21) expressa a distor¢do no mapeamento 7 : 7 — ¢, onde circulos

no plano 7 sao transformados em elipses no plano ¢, cujos eixos maior e menor
sao dados pela seguinte relagao (detalhes desta demonstragao sao apresentados
na Se¢ao A.6 do Apéndice A)[39]:

dq/dt In|? +1
= lol kol (1121, (322)

Para garantir a condicao de conservacao da energia, é necessaria uma constante

de normalizacao de modo a garantir que a energia total contida no feixe
proveniente do alimentador seja a mesma do feixe correspondente na regiao

de campo distante. Logo

2 2 I(n) ‘C|2+1 : .

onde a constante de normalizacao é definida como

h // 1(0.9) senddbdg .

Go // Senadadﬁ

onde [y é a constante de normalizacao do alimentador, cujo dominio é repre-

sentado por ' e Gy é a constante de normalizacao do campo distante com
dominio representado por §2”.

A equacao que define o mapeamento 7 :  — ( é obtida substituindo Lei

de Snell expressa em (3-15) na equacao diferencial da Conservacao da Energia

m (3-23). Para determind-la é necessario inicialmente derivarmos (3-15) em

relacao a n e 7, o que resulta em:

Ly = — + -, (3-25a)

(3-25b)
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Substituindo (3-15) em (3-25a) e (3-25b), encontra-se:

Ly, — L2
¢ = ——2 1 (3-26a)
n L%
L. -
G = __L"2’7, (3-26b)
n

Substituindo (3-26a) e (3-26b) em (3-23), encontra-se:

Lyy—L2[* | Lyl I 1)
‘_ n > n ‘ _77277 =+N (77) ’C|2+ ’ (3_27)
Ly Ly GO \Inl* +1
que pode ser reescrita como [39]:
1) (I¢P+1)
Ly = L2[* = Ly = £ N Lyl 3-28
‘ nn 17’ | "777| G(C) |7]|2+1 | 77| ( )

A expressao (3-28) é uma equagao diferencial parcial de segunda ordem
nao-linear do tipo Monge-Ampere eliptica (—) ou hiperbdlica (+), dependendo
do sinal escolhido. Neste trabalho, sera adotada a forma eliptica da equacao
de Monge-Ampere, logo, usar-se-a o sinal negativo no lado esquerdo de (3-28).
Assim como a equacao ordinaria dada pela Lei de Snell apresentada na Secao
3.3.1, a equagao de Monge-Ampere é definida apenas por derivadas da funcao
L(n). Como consequéncia, a solucao de (3-28) representa um conjunto infinito

de superficies que se diferenciam apenas por uma constante.

3.4
Superficie Quadrica Confocal com Eixo Deslocado

Um tipo de superficie muito utilizada por suas propriedades 6pticas sao
as quadricas confocais, formadas a partir da revolucao de uma conica sobre seu
proprio eixo. Nesta secao sera apresentada a equacao que define esta classe de
quadricas, suas derivadas parciais e a expressao para a densidade de poténcia

G(¢) produzida por estas superficies em fungao dos parametros que as definem.

34.1
Equacao Generalizada de uma Quadrica Confocal

A equacao polar de uma secdo conica assume formas simples quando
um dos focos F' estd na origem O do sistema de coordenadas polar e a reta
diretriz S é perpendicular ao eixo da conica, como ilustrado Figura 3.6. Para
determinar a equacao polar da conica utiliza-se a seguinte proposicao: uma

conica é o lugar geométrico dos pontos do plano P = (r,0) tais que

OP = ePS, (3-29)
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o
y //// A A
i\*"/ (i - i) Diretriz S

Figura 3.6: Secao de conica com eixo deslocado

onde e é a excentricidade e
PS=vxr(iy i), (3-30)

em que v é a distancia entre o foco O e a diretriz S, i, é a direcio unitéria do
vetor OP ¢ i, é a direcao do eixo de simetria da conica (direcao perpendicular
a reta diretriz). Se admitirmos que os vetores ir € 1. estdo no espago, € nao
no plano, tem-se, entao, uma superficie quadrica confocal, conforme ilustra

Figura 3.7 Os vetores i, e i, sao definidos como:

ir(0,¢) = senf cos ¢ + senf sengy + cos 02, (3-31a)
Ec(% ) = senwy cos p + seny senpy + cosyz, (3-31b)

onde v é o angulo de elevagao do eixo da conica em relagao ao eixo z e ¢ é
o azimute do eixo da conica em relacao ao eixo x, como mostra a Figura 3.7.
Em (3-30) o sinal — indica que a diretriz S estd a esquerda do polo e o sinal
+ indica que esta a direita. No presente trabalho considerou-se a diretriz a

esquerda e, consequentemente, o sinal negativo. Fazendo

OP =, (3-32)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0922107/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0922107/CB

Capitulo 3. Sintese Geométrica de Antenas Refletoras Offset 114

VAR

A

V,,,,//Eixo da
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Figura 3.7: Superficie quadrica confocal com eixo deslocado
e com ajuda de (3-30), a equagao (3-29) pode ser escrita como

r=e [U + (i, - EC)] , (3-33)

e, apos algumas manipulacoes, reescrita na forma

—€ev

r=— 3-34
r(iy - i0) — 1 (3-34)
Substituindo (3-31a) e (3-31b) em (3-34) encontra-se:
a
= 3-35
" bsenf cos ¢ + csenf seng + dcosf — 1’ ( )
onde os parametros da quadrica sao como
a= —ev, (3-36a)
b = eseny cos g, (3-36b)
¢ = esenyseny , e (3-36¢)
d = ecos", (3-36d)

onde a é o semi-latus rectum, e é a excentricidade, v e 5 os angulos do eixo de
simetria em elevacao e azimute, respectivamente. Conforme ja mencionado, a
representacao das direcoes em coordenadas complexas simplifica a formulacao

do presente método de sintese. Desta forma, substituindo as identidades (3-3a)
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e (3-3b) em (3-35), tem-se que

r= ¢ (3-37)

2 9 2 ’
b < 2|77| ) cos ¢ + ¢ < 2|77| ) seng + d |77|2 -1
Inl” +1 Inl” +1 " +1

e reescrito na forma

= a(|?7]2 +1) ‘ (3-38)
(2 |n] cos @)b + (2 |n| sen)c + (|nf* — 1)d — [n|* — 1

Substituindo (3-14) em (3-38) obtém-se

ae™ " = (2|n| cos )b+ (2|n] seng)c + (|n]* — 1)d — |n|* = 1. (3-39)

Com o auxilio das identidades (3-4a) e (3-4b) a equagao da qudrica (3-39) pode

ser escrita em fungao das coordenadas complexas como
—L(n) — (7 (7 2 2
ae”"" =+ n)b+i(n—n)c+ (In]” = 1d — [n[” = 1. (3-40)
Alternativamente, (3-40) pode ser expressa por
ae P = (d — V)i + (b —ic)n + (b+ic)j —d — 1. (3-41)

Além das duas formas acima representadas, pode-se obter uma expressao para

a fungao L(n) em fungao dos parametros a, b, ¢ e d na forma

a

=In .
Ho) (7 +nb+i(—n)c+ (In* = d - n)* =1

(3-42)

3.4.2
Mapeamento 1 — (

Conforme visto na Secao 3.3, a equacao diferencial de Monge-Ampere é
escrita em funcao das derivadas da funcao L em relacao as variaveis n e 7.
Logo, é necessario obter as derivadas parciais de primeira e segunda ordem
diferenciando a equagao (3-41) em relacao a n:

0 0

o [ae 7] = an (d—1)nn+ (b—ic)n+ (b+ic)n —d —1]. (3-43)
Sabendo-se que, por definicao
on
— =0 3-44
877 Y ( )
faz-se a derivacao em (3-43), resultando em
—ae~tm) OL(n) =[(d—1)n+ (b—ic)]. (3-45)

o
Substituindo (3-41) em (3-45) obtém-se:
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(d—1)n+ (b—ic)
(d—1)nq+ (b—ic)n+ (b+ic)j—d—1

Ly(n) = - (3-46)

onde L, é a derivada da funcao real L em relacao a varidvel complexa 7.

A derivada da funcao L em relagao a varidavel  é obtida de forma direta

observando a condigao I_’n = Ly, valida para qualquer fungao real. Logo
(d—1)n+ (b+ic)

(d—1)nig+ (b—ic)p+ (b+ic)p—d—1

Lyn) = - (3-47)

As derivadas de segunda ordem sao obtidas a partir das derivadas ja obtidas.
Logo, derivando novamente (3-46) em relagao a n:

0 _ o1 (d—1)n+ (b—ic)
8_77[[/"(77)]_877{ (d—1)nn+ (b—ic)n+ (b+ic)np —d—1

] . (3-48)
Apos algumas manipulacoes matematicas, mostra-se que

(d— 1)+ (b—ic) r
(d—1)nn+ (b—ic)p+ (b+ic)yg—d—1]

onde L, é a derivada de segunda ordem da funcao real L em relacao a varidvel

L) = [ (3-19)

complexa 77. Comparando (3-46) e (3-49), é possivel constatar que

Lug(n) = [Ly(m)]”, (3-50)

levando a uma importante simplificagao na equagao de Monge-Ampere. Outra
derivada de segunda ordem pode ser obtida derivando-se a equacao (3-47) em
relacao a n:

Q[Li( )]_g B (d—1)n+ (b+ic)

ong " 1 on| (d—=Dna+ (b—ic)n+ (b+ic)p—d—1

] . (3-51)
Apés algumas manipulagoes, a equacao (3-51) é reduzida a

(d—1)n+ (b+ic) r
(d—1)nig+ (b—ic)p+ (b+ic)p—d—1]

onde Lg; é a derivada de segunda ordem da funcao L em relagao a varidvel

Lag(n) = { (3-52)

complexa 7. Por fim, a derivada cruzada de segunda ordem ¢é obtida derivando
novamente (3-46), porém, faz-se agora a diferenciacdo relagdo a varidvel

complexa 7. Logo

0 0 (d—1n+ (b—ic) ]
O = 2| . (3-53
877[ ()] 877[ (d—1Dnn+ (b—ic)n+ (b+ic)np—d—1 (3-53)
Reescrevendo (3-54) obtém-se
V+c+d* -1
Lus(n) = (3-54)

[(d—1D)nij+ (b—ic)n + (b+ic)ij—d — 1]*
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Note que a condigao de integrabilidade em (3-17), que impoe que L,; seja real,

é atendida, conforme evidenciado por(3-54). Mostra-se facilmente que
Lyi(n) = Liy(n). (3-55)
Substituindo (3-46), (3-49) e (3-54) em (3-28) obtém-se:

2

_‘ V+c+d?—1
[(d — V)ni + (b —ic)n + (b+ic)j — d — 1)

LA (1P +1 1_ (4= 1)+ (b ic)
G\ |n)*+1 d=1)mnn+ b —ic)p+ (b+ic)np—d—1

. (3-56)

que, apos algumas manipulacoes, pode ser reescrita como:

2 I (1P 1Y _
"iG«><mF+1>' &0

A equagao (3-57) é uma particularizagao da equacao de Monge-Ampere (3-28)

_‘W+§+#—1
[(d = 1)7 + (b—ic)]?

valida para superficies quadricas confocais.

A relagao entre a diregao de incidéncia n e a de reflexao ¢ para uma
superficie quadrica confocal com eixo deslocado pode ser obtida substituindo
(3-46) na Lei de Snell (3-15) tem-se:

o d=Dm+ (=i + (b+ic)j—d—1 ]
<= (d—1)7+ (b—ic) ' (3-58)

Manipulando (3-58), obtém-se a expressao

(d+1)—(b+ic)n

- ., 3-59
¢ (d—1)n+ (b—ic) (3-59)

na forma de uma transformacao linear fracionaria, onde
V4 +d>—1+#0. (3-60)

Particularizando a Lei de Snell para uma superficie quadrica confocal
expressa na equagao (3-59), para o plano de simetria ¢ = 0, assumindo que nao
hé deslocamento azimutal em seu eixo de simetria ¢ = 0 e, consequentemente,
¢ = 0, mostra-se facilmente que:

(d + 1) B bnr

=@+ b

(3-61)
onde 7, e (, sdo as partes reais de 7 e (. Reescrevendo (3-61) tem-se

(0 +G)b+ (G — 1)d = .G + 1. (3-62)
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Superficie
Quadrica

Y

0 Alimentador Zz

Figura 3.8: Mapeamento para obtengao de uma quadrica solucao inicial

Considere agora dois raios no plano de simetria (¢ = 0), dados por

M1 = cot (%) , (3-63)
me=cot (%), (3-64)

onde 01 =60y — 0. e 05 = 0y + 6. sao sao os angulos de elevagao em relacao ao
eixo z que definem as direcoes de incidéncia nas bordas do refletor e 6y e 6.
sao os angulos de offset e abertura do alimentador, respectivamente, conforme

ilustrado na Figura 3.8. As diregoes de reflexao correspondentes sao definidas

CcOomo
Gr1 = cot (%) ; (3-65)
Gra = cot (%) , (3-66)

onde a; e as sao os angulos de elevagao em relacao ao eixo z que definem
as diregoes de reflexdo na regiao de campo distante (observe a Figura 3.8).
Substituindo (3-63), (3-64), (3-65) e (3-66) em (3-62) obtém-se o seguinte

sistema de equacoes lineares:
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(M1 + G1)b+ (G — 1)d = n1Gr + 1

) (3_67>
(nﬂ + <r2)b + (7]7"2C7"2 - 1)d = 7]r2<r2 + 1

que resolvido analiticamente resulta em

b— 2(7]7«2@«2 - UrlCrl) (3—68)

(77r1 + grl)(nTQCTQ - 1) - (7]7'2 + CT2)(77T1CTI - 1)’
d— (M1 + Gr1) (Mr2Gra + 1) — (N2 + Gra) (M1 Grr + 1) (3-69)
(1 4 G1) (Mr2Gr — 1) — (M2 + Gr2) (M1 G — 1)

O parametro a é definido em funcao da distancia ry entre a origem e o centro

do refletor (observe a Figura 3.8):
a = ro(bsenfy + dcosfy — 1). (3-70)

Para ajustar o valor de a em funcao do diametro do refletor D, basta
determinar a superficie considerando, por exemplo, rp = 1 e em seguida

multiplicar a pela constante

D
BB

(3-71)

7

onde |P1P2| ¢ o diametro da superficie considerando ry, = 1. Como exemplo,
deseja-se obter a uma superficie quadrica confocal cujos limites do campo
distante sao definidos pelos angulos a; = —5° e ap = 55°, o angulo de offset

do alimentador é 6, = 60° e angulo de borda 6. = 30°. Logo

(91 == 90 - 90 = 300, (3—72)
62 = 60 -+ 00 = 900, (3—73)

e aplicando estes valores em (3-68), (3-69) e (3-70) obtém-se os seguintes

parametros da da quadrica:

a = —1,012689, (3-T4a)
b= 0,141607, (3-74b)
c=0,e (3-74c)
d = 0,270650. (3-74d)

Para ilustrar o resultado, a Figura 3.9 a superficie refletora e o tracado de raios
no plano de simetria apds a superficie ser redimensionada para ter diametro
de 4 metros. Neste caso, a constante X = 537,206787 e, consequentemente,
a = —b544,023548. Analisando a Figura 3.9 percebe-se, de imediato, que a

superficie refletora é um elipséide de revolucao onde um dos focos esté sobre
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Figura 3.9: Tracado de raios da superficie quadrica confocal

a origem e o outro a direita. Como a superficie refletora nao é circularemos,
o diagrama de raios no plano de simetria permite uma andlise limitada das
dire¢oes dos raios. Uma andlise mais completa das direcoes de incidéncia e
reflexao é obtida pela visualizacao das varidaveis 1 e ( em seus respectivos

planos complexos apresentados nas Figuras 3.10 e 3.11.

3.4.3
Densidade de Poténcia Refletida

A equacao de Monge-Ampere e as expressoes analiticas da fungao L e suas
derivadas podem ser utilizadas para determinar uma expressao analitica para a
distribuicao G({) produzida por uma quadrica confocal, quando iluminada por
uma fonte pontual com foco na origem e diagrama de radiac¢ao I(n). Derivando

(3-59) em relacdo a n e 7, obtém-se, respectivamente:

Gy =0, (3-75a)

L P+c2+d?—1 ]
N VR (&730)

A substituigao de (3-75a) e (3-75b) em (3-23) leva a
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0.4

03 —

Figura 3.10: Diagrama das direcoes de incidéncia no plano complexo n
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Figura 3.11: Diagrama das direcoes de reflexdao no plano complexo ¢
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‘ P+ +d? -1

- 2w (1P 1Y) _
[(d — 1)7 + (b —ic)]? =+ ( ) , (3-76)

G(O) \ |n]*+1

que € reescrita na forma

2

(3-77)

2
P +1\ |[(d— 17+ (b—ic)?
In” +1 P+c2+d>—1

G(¢) =F1(n) (

Note que a funcao (3-77) representa o diagrama de radiagao de uma familia de
superficies quadricas definida pelos parametros b, c e d. O semi-latus rectum a,
de fato, nao altera a forma do diagrama de radiacao, trata-se apenas de uma
constante que escala o tamanho da superficie refletora. Além disto, repare
que, caso b + 2+ d?> — 1 = 0, G({) — oo. Neste caso, ter-se-ia o diagrama
de radiagdo de um paraboldide de revolugao. Considerando o diagrama de

radiagao do alimentador I(n) descrito por:
I(n) = cos®™ @, onde 6 < /2, (3-78)
e substituindo (3-3a) e (3-78) em (3-77) obtém-se
2n 2
n* — 1 ¢ +1 ‘[(d—l)nﬂL(b—iC)P ’
G(() = — , 3-79
(©) :F<|77|2_|_1 > +1 2+c2+d?>—1 (3-79)

onde |n| > 1. Esta expressao representa o diagrama de radiagdo da GO de uma

superficie quadrica confocal quando iluminada por um modelo cosseno elevado.
Como exemplo, considere a superficie quadrica determinada no final da Secao
3.4.2 e o diagrama de radiacao do alimentador ilustrado Figura 3.12 onde
n =9,6. O diagrama refletido é apresentado na Figura 3.13. Cumpre lembrar
que, neste trabalho, estd sendo utilizada a forma eliptica (sinal negativo) da
equagao de Monge-Ampere expressa em (3-28). Logo, nas equagoes (3-77) e

(3-79), o sinal adotado sera o positivo.

344
Andlise do Mapeamento 7 — ( para uma Qudadrica Confocal

Uma funcao real de variavel real pode ser representada graficamente como
uma curva no plano Cartesiano. No entanto, o grafico de uma funcao complexa
¢ = f(n) reside no espago de quatro dimensoes (duas dimensoes da varidvel de
entrada n = x+1y e duas dimensoes da variavel de saida ( = u+iv) e, por isto,
nao pode ser estudado no plano Cartesiano [93], [94]. Nesta secao, serd utilizado
o conceito de mapeamento complexo desenvolvido pelo matematico alemao
Bernhard Riemann para dar uma representacao geométrica para duas funcoes
complexas amplamente utilizadas neste trabalho: a transformagao ' — 7, que

descreve o mapeamento entre o plano complexo principal e um plano complexo
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Figura 3.12: Diagrama de irradiagao da fungao /(n) no plano complexo 7
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Figura 3.13: Diagrama de irradiagdo da funcao G({) plano complexo ¢
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(=4
D ——

Figura 3.14: Transformacao Linear: expansao ou contracao e rotacao

auxiliar (") deslocado por um angulo de offset e o mapeamento n — ¢ imposto
por uma quédrica confocal expresso em (3-59). Esta representagao consiste em
duas figuras: a primeira, um conjunto D de pontos no plano 7, e a segunda, o
conjunto D’ de imagens dos pontos em D obtidas a partir de { = f(n) no plano
(. Para melhor compreensao da relacao de mapeamento da quadrica confocal
sao apresentadas transformagoes mais simples que combinadas formam uma
transformacao linerar fracionaria ou transformagao de Mobius semelhante a
equagao (3-59) [40].

Transformacoes Lineares

A primeira relacao de mapeamento, representada na Figura 3.14, tem a

forma

(= An (3-80)
onde A é uma constante complexa nao nula e n # 0, pode-se reescrever A e 7

na forma exponencial:

A=ae” (3-81a)
n = pe'. (3-81b)

Logo, a transformacgao expressa por (3-80) pode ser reescrita como
¢ = ape’TT). (3-82)

Nota-se a partir de (3-82) que a transformagao (3-80) expande ou contrai o
raio do vetor representado por n pelo fator a = |A| e o rotaciona pelo angulo
T = arg A em relacao a origem. Logo, a imagem de uma dada regiao D’ ou
curva C' do plano complexo ¢ é geometricamente similar a regiao D ou curva

C no plano complexo 7, conforme ilustrado na Figura 3.14.
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{=n+8B

Figura 3.15: Transformacao Linear: translacao

O segunda relagao mapeamento, ilustrada graficamente na Figura 3.15,

chamada de translagao e representada analiticamente por
(=n+B (3-83)

onde B é uma constante complexa. Sabendo que:

n=x+iy, (3-84a)
¢ =u+iv, (3-84b)
B = b1 + Z‘bg, (3-84C)

a imagem do ponto (x,y) no plano ¢ é o ponto
(u,v) = (x + b1,y + b2), (3-85)

no plano (. Uma vez que cada ponto numa determinada regiao do plano n é
mapeado para o plano (, a regiao de imagem ¢é geometricamente congruente a

original, como mostra a Figura 3.15. A transformacao linear generalizada
(=An+ B (3-86)

obtida combinando (3-80) e (3-83) é, evidentemente, uma contragdo ou ex-
pansao e rotacao seguida de uma translacao, conforme ilustrado em Figura
3.16. Como exemplo, considere o conjunto de circulos no plano complexo n
ilustrados na Figura 3.17 sendo mapeado em circulos no plano ( ilustrados na

Figura 3.18 através da seguinte transformacao linear:

¢ =2n+4+i3 (3-87)
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\

4

Figura 3.16: Transformacao Linear: expansao, rotacao e translagao

Figura 3.17: Conjunto de circulos no plano complexo n
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46 48 50 52 54 56 58 6.0
Re[(]

Figura 3.18: Conjunto de circulos no plano complexo ( apds a expansao e
translacao

Transformacao 1/7

A transformagao ¢ = 1/n mapeia pontos préximos a origem no plano
n em pontos afastados da origem no plano ( e vice-versa. Em funcao desta

caracteristica, este mapeamento é chamado de inversdao. Se n = pe'® entao:

¢= T lew (3-88)
nop

Observando os médulos de 1 e ( nota-se que na medida em que 7 se aproxima
da origem (|n| — 0), ¢ se aproxima de um ponto no infinito (|| — o). Logo,
pontos no interior (exterior) de um circulo unitério serao mapeados no exterior
(interior) deste circulo, conforme ilustrado na Figura 3.19. Outra caracteristica
importante deste mapeamento é inverter o sinal da parte imaginaria, sendo,
por isto, chamado de reflexdo em relacao ao disco unitario e ao eixo real. Para
observar o que acontece com conjuntos no plano 7, quando transformados em
conjuntos no plano ¢, reescreve-se (3-88) como

_n ;
C—m, (3-89)

e a sua respectiva funcao inversa como
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X
Figura 3.19: Transformacao Linear: inversao e reflexao
¢
n=— (3-90)
q
Lembrando que
nl* = 2% + 47, (3-91a)
¢l = u® + 27, (3-91b)
como o auxilio (3-89) pode-se obter que
T
u = m’ (3—928:)
)
De forma analoga, utilizando (3-90) mostra-se que
v
r = m, (3—93&)
u
= —. 3-93b
Y= + v? ( )
Substituindo (3-93) em (3-92) encontra-se
1
2, .2
= —. 3-94
Tty u? + v? ( )
Considere agora a equacao
a(z® +y*) + Bz +yy + 6 =0, (3-95)

onde «, [, v e § sao constantes reais. Esta equacao representa um circulo se
a # 0 e uma linha se o = 0. Substituindo (3-93) e (3-94) em (3-95) tem-se:
1 v

au2~|—02 +ﬁu2~|—v?

u
0=0 3-96
Tt , (3-96)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0922107/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0922107/CB

Capitulo 3. Sintese Geométrica de Antenas Refletoras Offset 129
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Figura 3.20: Conjunto de circulos no plano complexo ¢ apds a inversao

que reescrita apés algumas manipulagoes assume a forma
v(u® 4+ v?) + Bu+yv + a = 0. (3-97)

Como se pode notar, a equagao (3-97) também representada um circulo
se 7 # 0 e uma linha se v = 0. A partir de (3-95) e (3-97) é possivel concluir
que no mapeamento ( = 1/n circulos no plano complexo n que nao passam
pela origem (isto é, o # 0, v # 0 e n # 0) sdo mapeados em circulos que
também nao passam pela origem e circulos que passam pela origem (isto é,
a#0,v=0en#0) sao mapeados em linhas que ndo passam pela origem.
Além disto, linhas que nao passam pela origem (isto é, « =0, vy =0e n # 0)
sao mapeadas em circulos que passam pela origem e linhas que passam pela
origem (ou seja, a = 0, v = 0) sdo mapeadas em linhas que passam pela
origem. Como exemplo, a Figura 3.20 ilustra um conjunto de circulos no plano
n (veja a Figura 3.10) sendo mapeado em circulos no plano ¢, onde o circulo

com menor raio no plano n corresponde ao de maior raio no plano (.

Transformacao Linear Fracionaria

A equagao (3-59) representam uma rela¢ao de mapeamento entre conhe-

cida como transformacao linear fracionaria ou transformagao de Mobius, que
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combina as transformacoes lineares e a inversao representada, na forma geral,

pela seguinte expressao:

An+ B
= = 3-98
¢=fn) Cni D’ (3-98)
onde as constantes complexas A, B, C' e D dadas por
A= —(b+ic)e™, (3-99a)
B=d+1, (3-99Db)
C=d-1, (3-99c¢)
D = (b—ic)e™, (3-994)
devem satisfazer a seguinte condicao:
AD — BC #0. (3-100)
Caso C' =0, (3-98) é reduzida a uma transformacao linear na forma
A B
= == — -101

que combina contragao ou expansao e translagao. Para C' # 0, (3-98) pode ser
reescrita como:
A AD+ BC 1

¢=f(n) - ok +n+D/C,

(3-102)

onde n # —D/C. Foi demonstrado que uma das propriedades das trans-
formacoes lineares de inversao é mapear circulos no plano n em circulos no
plano (. Para demonstrar que a transformagao linear fracionédria também apre-

senta essa caracteristica, a equacao (3-98) é escrita na seguinte forma [93]:

¢=f(n) = fa(falfr(0)))), (3-103)
onde
G =filn) =n+ g, (3-104a)
G = f2(C1) = é (3-104b)
C= e = 5 (ADC%BC) & (3-1040)

Logo, o mapeamento ¢ = f(n) é dado pela composi¢ao

n—G—=G6—=(¢ (3-105)
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-12 I I I Y
-24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 O
Re[(]

Figura 3.21: Conjunto de circulos no plano complexo ¢ dados pela trans-
formagao linear fraciondria

A primeira transformagao é linear (translagdo) e mapeia circulos (ou linhas)
no plano 7 em circulos (ou linhas) no plano (;; a segunda transformacao é uma
inversao que também mapeia circulos e linhas no plano {; em circulos e linhas
no plano (y; a terceira é novamente uma transformacao linear (translacao e
expansao ou contragao) mapeando circulos e linhas no plano (, em circulos e
linhas no plano (. Como exemplo, vamos utilizar os parametros da quadrica
confocal definida na Secao 3.4.1 para obter o mapeamento de circulos no plano
n ilustrado na Figura 3.10 em circulos no plano ( ilustrados Figura 3.21.
A transformacao de Mobius, pode ser utilizadas para compor formas mais
complexas de mapeamento [40]. Neste trabalhos, serao adotadas superficies
quadricas locais para representar a superficie refletora modelada. Isto significa,
que a transformacao linear fracionaria de uma quadrica confocal em 3-59 sera
utilizada para compor uma forma de mapeamento mais complexa dada pela
equagao de Monge-Ampere. Em outras palavras, dada um conjunto de circulos
no plano complexo 7, deseja-se determinar um conjunto parametros a, b, ¢ d,
cada um associado a uma transformacao linear fracionaria, que combinados,
descrevem o mapeamento da equacao de Monge-Ampere.

Cumpre descartar alguns aspectos do uso da transformacao de Mobius

para representar a transformacao 7 : n — (. Conforme descrito na Secao
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3.3.2, esta transformacgao é composta pela combinagao de dois mapeamento:
a Lei de Snell (3-15) e a conservagao da energia (3-21). No Apéndice A.6, é
demonstrado que o mapeamento da conservacao da energia faz a transformacao
de circulos no plano 1 em elipses no plano (. Entretanto, verificou-se que
para as quadricas, a derivada (, = 0. Consequentemente, os eixos da elipse
representados em (3-22) serdo iguais, e o mapeamento serd de circulos em
circulos. Esta particularidade reduz um grau de liberdade, podendo, em alguns

casos, gerar dificuldade na obtencao de formas complexas de mapeamento.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0922107/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0922107/CB

4
Solugcao Numérica do Operador Nao-Linear

4.1
Introducao

Neste capitulo sera apresentada a técnica numérica adotada para resol-
ver um sistema de equagoes nao-lineares determinado a partir da equagao de
Monge-Ampere (3-28) descrita no Capitulo 3 como um problema de contorno.
O estudo numérico de sistemas nao-lineares tem como uma de suas principais
ferramentas o Método de Newton, amplamente utilizado na solucao de proble-
mas em diversos campos da engenharia [95]. Para a sintese éptica de antenas
refletoras e lentes, aplicou-se com sucesso um esquema baseado no Método de
Newton para a solucao de equacoes diferenciais do tipo Monge-Ampere como
problemas de contorno [36]-[45]. Em diversos destes problemas, o contorno
do alimentador €)' ou campo distante " é circular, o que enseja a utilizagao
de grades polares. Entretanto, a utilizagao de diferencas finitas para represen-
tar as derivadas parciais na equagao de Monge-Ampere em uma grade polar
apresenta problemas na regiao central da grade, onde ha uma singularidade.

A formulagao apresentada neste trabalho adota o sistema de coordenadas
complexas e a mesma abordagem tedrica de [39]. No entanto, introduz uma
modificacao no procedimento numérico de solucao da equacao de Monge-
Ampere que ocorre, essencialmente, na forma como a superficie refletora
modelada é localmente representada. Na literatura constam diversos trabalhos
que recorreram a um esquema aproximado de Diferencas Finitas, onde uma
célula de 9 pontos (veja a Figura 4.1) é utilizada para representar as diversas
derivadas de primeira e segunda ordem [45], [47], [96]. Baseado na experiéncia
descrita no Capitulo 2 deste trabalho, alternativamente, assume-se que a
superficie refletora pode ser localmente representada por um conjunto de
superficies quadricas confocais com eixos deslocados, ou seja, cada quadrica
individualmente representa apenas uma secao local do refletor. Neste caso,
ao invés de células locais com nove pontos, é utilizado um esquema com
células triangulares com quatro pontos, conforme ilustrado Figura 4.1. Como
principal vantagem, este tratamento possibilita determinar de forma analitica
as derivadas presentes na equacao de Monge-Ampere.

Na Secao 4.2 é apresentada a grade polar adotada na discretizacao da
superficie refletora. Como exemplo, é ilustrada uma grade com 100 pontos,

sendo 10 anéis e 10 radiais e outra com 300 pontos sendo 10 anéis e 30
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[ ] j,k [ ] [ ] [ ]

Figura 4.1: Células para a representacao local da funcao L

radiais. Também é apresentado como a grade foi definida em um sistema de
coordenadas auxiliar, e sua relagao com o sistema de coordenadas principal.
Por fim, é apresentado os sistemas de coordenadas auxiliares do alimentador e
do campo distante e suas relagoes com o principal.

Utilizando os resultados obtidos nas Secoes 3.3 e 3.4, na Secao 4.3 a
equacao da qudadrica é substituida na equacao de Monge-Ampere. Tem-se,
entao, uma forma simplificada da equacao de Monge-Ampere escrita na forma
de um operador em funcao dos parametros que definem a superficie quadrica
local. Mostra-se ainda como os parametros da quédrica local podem ser obtidos
em funcao de quatro pontos da superficie refletora modelada.

Na Segao 4.4 a formulagao do procedimento numérico iterativo para
solucao do operador nao-linear como um problema de contorno é apresentada.
Inicialmente é feita uma breve discussao do Método de Newton e em seguida
¢ abordada a aplicacao do método ao problema em questao com o uso de
superficies quadricas locais na representacao da superficie.

Como ja destacado, a grande vantagem deste tratamento para o pro-
blema é a possibilidade de determinar de forma analitica exata as derivadas
da funcao local de representacao da superficie. Na Secao 4.5 sao apresentadas
as expressoes para a determinacao das derivadas do operador e, consequente-
mente, a matriz Jacobiana. Além da formulacao, o procedimento iterativo de
solucao da equacao de Monge-Ampere é apresentado em detalhes na Segao 4.6,
sendo apresentada a sequéncia logica de operagoes executadas pelo algoritmo

de sintese.
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Alimentador

NV

QII

r

Campo
Distante

Figura 4.2: Sistemas de Coordenadas principal e auxiliares

4.2
Grade Polar

A funcdo L(n), solucdo da equacdao de Monge-Ampere (3-28), é uma
funcao real e continua que descreve a superficie refletora modelada, solucao
para o problema de sintese ilustrado na Figura 3.1. Do ponto de vista numérico,

a solucao de (3-28) é um conjunto finito de valores representado por:
L{Liy,...;Ljk,...Lyk],onde j=1...Jek=1... K. (4-1)

Note que os indices j e k especificam um anel e uma radial, respectivamente.
Jé os valores J e K definem o niimero maximo de radiais e anéis em uma grade
polar disposta em um dominio no plano n e associado ao cone de alimentacao.
Em aplicagoes praticas, a corneta conica corrugada, cujo diagrama de radiacao
é circularmente simétrico, é frequentemente adotada como alimentador de
antenas refletoras. Em funcao disto, o contorno 2 associado ao cone do

alimentador, é assumido circularmente simétrico e definido por:

0
7 =ne=cot (%), (42
onde 6. é o angulo que define o cone de iluminacao do alimentador, conforme a
Figura 4.2. Para discretizar a superficie refletora, serd adotada uma grade

regular polar definida pelas coordenadas #',¢' no sistema de coordenadas
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Figura 4.3: Grade regular polar 10 x 10 no plano ¢'¢’

auxiliar (") do alimentador (observe Figura 4.2). O termo regular é empregado
para indicar que a distancia angular entre os anéis (Af') e radiais (A¢') é

constante. Considerando o angulo de borda 6., A¢" é dado por:

0
AN = = 4-3
: (4-3)
De forma analoga, A¢’ é definido como:
2m
N = —. 4-4

Como exemplo, considere uma grade regular polar com 100 pontos
(N =JxK),onde J =10e K = 10 e 6. = 30°, conforme ilustrado na
Figura 4.3. Note que, como a distancia entre os pontos é proporcional a @',
a distancia entre os pontos na regiao central da grade é muito menor que
na regiao préxima a borda. A grande vantagem de se trabalhar com grades
polares é, evidentemente, a possibilidade de descrever com precisao contornos
polares. Entretanto, o modelo trivial de discretizacao gera uma distribuicao
nao uniforme dos pontos. Para melhorar a discretizagao na borda, pode-se
aumentar o numero de radiais para K = 30, como ilustra a Figura 4.4.
Entretanto, essa estratégia ¢ viavel até certo limite, ja que os pontos na regiao

central ficam cada vez mais préoximos, podendo ocasionar erros numéricos.
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Figura 4.4: Grade regular polar 10 x 30 no plano ¢'¢’

Os gréficos resultantes da conversao das grades polares apresentadas nas
Figuras 4.3 e 4.4 para o sistema de coordenadas complexas sao ilustrados nas
Figuras 4.5 e 4.6. A transformacao é feita através da definicao da variavel
complexa 1 em (3-1). Pode-se verificar que a distancia entre os anéis nao é
constante, como observado para o plano #',¢'. Na regiao central a distancia
entre os anéis é menor, e aumenta na medida que se aproxima da borda. A razao
desde comportamento é facilmente verificavel analisando o comportamento do

moédulo da fungao (3-1):

, AN
i (Z) 2 »

Logo, o médulo de 1’ é inversamente proporcional a 6’ e, consequentemente,
quanto menor o valor de # (anéis mais internos no plano ¢'¢’) maior sera o valor
de |n'| (anéis mais externos no plano complexo). Por conta disto, é conveniente
visualizar os pontos no plano complexo inverso 1/7/, conforme ilustrado nas
Figuras 4.7 e 4.8. Neste caso, ha correspondéncia direta: o primeiro anel no
plano 6'¢’ corresponde ao primeiro anel no plano 1/7’ e o dltimo anel em 6'¢/
ao ultimo anel em 1/1/. Em razao desta conveniéncia, os graficos utilizados
para representar as direcoes incidéncia e reflexao serao apresentados em seus

respectivos planos complexos inversos.
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Figura 4.5: Grade regular polar 10 x 10 no plano complexo n’

40 [ L R PO B B B
30 o - _
20 — ' L ]

10 — o -

Im[7']
()
|
i

'40 I ‘ I ‘ I ‘ \. ‘ .\ ‘ I ‘ I ‘ I
40 30 20 -10 0 10 20 30 40
Re[ 7]

Figura 4.6: Grade regular polar 10 x 30 no plano complexo 71’
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Figura 4.7: Grade regular polar 10 x 10 no plano complexo invertido 1/7
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Figura 4.8: Grade regular polar 10 x 30 no plano complexo invertido 1/1/
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Figura 4.9: Grade regular polar 10 x 10 no plano complexo n

A relagdo entre os sistemas de coordenadas principal e auxiliar do
alimentador ilustrados Figura 4.2 é dada pela seguinte transformacao linear

fraciondria [45]:

41
= 2”_*77 , (4-6a)
/
on — 1

onde 7, é uma constante definida por

1o = cot <7T _2 0") . (4-7)

e 0, é o angulo de offset do alimentador em relagdo ao eixo z negativo (observe

a Figura 4.2). Os resultados da aplicagao da transformagao (4-6) nas grades
10 x 10 e 10 x 30 sao apresentados nas Figuras 4.9 e 4.10.
Na Figura 4.2 além do sistema de coordenadas do alimentador ha o

sistema de coordenadas auxiliar do campo distante (”), cuja relagdo com o
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Figura 4.10: Grade regular polar 10 x 30 no plano complexo n

sistema de coordenadas principal dada por:

CH — Cg{fjc]'? (4—8&)
. " _1
¢= CCCTC" (4-8Db)

onde (, é uma constante definida como

1 = cot (%) : (4-9)

e a, o angulo de offset do campo distante, como ilustrado na Figura 4.2

4.3
Operador Nao-Linear

Diferentemente da técnica numérica utilizada [45], [47] €[96] que emprega
um esquema de diferencas finitas para representar as derivadas de L em
cada ponto da grade, neste trabalho a superficie sera localmente representada
por uma superficie quéadrica confocal permitindo que as derivadas locais
sejam obtidas analiticamente. Semelhante a técnica de sintese descrita no

Capitulo 2, onde foi utilizado um conjunto de se¢oes cOnicas para representar
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localmente a geratriz modelada, na sintese de superficie offset sera suposto
que a superficie refletora modelada seja localmente composta por segoes de
superficies quadricas confocais. Por outro lado, é importante ressaltar que
cada quadrica confocal local que compoe a superficie refletora é circularmente
simétrica em relacao ao seu eixo de simetria, eixo que estd deslocado do
eixo z pelo angulo de elevacao v e pelo angulo de azimute ¢ em relacao ao
eixo x. Note-se que a possibilidade de deslocamento do eixo de simetria de
cada quadrica em elevagao e azimute permite a representacao de superficies
assimétricas e, consequentemente, a obtencao de diagramas de radiacao em
funcao de duas variaveis.

Assumindo que, localmente, L;; pode ser representado pela equagao de
uma superficie quadrica confocal com eixo deslocado e descrita por (3-40), a

equacao de Monge-Ampere para a quadrica j, k pode ser reescrita na formas:

BN ONIESY _
~Fa© (WH) -

onde ( para quéddrica j, k é definido a partir de (3-59):

(djp +1) = (bjr +icir)n
(djr — )7 + (bjx — icsn)’

Desta forma, para cada ponto da grade (j, k) é possivel estabelecer um equagao

2

1 (djre = D+ (bjr — icjp))?

¢ = (4-11)

nao linear em termos dos coeficiente b i, ¢ e d;j, dada por:

2
L1 PP +1 ‘ bl + e+ i — 1
G(O) \ |n]*+1 [(djr — 1)7 + (bjr — icjk)]?

A partir de (4-12) é definido um operador I'[L] associado aos residuos da

= 0. (4-12)

Equacao de Monge-Ampere:

2
I(m) (1¢°+1 ‘ bl + e+ diy — 1
GO \|nf +1 [(djx — )7+ (bjr — icjx)]?

O problema numérico a ser resolvido consiste em aplicar o operador (4-13) aos

2

=0. (4-13)

T[L] = +

pontos de uma grade, e reduzir os residuos associados a um valor menor que
o critério de convergéncia. Em uma primeira andlise, é facil perceber que a
aplicagao de (4-13) nos pontos da grade leva a um sistema de equagdes nao-
lineares, cujo método de solugao sera apresentado na Sec¢ao 4.4.

Analisando a equagao do operador (4-13) constata-se que ele é fungao
de apenas trés parametros da superficie quadrica confocal: b;x, cjr e djp.
Conforme ja mencionado, o parametro a;; estd associado a uma constante que
define as dimensoes da superficie. Logo, a solugao do operador é, na realidade,

uma familia de superficies quadricas e nao uma quadrica tnica. Para que a
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Figura 4.11: Grade polar com células triangulares

superficie quadrica seja unicamente definida, é necessaria a especificagao do
parametro a;x. Além disto, a escolha de a;; de ser feita de tal modo que
haja continuidade na superficie, ou seja, as quadricas devem estar conectadas
entre si formando uma superficie continua. Para isto, foi definida uma grade
polar composta por células triangulares em que cada ponto de uma célula esta
associado a outras trés células, conforme ilustrado na Figura 4.11. Ao definir
que cada célula triangular esta associada a uma superficie quadrica local, a
continuidade da superficie serd imposta e os valores de a;j serao determinados
de modo que a superficie seja continua.

A solugdo numérica para a equagao de Monge-Ampere é baseada em
um processo iterativo, semelhante ao utilizado em [45], onde é necessario uma
solugao inicial para que o método comece a iteragir. Partindo do pressuposto
que sejam conhecidos os valores de L; sobre a grade, cada quadrica local j,k
descrita por um conjunto de quatro coeficientes a;x, b;x, ¢jr € dj; conforme
a defini¢do (3-40) deve ser definida. Para determinar estes parametros, serao
escolhidos o préprio ponto j, k e os outros trés pontos adjacentes formando
uma célula triangular, conforme ilustrado na Figura 4.12. Portanto, deseja-
se obter os parametros da quadrica que passa simultaneamente pelos quatro
pontos que definem a célula triangular. Por simplicidade, cada um deles sera
representado pelo indice inteiro m (m = 1,2,3,4) (observe a Figura 4.12).
Logo, tem-se as seguintes correspondéncias entre os indices: (7, k) — m = 1,
G—-Lk)—»m=2(j+1L,k—1)->m=3e(j+1Lk+1) > m=4.
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j+1L,k—1 j+Lk+1

j—1k

Figura 4.12: Célula triangular com quatro pontos

Supondo que a quadrica associada ao ponto (j, k) passe pelos quatro

pontos
L1 = Lng, (4—14&)
Ly = L 1y, (4-14b)
L3 = Lj+1,k—17 (4—14C)
L4 — Lj+1,k+17 (4—14d)

pode-se formar um sistema de quatro equacoes lineares cuja solucao permite
obter os valores de a;, b, ¢ji € d;i. Assim, a equacao (3-40) para o ponto

m, resulta na seguinte equacao linear:
U@k + Bmbjik + YmCik + Omdjx = Em, (4-15)

onde «,, param =1,2,3,4 é
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Bm param =1,2,3,4 ¢

Ym param =1,2,3,4 ¢

0 param =1,2,3,4 ¢

em param =1,2,3,4 é

Bi=m +m,
B2 = 2 + 12,
B3 = n3 + 13,
Ba = na + M.
Y1 =i(7 —m),
Y2 = i(72 — 1),
¥3 = i(73 — 13),
Yo = i(ija — na)-
01 = |771|2 -1
0 = |772|2 -1
03 = |773|2 -1
04 = [na|” =1
€1 = |771|2 +1,
€2 = |7]2|2 +1,
es = [ms|* + 1,
g4 = |m* +1.

145

Utilizando os valores 7, e L,, nos quatro pontos da célula triangular

tem-se o seguinte sistema de equacoes:

a1
)
a3

Oy

A
o
Bs
Ba

Y10 aj k €1
Yo 02 bj,k &2
- )
Y3 O3 Cjk €3
Ya 04| |djg €4

(4-21)

que pode ser resolvido analiticamente através da Regra de Crammer. Definindo
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a matriz de coeficientes por Z , 0 determinante de 7 6 tal que

- B2 v2 02 Q2
det(Z) = an x (1)1 x |8y 3 G5 + B x (1)1 X |ag
Bi va 04 Qg

az B2 02
+ X (=D X |ag By d3) + 0 x (=) x

ay By Oy

Resolvendo os determinantes das matrizes 3 x 3, obtém-se:

Y2 02
V3 03
V4 04
Qo 52

as 53

Oy 54

det(Z) = an (Baysds + V20354 + 028574 — 027364 — 728304 — Badsya)
+ B1(a2y304 4 203004 + 0200374 — O2¥3004 — Yo0r304 — i2037s)
+ Y1(2 B304 + Badz0ry + oz By — 0230y — Bocrzdy — 2635)

+ 01(aaB37a + Baysas + y23Bs — Y23y — Bacusyy — a3 f),

que pode ser reescrito na forma

det(Z) = frou + foca + fsas + facus,

onde as fungoes auxiliares fi, f2, f3 e f4 sao dadas por:

— 03774) + B3(0277a — ¥204) + Ba(y203 —

0374 — V304) + B3(7104 — 0174) + Ba(d173

[l
PN

0273 — Y203) + B2 — 0173) + B3(0172

Definindo agora as matrizes de coeficientes

er i o a1 &1 N

= ) =
det(Z ) g2 B2 72 02 7 det(ZB) _ Qo €2 72
e3 B3 73 03 3z €3 3
€4 B1s M 54_ Q4 €4 M4
ar B oer 01 ar b m

= ) =
det(Z ) ay 2 g2 0y ’ det(Z(;) _ az B2 72
as B3 e3 03 as B3 s
ay By ey 54_ ay Bi M

) ( ) ( 0273),
) ( ) ( — 7103),
Y204 — 0974) + Ba(617a — Y104) + Ba(7102 — 6172)
) + Ba(716 ) + B5(0172 — md2).
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2
V3] -
V4

(4-22)
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seus respectivos determinantes sao expressos por:

(Za) = f1e1 + foga + fses + facu,
det(Zp) = g1 + g2v2 + gzaz + gaou,

(Z,) = hioy + hoas + haas + hyay,

(Zs) = k1oq + koag + ksag + kaoy,

onde fungoes auxiliares g1, g2, g3 € g4 sao dadas por:

£2(Y304 — 0374) + €3(027a — Y204) + €4(V203 — d2773),

( ) + es( ) + ea( )
€1(037a — Y304) + €3(7164 — d17) + €a(173 — 7103),
€1(7204 — 0274) + €2(0174 — 1164) + €4(1162 — d172),

( ) + €2(7105 — d173) + €3( )

£1(027y3 — 7203 €2 £3(0172 — 102).

As funcoes auxiliares hy, ho, hs e hy sao dadas por:

Ba( ) + B3(dae4 — €204) + Ba(e203 — daes),
= B1(d3e4 — €304) + Bs3(e104 — 0164) + Ba(0163 — £103),
B1(e204 — 0284) + P2(0164 — €104) + Pa(102 — 1),
B1(02e3 — €203) + Ba(e103 — d1€3) + B3(162 — €102).

As fungoes auxiliares k1, ko, k3 e k4 sao dadas por:

V3€4 — €37a) + B3(e274 — Y2e4) + Ba(y2e3 — €273),
= €173 — V1€3),
Y1€2 — 51’)’2),

€973 — Y2€3) + Pa(m1€3 — €173) + B3(e172 — Me2).

) + Bs( )+ Ba(
€374 — V3€4) + B3(7164 — €171) + Ba(
Vo€a — €27a) + B2(€174 — 71€4) + Ba(

)+ Bal )+ Bs(

iy
P

B
B
:5
B
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Pela Regra de Crammer, os parametros da quadrica sao calculados através de:

det( a)
am = =
det(Z)’
det(Zp)
bj,k =
det(2)
det( :’y)
Cjk = =
det(2)
det(Z,
dp = (Zs)

(4-29a)

(4-29b)

(4-29c¢)

(4-29d)
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Logo,
P fie1 + faga + faez + faca (4-30a)
’ fraq + faas + faas + faau’
9101 + gotva + g3z + g4y
by = , 4-30b
ok fion + foas + fiasz + fiay ( )
P hioy + hooy + hgaz + hyay (4-30¢)
= : }
g fiar + faas + faas + faay
k k k k
dj = o Hadts T oty  Machs (4-30d)

C fian + faan + faas + faog

Em cada iteracao do presente método de sintese, uma nova superficie,
representada por um conjunto de valores da funcao L, é obtida. Este processo
é repetido até que ocorra a convergéncia para a solugao. Em razao disto, em
cada iteragao o sistema de equagoes lineares (4-21) é resolvido N vezes para
que as N superficies quadricas que representam a superficie modelada sejam
obtidas e, consequentemente, para que o residuo dado pelo operador (4-13)

possa ser calculado nos pontos da grade.

4.4
Método lterativo de Newton

Aplicando o operador (4-13) aos pontos que definem a superficie refletora

em (4-1), obtém-se um sistema de equagoes nao-lineares representado por
I'[L] = 0. (4-31)

Nesta secao sera apresentada a formulagao para a aplicacao do Método
de Newton na solucao deste sistema. Assumindo que o operador I' seja

diferencidvel, a equagao (4-13) pode ser expandida em Série de Taylor na forma:

I[L) = D[L™] + I'[L™M)(L* — L™) + ¢(AL?), (4-32)
onde L* é uma solucdo na vizinhanca de L, I'[L(™] sdo as derivadas do operador
em relacdo a L™, n representa a n-ésima iteracdo e € o erro de truncamento da
série onde foram suprimidos os termos de alta ordem. Definindo uma solucao

L* = LD ¢ desprezando e, tem-se:
LY = 1) _ [ Lm]=ip (L), (4-33)

Observe que a equagao (4-33) tem a mesma forma da utilizada no Método de
Newton para encontrar as rafzes de uma equagao f(x) =0 [97].
Para aplicar o método em (4-13) deve-se, inicialmente, expandir o ope-

rador em série observando que ele é funcao de quatro valores de L definidos
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Figura 4.13: Célula triangular no centro da grade

pela célula triangular (observe a Figura 4.13). Logo:

o' ML) or'™r)
 1(n) J.k (n+1) (n) J.k (n+1) (
ijk[L] =~ Fj,k [L] + 8L—M (Lj,k — Lj,k) + m (Lj—l,k — Lj

149

(n) (n)
8Fj,k L] (L(n+1) _ 7w >+ I} [L] (L(n+1) _ 1w >+
aLj+1,k_1 j+1,k—1 J+1,k—1 8Lj+1,k+1 J+1,k+1 J+1,k+1

(4-34)

Definindo
arr)
DY = 2= 4-35

! dL;x (4-352)
oarr)

Dy = T 4-35h

2 aLjfl,k ( )
AT IL]

DY = 2 4-35¢

’ 8Lj+1,k—1 ( )
or(L

o = Ol (4-35d)
aLj+1,k+1

utilizando as defini¢oes em (4-14) e desprezando o erro de truncando da série,

encontra-se:

ijk[L] i Dgn) <L(1n+1) _ Lgn)) n Dén) <L(2n+1) - L(2n)>

X Dz())n) <L§n+1) _ L:())n)) 4 Df;n) <L§n+1) _ Lin)) —0.

Reescrevendo (4-36), obtém-se:

(4-36)
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Figura 4.14: Célula triangular no primeiro anel da grade

Din) (Lgn+1)) +D£n) (Lgn+1)> +D§n) <L:())n+1)> +Din) <L51n+1)) _ (4-37)

Jk
onde
VO = —DjlL] + DYV LY + DYV LYY + DYV LYY + DYVLYY. (4-38)
A equagao (4-37) representa um sistema de equagoes lineares da forma
DM LeH) =y, (4-39)

onde os termos da iteragdo (n + 1) sdo desconhecidos. Para os pontos que
compdem o primeiro anel (j = 1) e, consequentemente, utilizam o valor da
fungdo L no ponto central da grade (observe a Figura 4.14), é necessdrio um
cuidado especial na determinacao dos coeficientes da matriz D™, E assumido

que neste ponto a solucao do mapeamento é conhecida, ou seja:

L =i, (4-40)
Logo, a equagao (4-37) deve ser reescrita como:
n n+1 n n+1 n n+1 n
i () 4 20 (5570) D (1) = v, o
onde
Vit = ~Tpull] + DL + DSV LY + DL, (4-42)

Para o ltimo anel (j = J), serdo adotados os ponto laterais e, consequente-
mente, o indice j + 1 deve ser alterado para j (observe a Figura 4.15). Logo

em (4-14) e (4-35) deve-se adotar a seguinte notagao para a funcao L:

L3 = Ljk-, (4-43a)
Ly = Lk, (4-43b)
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Figura 4.15: Célula triangular nas bordas da grade

e para as derivadas

T IL]
Dy = I 4-44a
3 aLj,k—l ( )
T ™[L]
(n) gk
=Pk 4-44D
! aLj,kH ( )

Para qualquer ponto (j,k), os elementos discretos do operador Fﬂ)

envolvem somente pontos de sua vizinhanca e, consequentemente, a matriz

Jacobiana é uma matriz esparsa, conforme ilustrada a Figura 4.16.
4.5
Matriz Jacobiana do Operador

A solucao numérica do operador nao linear através do Método de Newton

requer, necessariamente, que se conhecam as derivadas do operador. Fazendo

RN _
H(%C)—iG@) <|77|2+1> , (4-45)

o operador (4-13) ¢ reescrito como

[(djg — DN+ (bjg — icjp)]?

I'[L] = H(n,¢) + ‘ (4-46)
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Derivando (4-46) em relagao a Ly, Ly, LgeLy,:

aFng o 8F]~,k 8aj,k GFM 8[)]-7;g 8Fj7/§ (90]-’;C 8Fj,k 8dj7k (4 47&)
E)Ll n 8aj,k 8[/1 8bj7k 8L1 8Cj7k 8L1 adij 8L1 ’
aFng o 8F]~,k 8aj,k GFM 8[)]-7;g 8Fj7/§ (90]-’;C 8Fj,k 8dj7k (4 47b>
8L2 n 8aj,k 8[/2 8bj7k 8L2 8Cj7k 8L2 adij 8L2 ’
aFng o 8F]~,k 8aj,k GFM 8[)]-7;g 8Fj7/§ (90]-’;C 8Fj,k 8dj7k (4 470)
8L3 n 3aj’]€ 8L3 8bj7k 8L3 aCj7k 8L3 adij 8L3 ’
aFng o 8F]~,k 6aj,k GFM 8[)]-7;g c’ﬂ“m 80]-’;C (‘91_‘]‘7;C 8dj7k (4 47(1)
8L4 n 3aj’]€ 8L4 8bj7k 8L4 aCj7k 8L4 adij 8L4 )
Derivando (4-46) em relagdo a a;:
ol
aa].’: = 0. (4-48)
75
Fazendo
w = (djr — D)7 + (bjx — icj) (4-49)
e derivando (4-46) em relagao a b, x, obtém-se:
O, OH(n, () 40 +cip +diy — 1)
Objk Ob;k [(dje — D)+ (bjp — icjp)|*
Ow|*
b, (bik + CJQ',k + d?,k —1)
— : , . (4-50
@i — D0+ B —icop
0 :
o0 °
2 o o @
ee o
4+ e 00
° o0
6F ® o0 °
° e oo
8 ° o0 0
° oo o
10+ o0 o0
° o0 °
12¢ ° X
° LI )
14+ ° oo o
o0 L)
16+ ° o0 ° -
° oo o
18+ ° e o0
° oo o
20r ) )

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 4.16: Matriz jacobiana para uma grade com 20 pontos
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Derivando (4-46) em relacao a c;y:

ol OH(n,¢) 4V +cip +diy — 1)

dejr I [(djr — 1)1 + (bjg — icjp)[*
Owl*
De.s (bfk + ng,k + d?,k —1)
— I - . (4-51
(o= D+ (g — i
Derivando (4-46) em relacdo a d;
oL, 0H(n, () Ad; (3 + G + 5 — 1)
0d; od; 1 [(dje — )7+ (bjx — icjp)|?
Owl*
Do n (bfk + 032',1@ + d?,k —1)
— ik (4-52)

((dje — )7+ (bjg —icjp)|®

A derivacao do operador requer que tomemos alguns cuidados especiais por
envolver a diferenciacao de fungoes complexas e, desta forma, é conveniente
fazé-la por etapas. A derivada da funcao complexa |w|* definida em (4-49) em

relacao a b; é dada por:

Olwl* 0
Ay~ Lol (4:53)
]7 ]7
Manipulando (4-53), mostra-se que:
Olwl?
ww)?] = 2w 5—. 4-54
i lPtol] =2 25 (1-51)

Para fazer a derivada em (4-54), deve-se observar que:
ow|* 9 ] = ow _— Ow w
Objx  Obj ~ Objy, bk
Substituindo (4-49) e (4-55) em (4-54) e fazendo as devidas manipulagoes,
encontra-se que:
Owl*
Obj

(4-55)

= 2|(djr — )i+ (bj — i) [2bjx + (7 + m)(dje — 1)) (4-56)

Derivando |w|* em relagao & ¢

a 4 o . —
3|:)|k = 2/(d;jr — V) + (bjr. — icjx)*[2¢jk +i(i] — n)(djr — 1)]. (4-57)
j7
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Por fim, derivando |w|* em relagao & d;:

Olw|* _ , 21(=
= 2|(djr — 1)1+ (bjx — icin) [*[(7 + 1)bjx
Od;

+i(0 = n)eju + 2(djx — DNl (4-58)

Analisando a equagao (4-45) verifica-se a que funcao H (7, () nao é constante
em relagao aos parametros b, i, ¢; i € djj e, consequentemente, é necessario que
suas derivadas sejam determinadas utilizando a regra de cadeia. Derivando (4-

45) em relacao a b;

OH OH o¢ 0H

_ - ) 4-59
Dby OC Dby OC Dby (+-59)
Derivando (4-45) em relacao a c;:
OH OH do(  O0H ¢
= — . 4-60
8cj,k 8(’ 803-7;{ + 8{ aijk ( )
Derivando (4-45) em relagao a d;x:
OH 0H ¢ 0H o (461)

O OC Odyy, | OC 0y
Para determinar (4-59), (4-60) e (4-61) é necesséario obter as derivadas

da funcao H em relacdo a ¢ e (. Derivando (4-45) em relagdo ¢, mostra-se que:

OH 1) [P+1

¢ TGP (PP +1)?
onde G ¢ a derivada do fungao G(¢) em relagao a (. Derivando agora a (4-45)

[20G = Ge(I¢* + 1], (4-62)

em relacao ¢, obtém-se

OH _, I(n) | +1
o0~ TGQE (nF+ 12

onde G¢ é a derivada do fungao G(¢) em relagao a ¢. O préximo passo é obter

[20G = G(I¢]* + 1), (4-63)

as derivadas de (, expresso na equagao (4-11), em relagdo aos parametros da

quadrica. Fazendo a diferenciacao em relagao a b;:

5C o 1 ) i _
Obj B (dj,k -+ (bj,k _ icj,k) {(77 +n) + 7 } . (4-64)

Derivando (4-11) em relacao a c;:
¢ 1 { _ i }
S —li—n) - —]|. 465
aijk (dj}k - 1)7_] + (bj,k - ZCng) <77 77) L ( )
Derivando (4-11) em relagao a d;x:
¢ 1

o ' D+ i} : 4-66
od; (djr — D)7+ (bjx —icjr) {(|77| ) L ( )
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Por fim, ¢ necessario obter as as derivadas de a; bjx, ¢ € dji em relagao a

Ly, Ly, L3 e Ly. A derivada a;; em relacao a funcao L nos quatro pontos da

célula é dada por:

Derivando (4-16)

aaj,k . aaj,k 80(1
0L, daq 0Ly’
Oajp  Oajy Doy
6L2 N 60@ 8L27
8aj,k . 8aj7k 80(3
8L3 N 8043 8L3’
Oajr  Oajp Oy
0L4 N 8a4 8L4

em relacao a Ly, Lo, Ly e Ly:

8061 o
8_111 = —01,
(9062 .
8_1;2 = — O,
3a3 o
8_113 = —Qgs,
80&4 .
8_1;4 = —Q4.

Utilizando os resultados em (4-68), observando que

a%l[fl,fg,fg,fﬂ o,

%[fla f27f37 f4] == 07
a%g[fl,fz,fg,fn 0,
a%4[f1,f2,fg,f4] 0,

e derivando (4-30a), é facil demonstrar que

Oajn _ f Jie1 + faga + faes + faca
L, o (frar + foaa + faas + faay)?’
daj . — aof fie1 + foea + fses + faca
0L, 22 (fian + foag + faas + faa)?
aaj,k — asf. f151 + f2€2 + f383 + f4<€4
OLs3 278 (frar + foas + faag + faay)?’
Oa,j — ouf (frer + fago + faes + faey
Ly Y (fian + faan + faas + faa)?

(4-67a)
(4-67b)
(4-67¢)

(4-674)

(4-68a)
(4-68b)
(4-68¢)

(4-63d)

(4-69a)
(4-69b)
(4-69c¢)

(4-69d)

(4-70a)
(4-70b)
(4-70c)

(4-70d)
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A derivada b; em relacao a Ly, Lo, L e Ly dada por:

8bj7k . abm 8061
0L, Ooq OLy’
ij,k o 8[)]'7]g 80@
@LQ N 8042 @LQ’
(%j,k . Gbm 8043
OL;  Oas 0Ly’
8bj,k o aijk 8a4
8[/4 n (9044 8L4

Analisando (4-30b) pode-se verificar que:

0
—_— =0
8061 [91792793?94] )

0

_[917 92, 93, 94] = 07

8&2

0
—_— = 0
6063 [g17g27g37g4] )

0

_[917 92, 93, 94] = 07

8@4

Utilizando os resultados em (4-68) e (4-72) mostra-se que:

Obj B a2(f192 — fagr) + as(figs — fsg1) + u(figs — fagn)

651

oL,

(fiar + foas + faas + frau)?

ob; ~ oy a1(fogr — fi192) + as(fogs — fage) + aa(fogs — fag2)

0Ly

(frar + fos + fsaz + froy)?
Objr  ai(fsgr — figs) + aa(fsge — fags) +

f394 — f493)

oLs 3

(fioq + faca + faas + fioy
Objr  ou(fagr — figa) + aa(fag2 — foga) + 3

f193 — f394)

oL, ™

(fiar + foas + faas + faau

(
)
(
)
(
)
(
)

Derivando c;; em relacao a Ly, Lo, L3 e Ly, tem-se que:

aCj,k o 86j7k 80./1
8L1 B 8041 8L1’
8cj,k . aCj’k 80@
OLy Oy 0Ly’
dcjp  Ocjp Oas
8L3 N (90./3 (9[137
aCj,k . aCj’k 8044
OLy Oy 0Ly

Y

Y

Y

156

(4-T1a)
(4-71b)
(4-T1c)

(4-71d)

(4-72a)
(4-72Db)
(4-72c¢)

(4-72d)

(4-73a)
(4-73b)
(4-73¢)

(4-73d)

(4-74a)
(4-74D)
(4-74c)

(4-74d)
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Da equagao (4-30c) pode-se demonstrar que:

0

@Twl[hbh%hs,gﬂ =0,
0

@[hlah27h3ah4] = 07
0

@[h17h27h37h4] - 07
0

@[hlah27h3ah4] =0.

157

(4-752)
(4-75b)
(4-75¢)

(4-75d)

Com o auxilio de (4-68) e (4-75) mostra-se que a derivada de (4-30c) pode ser

escrita como:

dcjp N
oL,
aCj7k .

oL,
dcje N
dL, °
dcjp N
oL, *

o frho — foha) + as(fihs — f3ha) + aa(fiha — fiha)

(fraq + facg + faas + faay)?
ai(fohi — hofi) + as(fohs — f3he) + au(foha — faho)

(fion + foag + fzas + fay)?
a1(fsh1 — hsfi) + as(fshe — fahs) + aa(fsha — fihs)

(fraq + faag + faas + fiay)?
a1(fahh — hafi) + ao(fiho — faha) + as(fihs — f3ha)

(froq + facg + faas + faay)?

Por fim, deriva-se d;; em relagao a Ly, Lo, Ly e Ly:

adeC o 8dj7k 6@1
8L1 n 80(1 8L1’
8dj,k . Gdj,k 80&2
L, Oas 0Ly’
adj,k . Gdjyk 8043
6L3 n 8&3 6L3’
8dj,k . (9dj,k 8&4
8L4 N 8064 8[/4

Verifica-se através de (4-30d) que:

0
%[k17k27k37k4] == 07

1

0
67“2[]{;171{;27]{}37164] = 07

0
870[3[1{:17]{:27]{:37]{4] == 07

0
87064[]{;1’]{;2’]{;3,]{:4] = 0

Y

I

Y

(4-76a)
(4-76D)
(4-76¢)

(4-76d)

(4-77a)
(4-77b)
(4-77¢)

(4-77)

(4-78a)
(4-78b)
(4-78¢)

(4-78d)

Observando (4-68) e (4-78) mostra-se que a derivada de (4-30d) pode ser escrita
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como:
0¢jk az(fike — fok1) + as(fiks — fsk1) + au(fika — faki)
oLy “ (frar + foos + faas + fia)? B
Ocje _ o a1 (foki — fike) + as(foks — f3ka) + au(foka — faks) (4-79b)
OLo (fian + facs + fsag + faou)? ’
Ocjk _ oy oy (fski — fiks) + ao(faky — foks) + au(fsks — faks) (4-79¢)
OL3 (fion + foas + fzos + faous)? ’
ik _ o ar(faky — frk) + as(faks — foka) + as(faks — fska) (4-79d)
0L, (frar + foca + faaz + facu)? '

4.6
Processo Iterativo de Sintese

O processo iterativo de sintese, ilustrado na Figura 4.17, é inicializado
com uma superficie inicial, representada por L(®, que deve ser tdo préxima
quanto possivel da solugao objetivo. Esta condi¢ao decorre do préprio Método
de Newton, que utiliza apenas termos de primeira ordem para construir um
sistema de equacoes lineares como aproximagao para o sistema de equacoes
nao-lineares que se deseja resolver. O método para obter esta solugao foi
apresentado na Secao 3.4, onde se obteve uma superficie que satisfaz a Lei de
Snell em dois pontos no plano de simetria. No presente trabalho, a superficie
inicial adotada é uma quédrica definida pelos seguintes parametros: a(®,
b0, ¢ ¢ 4O Note que, ao definir uma quadrica como superficie inicial,
as quadricas locais que representam a superficie modelada terao os mesmo

parametros a, b, ¢ e d na iteracao inicial. Logo:

ag.?,z = a0, (4-80a)
b =, (4-80D)
c§,2 = 9 (4-80c)
d') = d©. (4-80d)

Definida a superficie inicial, o proximo passo é aplicar os parametros
de cada quédrica ao operador I’;O,z Caso o valor do operador, que representa
o residuo da equagao de Monge-Ampere, seja maior que o critério de con-
vergencia, tem inicio a primeira iteracao do processo de sintese. Nesta pri-
meira iteragao, sao determinados a matriz jacobiana com as derivadas parciais
do operador D, VO que leva em conta o valor do operador I'®) e a solucéo
inicial L(®) para entdo resolver o sistema de equacoes lineares (4-39), que tem

como resultado a solucado L. A partir de L™, os parametros de cada quadrica
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a©® p© O GO ’

v

‘ L) S g p) () g

v N

m 5, ) () () g
¢ n v, a'™, b, ¢\, d

‘ L+ = (@ 4 e

A\ 4 AN

‘[‘(TL) L e ) pm ) g

Figura 4.17: Processo iterativo do algoritmo de sintese

a;k, bjk, cjk € dj sao determinados resolvendo o sistema de equacoes lineares
(4-21) obtido ao aplicar os valores de célula triangular na equagoes da quadrica.
Novamente, os parametros da quadrica sao aplicados ao operador '™, Se o
valor do operador for menor que o critério de convergéncia, tem-se uma solugao
convergida, caso contrario, inicia-se outra iteracao e o processo se repete até

que o critério de convergencia seja alcancado.
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5
Projetos de Antenas Refletoras Offset

5.1
Introducao

Neste capitulo serao apresentados diversos estudos de casos para avaliar
o algoritmo de sintese apresentado no Capitulo 4. O objetivo é verificar se
os resultados gerados pelo método numérico de solugao da equagao de Monge-
Ampere sao os esperados e valida-los através das aproximagoes da Optica Fisica
(PO—Physical Optics) com corregao das correntes de borda [80], [81], [82].

Nas Secoes 5.2 e 5.3 sao apresentados os modelos de alimentador e
campo distante utilizados nos estudos de caso apresentados. E assumido que o
alimentador irradia uma frente de onda esférica com centro de fase na origem
do sistema de coordenadas e a densidade de poténcia irradiada aproximada
pelo modelo cosseno elevado a um expoente. Para o campo distante, é definida
uma funcao Gaussiana cujo fator de decaimento é escolhido em funcao da
atenuacao na borda do contorno em relagao ao maximo no centro do contorno.
Além disto, sao determinadas as constantes de normalizagao para garantir a
conservacao da poténcia total irradiada.

Para resolver a equacao de Monge-Ampere como um problema de con-
torno é apresentada na Secao 5.4 o contorno 2" para o campo distante. Nesta
secao sao apresentadas duas condicoes de contorno: na primeira, o contorno
é circular, definido através da equacao de um circulo no plano complexo (" e
escrito na forma de um operador nao linear; o segundo e mais geral é obtido
através da equacgao da super-elipse também no plano complexo (” e escrito
como um operador nao-linear. A principal vantagem de representar o contorno
por uma super-elipse é que a formulacao é suficientemente geral para repre-
sentar as geometrias circular, eliptica e super-eliptica, modificando-se apenas
algumas constantes.

Na Secao 5.5 sao apresentados estudos de caso considerando o contorno
objetivo circular e a funcao que descreve a densidade de poténcia na regiao
de campo distante uma Gaussiana. O primeiro exemplo é apresentado com
o intuito de validar o algoritmo de sintese. Neste exemplo, sao definidos os
parametros do alimentador e do campo distante objetivo e, a partir destes
dados, uma superficie quadrica confocal adotada como solucao inicial do
algoritmo. A superficie refletora obtida é escalada para ter quatro metros

de diametro e analisada via aproximacoes da Otica Fisica mais correntes de
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borda. A andlise é feita considerando que a antena opera em 0,9GHz, 1,8GHz e
7,2GHz e, consequentemente, considerando antenas com diametros de 12\, 24\
e 96\. As frequeéncias 0.9GHz e 1.8GHz foram escolhidas como o objetivo de
verificar o comportamento das antenas em aplicacao dos sistemas de telefonia
movel GSM 900 e GSM 1800 e 7.2GHz analisar com comportamento quando os
efeitos difrativos tem menor influéncia no diagrama de radiacao. Os diagramas
de radiacao sao apresentados no plano de simetria ¢ = 0 acompanhados
do diagrama objetivo da GO e seus limites de +3dB no plano wwv, onde
u = senfl cos ¢ e v = senf seng e em trés dimensoes (u, v e diretividade).

Ainda na Segao 5.5 é apresentada uma série de estudos de caso (Casos B.1
a B.VI), todos eles com os mesmos parametros para o alimentador e contorno
de cobertura, que é circular, diferenciando-se apenas no fator de atenuagao da
funcao Gaussiana que descreve a densidade de poténcia na regiao de campo
distante. O objetivo é avaliar o algoritmo em diversas situagoes, desde as de
mais facil convergéncia em que a diferenga entre a fungao G(() inicial e objetivo
é pequena, até as de maior dificuldade em que essa diferenga é grande. Este
grau de dificuldade é determinado pela diferenca entre a atenuacao de borda
na superficie refletora (mantida fixa em L; = —12dB) e a atenuagao de borda
do contorno objetivo (variada de Ly = 0dB a —20dB). Todos os resultados
sao analisados através da PO considerando as antenas operando em 0,9GHz,
1,8GHz e 7,2GHz, e os respectivos diagramas de radiacao sao apresentados no
plano de simetria juntamente com o diagrama objetivo da GO e seus limites
de +3dB.

Por fim, nas Secoes 5.6 e 5.7 sao apresentadas antenas refletoras offset
modeladas para prover cobertura em contornos elipticos e super-elipticos
considerando o diagrama de radiacao objetivo gaussiano. A principal motivacao
para a escolha destes dois tipos de contorno é avaliar o comportamento do
método em situagoes onde a convergéncia ¢ ainda mais dificil. Nos casos
abordados na Secao 5.5 a dificuldade é determinada apenas pela funcao
Gaussiana objetivo. Nos casos apresentados nas Secoes 5.6 e 5.7 € inserido um
novo grau de dificuldade, fazendo-se necessario também alterar o contorno, ja
que o inicial dado pela superficie quadrica confocal é circular. Na Secao 3.4.4 foi
visto que a transformacao linear fracionaria dada por uma quédrica confocal
mapeia circulos em circulos. Porém, como o contorno objetivo nao é mais
circular, é preciso avaliar se o algoritmo € capaz de gerar coberturas em outros
tipos de contorno. Além disto, é feita a analise através da PO considerando a
antena operando em 0,9GHz, 1,8GHz e 7,2GHz e os diagramas de radiagao sao
apresentados no plano de simetria ¢ = 0 acompanhados do diagrama objetivo

da GO e seus limites de £3dB no plano uv em 3D.
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5.2
Modelo para o Alimentador

A formulacao apresentada no Capitulo 3 assume que uma fonte pontual
irradia uma frente de onda esférica TEM com centro de fase na origem do
sistema de coordenadas e com intensidade de radiagdo I(n). Neste estudo, o
campo elétrico desta onda TEM sera analiticamente representado por:

—jkr

E,(r') = [cose 0’ cos ¢'0' — cos" @' seng’ é’} , para 0 < — (5-1)
T
~ ~ e_jkr T
Bi(r') = send/ cos ¢ |cos” 06/ — cos" 0| ——, para 9 < T (5:2)

onde F, e E. representam as polarizagoes principal e cruzada, segundo a
terceira definicao de Ludwig [98], cos® 8 e cos® @ representam os diagrama
nos planos principais de polarizacao e os parametros e e h sao escolhidos para
fornecer a atenuacao na borda do refletor. Este tipo de modelo é véalido para o
semi-espaco z'—positivo e é largamente utilizado para caracterizar a radiacao de
cornetas corrugadas. A intensidade de radiacao, obtida a partir da polarizacao

principal (5-1) é dada por:
10/, ¢) = I [cos™ 0 cos® ¢’ + cos™™ 0 sen®¢)'] (5-3)

Se considerarmos n = e = h, 0s campos nao terao polarizacao cruzada e a

intensidade de radiacao sera circularmente simétrica na forma:
10, ¢) = Iy cos™™ ¢ (5-4)

Uma expressao 1til para se obter o valor n, dado o angulo 6. e a atenuacao de
borda L., pode ser obtida a partir de (5-4):

o — log,o L.

= — 5-5
log, cos 0. (5-5)

A constante I, é determinada através da normalizacdo da poténcia total

irradiada. Desta forma, para o modelo descritos pode-se utilizar:
21 0c
/ I(¢, ¢) senb'dd'dd’ = Pryq (5-6)
o Jo
Substituindo (5-3) em (5-6) tem-se:
27 Oc
I / / [COS26 6 cos® ¢’ + cos? ¢/ seanb’} senf'df'd¢’ = P,qq. (5-7)
o Jo

Fazendo P,.q = 47 e resolvendo a integral em (5-7), mostra-se que:

1
2e +1

Iy=14 [ (1 —cos™™6.) + (1 — cos®™0,) (5-8)

2h +1
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Im[¢"]

S Id

Cu Re[{"]

Figura 5.1: Contorno Super-Eliptico

Para n = e = h, a expressao (5-8) é reduzida a

8
2n+1

Iy = (1 — cos®™*14,). (5-9)

5.3
Modelo para o Campo Distante

Nesta secao sera apresentado o modelo para a densidade de poténcia
por angulo sélido na regiao de campo distante que é descrito por uma funcao
Gaussiana cujo contorno pode ser circular, eliptico ou super-eliptico. Também
sera apresentada a estratégia de convergéncia que combina a funcao Gaussiana
com a densidade de poténcia fornecida por uma qudadrica confocal. A funcao

que descreve o diagrama de radiagao Gaussiano tem a seguinte forma:
](Oé”, /BH) _ G06—¢\cot(a”/2)| (5_10)

onde 1 é uma constante que determina o fator de atenuagao. Uma forma
pratica para determinar i é especificar a atenuacao na borda Lg do contorno

em relagao ao ponto de maximo. Considerando
| cot(a”/2)] = |¢"] =1 (5-11)
na borda do contorno (observe a Figura 5.1), tem-se que

L (dB) = —10¢ logy e, (5-12)
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que pode ser reescrita como

La(dB)

v= ~10log e

(5-13)

Novamente, a constante G € obtida a partir da normalizacao da poténcia total

irradiada. Logo:

27.r a//(ﬁ//)
/ / G(a", ") sena”da"dB" = Prqaq (5-14)
o Jo

onde o”(4”) é uma fungao que descreve o contorno. Para obté-la, parte-se
da equacao da super-elipse que, definida no sistema de coordenadas polares

(observe a Figura 5.1) tem a seguinte forma:

GuGo

" = 5-15
|C | 2</Ku SGHB”PU + ‘Cv COSB//PU ( )
onde
Gu = cot (%) ; (5-16)
Gy = cot (%) : (5-17)

(. ¢ a abertura angular do feixe no plano vertical, (, a abertura angular do
feixe no plano horizontal e ¢ é a constante que define o quao super-eliptico o
contorno deve ser. Para ¢ = 1, o contorno é eliptico e para ¢ — 0o o contorno

é retangular. Manipulando (5-15) obtém-se:

%/1CusenB”[27 + 1, cos B[
e

No caso particular onde o diagrama de radiagao da antena é constante

a"(B") = 2 arctan [ (5-18)

e o contorno circular, a integral tem solucao analitica. Logo, assumindo que o

diagrama de radiacao é

G(¢) = Go, (5-19)
e que o contorno circular é definido por o’(8"”) = a. e, consequentemente,

Cu = ¢, = (., a poténcia total é dada por:

21 ac
Go / / sena”’da"dB" = Piyq (5-20)
o Jo
Definindo-se P,,q = 47 e fazendo a integracao obtém-se:
2
Gp= —— 5-21
"7 1~ cos 0. ( )

A Secao 3.4 apresenta a solucao particular da equagao de Monge-Ampere
para uma superficie representada por uma quadrica confocal. Nesta secao sera

mostrado como essa fungao pode ser utilizada em uma estratégia para obter a
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convergencia da solu¢ao numérica da equacao de Monge-Ampere para os casos

onde a solugao inicial é muito diferente da solugao final. Reescrevendo (3-77)

tem-se:
P 1\ [ = D+ (b — icu))2]
e — 7 gk — 4N j.k — Gk 5-292
Derivando (5-22) em relagao a ¢ obtém-se:
_ 2
I +1 ( 2¢ ) [(dj — D)t + (bjx — icjp)]
GA(C) = =1 , k1% 5-23

Esta derivada G ¢ utilizada no processo numérico apresentado no Capitulo 4,
na obten¢ao da matriz Jacobiana do operador (equagoes (4-62) e 4-63)). Uma
das formas de avaliar o algoritmo de sintese consiste em, dada uma solugao
inicial qualquer, utilizar a funcao (5-22) como objetivo da sintese e verificar se a
solucao obtida ¢ a superficie quadrica definida pelos parametros b, x, ¢, i € d; .
Além disto, o modelo das quadricas é utilizado para permitir a convergéncia
para a solucao. O mecanismo consiste em utilizar como solucao inicial uma
superficie quadrica e como funcao do campo distante uma combinacao do
diagrama de radiacdo de uma superficie quéadrica (5-22) com o diagrama

objetivo dado por:

G(¢) = (1 = u)Gisq(C) + nGop(C) (5-24)

onde Gy, ¢ o diagrama dado por superficies quadricas confocais e Gy ©
diagrama objetivo, que no presente trabalho é uma funcao gaussiana. O
processo de sintese tem-se inicio com g = 0, ou seja, o diagrama dado pela
quadricas e, neste caso, o operador I' é nulo. Nos estagios intermediarios, pu

assume valores entre zero e um e no estagio final y = 1, que é a funcao objetivo.

5.4
Condicao de Contorno

Para a solugao do problema de sintese abordado no Capitulo 3 é ne-
cessario que o contorno fechado 2" associado ao campo distante seja represen-
tado por uma funcao continua e com derivadas de primeira ordem continuas.
Neste estudo serao considerados trés tipos de contornos: circular, eliptico e
super-eliptico, onde a equacao da super-elipse é suficientemente geral para re-
presentar estes os trés tipos de contorno. Da equacao da super-elipse no plano

complexo auxiliar ¢”, tem-se:

‘ Re[¢"]
Cu

20 20

N Im[¢”] _1 (5-25)

Co
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Sabendo-se que

Re[("] = ¢ ;C-g : (5-26)
Imc"] = % (5-27)
a equacao (5-25) pode ser reescrita como
1 3 20 1 B 20
g €] e o) =1 (5-25)
Substituindo (4-8) em (5-25) resulta em
1(6e+1 <o§+1) e <<o<+1 - <o§+1) T g
‘QCU(CO_C+§O_C ZQQ} CO_C Co_é ’ ( )
que pode ser reescrita na forma do operador
L (GCHT  GC+1N[7
e=|— k
‘2@ (co—c - @—4) "
1 (CC+1 GC+1)]™
¢ (chjc - chjg) ~1=0 (&30)

a ser aplicado nos pontos do contorno na solucao numérica do problema.
Conforme descrito no Capitulo 4, para determinar a matriz Jacobiana deve-se
obter as derivadas do operador sobre o contorno em relagao aos parametros da

conica a; g, bjk, ¢k € djj. Desta forma, derivando (5-30) tem-se:

88;;; 0, (5-31)
gbl;; - grcc aabjk " %Fc‘c @abjk - e [%FCC aabjk} | .
EonE L on(EE] oo
BB ] o

As derivadas de ¢ em relagao aos parametros da quadrica em bjy, ¢ € djy
jé foram determinadas em (4-64), (4-65) e (4-66), respectivamente. Logo, é

necessario obter apenas a derivada do operador em relacao a (. Mostra-se que
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diferenciando (5-30) obtém-se:

¢ G

an__a{g_<g<+1+gg+1)r“*{<3+1}
26, \G—C ' (-C (o + )2
+g{ 1 (@CH_@@H)T"‘I{ G+1
iG 26\ G —C (¢ (Go+ 02

} . (5-35)

Para o caso particular onde o contorno é um circulo, ou seja, (, = ¢, = (. e

o = 1 o operador sobre o contorno é reduzido a

LGN ]
= (E) 1= (550
e sua derivada em relagao a ¢ é dada por
o, 1 (GC+1 c3+1] ]
e e 37

Estas derivadas sao utilizadas na determinagao da matriz Jacobiana nos pontos
referentes ao contorno, as derivadas do operador para os pontos internos foram

apresentadas na Secao 4.5.

5.5
Cobertura Gaussiana em Contorno Circular

Nos estudos de casos apresentados nesta se¢ao, as antenas refletoras offset
foram sintetizadas para gerar, segundo os principios da GO, diagramas de
radiagao Gaussianos em contornos circulares. Nos estudos de caso analisados,
as caracteristicas do alimentador serao mantidas, variando as dimensoes do
contorno de cobertura na regiao de campo distante e a funcao Gaussiana que
descreve o diagrama de radiagao. Como alimentador foi adotado o modelo
cosseno elevado considerando n = 9,6, onde esta constante foi determinada
para que o diagrama apresente uma atenuacao L; = —12dB em 6. = 30°, que
corresponde ao angulo de incidéncia na borda do refletor. O angulo de offset
definido foi 6, = 60°. O diagrama de radiacao do modelo de alimentador no
plano uw é ilustrado nas Figuras 5.2 e 5.3. Para representacao do refletor foi
escolhida uma grade polar no plano complexo 1/7' e definida com 12 anéis
(J = 12) e b4 radiais (K = 54), onde cada ponto da grade esta associado a
diregado de um raio proveniente do alimentador, conforme ilustrado na Figura
5.4.

No primeiro estudo de caso (Caso A) o diagrama de radiacdo da antena
¢ uma funcao Gaussiana com atenuacao na borda da regiao de cobertura
Lg = —3dB para o angulo a. = 8° sobre a borda, que corresponde ao

expoente ¢ = 0,690775. O eixo do cone de irradiacao do campo distante esta
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Figura 5.2: Diagrama de radia¢ao do alimentador no plano 1/7’
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Figura 5.3: Diagrama de radiacao do alimentador em 3D
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Figura 5.4: Caso A: Diregoes de incidéncia da solugao inicial no plano 1/7/
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Figura 5.5: Caso A: Diregoes de reflexao da solugao inicial no plano 1/¢”
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Figura 5.6: Caso A: Tragado de raios da solugao inicial no plano zz

deslocado de um angulo de offset a, = —18° em relacao ao eixo z. Utilizando
estes parametros e a formulacao apresentada na Secao 3.4.2, determinou-se
a superficie quadrica adotada como solucao inicial, sendo ela definida pelos
seguintes parametros: a(® = —652,105696 , b© = —0,077795, ¢© = 0,0
e d9 = 0,627081. A analise das direcoes dos raios refletidos pode ser feita
observando as diregoes de reflexao no plano complexo 1/¢” ilustrado na Figura
5.5. O diagrama de raios e a superficie no plano ¢ = 0 ¢ ilustrados na Figura
5.6. Pode-se notar que a superficie inicial é um elipséide de revolugao, onde um
dos focos esta na origem do sistema de coordenadas e o outro a direita. Como
esperado, a superficie quadrica confocal obtida mapeou circulos concéntricos
no plano 1/7’ em circulos com o centros deslocados no plano 1/¢”, descrevendo
um comportamento bastante tipico da Transformacao de Mobius estudada na
Secao 3.4.2. Além disto, é possivel verificar que, de fato, a superficie inicial é
simétrica em relagao ao plano de simetria zx.

O resultado da sintese é apresentado na Figura 5.7, onde estao ilustradas
as direcoes dos raios refletidos pela superficie modelada no plano complexo
1/¢”, e na Figura 5.8 o tracado de raios no plano de simetria (¢ = 0).
Observando as Figuras 5.7 e 5.8 é facil perceber que a distancia entre os anéis
diminui a medida que se aproxima da borda, caracterizando o deslocamento dos
raios refletidos para as bordas do contorno na regiao de campo distante. Este
comportamento, que de fato era esperado, é determinado pela conservacao
da energia implicita na equagao de Monge-Ampere, que compensa a baixa
iluminagao do alimentador nas bordas do refletor (L; = —12dB) direcionando

os raios no contorno, ja que se busca uma cobertura uniforme (Lg = 0dB).
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Figura 5.7: Caso A: Diregoes de reflexdo da superficie modelada plano 1/¢”

600

400 —

200 —

X [cm]
I

-200 —

400 —

B e e e B B e I LA e

-400 -200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Z [cm]

Figura 5.8: Caso A: Tragado de raios da superficie modelada plano zx

Antes de analisar a superficie, é necessario interpolar os pontos dados pelo
método de sintese geométrica e obter uma superficie continua. Para representar
a superficie refletora foi utilizada uma fun¢ao composta por um polinomio de

segundo grau e uma Série de Fourier expressa por [99], [100]:
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Figura 5.9: Caso A: Diagrama de radiacao no plano de simetria

M N
2(x,y) = ag + a1x + agx® + azy® + Z Z b S () fir (1) (5-38)

m=1 n=1
onde ag, a1, as e az sao as constantes que definem o polinomio e b,,, os
coeficientes da Série de Fourier. O método de interpolagao determina estas
constantes associadas ao polinomio e os coeficientes da série de forma que a
diferenca entre cada ponto dado pela sintese e o correspondente obtido através
de (5-38) seja minima.

A validacao da sintese é feita através de andlise da superficie interpolada
via aproximagoes da PO mais correntes de borda [80], [81], [82]. A andlise
foi feita considerando a antena operando em 0,9GHz, 1,8GHz e 7,2GHz e,
consequentemente, com diametros de 12\, 24\ e 96A. A Figura 5.9 apresenta
os diagramas de radiacao no plano de simetria. As diferencas observadas entre
o objetivo e o obtido podem ser atribuidas a uma série de fatores, entre eles:
erros numérico da sintese uma vez que a superficie é descrita por um conjunto
finito de pontos; erros de interpolacao; e efeitos difrativos nao levados em conta
pelo método de sintese. As Figuras 5.10, 5.11, 5.12 apresentam os diagramas
de radiacao no plano wv determinados novamente através da PO, para as treés
frenqueéncias de operagao consideradas. Nota-se que a energia refletida fica
concentrada na regiao circular definida pelo contorno, sobretudo para 1,8GHz

e 7,2GHz onde os efeitos difrativos sao menos relevantes.
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Figura 5.10: Caso A: Diagrama de radiacao no plano uv em 0,9GHz
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Figura 5.11: Caso A: Diagrama de radiagao no plano uv em 1,8GHz
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Figura 5.12: Caso A: Diagrama de radiagao no plano uv em 7,2GHz
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Figura 5.13: Caso B: Tragado de raios da solugao inicial no plano de simetria

Nota-se que a energia refletida fica concentrada na regiao circular definida
pelo contorno. Em 0,9GHz, esse comportamento ja é evidente, mas fica ainda
mais claro para 1,8GHz e 7,2GHz, onde as dimensoes elétricas da antena sao
maiores e, consequentemente, os efeitos difrativos sao menos relevantes.

A seguir, serd apresentada uma série de estudos de caso (Casos B.I a
B.VI) com mesmo contorno de cobertura circular, diferenciando-se apenas no
fator de atenuacao da funcao de Gaussiana objetivo. A ideia é analisar em
detalhes o comportamento do algoritmo de sintese em diversas situagoes.

No primeiro caso (Caso B.I) foi adotada como fungao objetivo a constante
Gy dada por (5-21), sendo o angulo de borda do cone de irradia¢do do
campo distante . = 25°, com angulo de offset em relacao ao eixo z a, =
—50° correspondendo a uma cobertura uniforme no contorno objetivo e,
consequentemente, a atenuacao de borda é Lg = 0dB. Utilizando os mesmos
parametros definidos para o alimentador no Caso A e a formulagao da Segao
3.4.2, determinou-se uma superficie quadrica confocal que foi adotada como
solucdo inicial do algoritmo de sintese em todos os casos da série (Casos B.I
a B.VI) sendo ela definida pelos seguintes parametros: a(®) = —552, 811073,
b =0,009002, ¢ =0 e d® =0,196983. A Figura 5.13 apresenta o tracado

de raios no plano de simetria e a Figura 5.14 ilustra as direcoes dos raios
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Figura 5.14: Caso B: Diregoes de reflexao da superficie inicial plano 1/¢”

refletidos pela superficie inicial no plano complexo 1/¢”. Novamente verifica-se
o comportamento tipico das transformagoes lineares fracionarias, ou seja, um
conjunto de circulos definidos no plano 1/7" sdo mapeados em um conjunto de
circulos com centros deslocados no plano 1/¢”.

O resultado da sintese é apresentado na Figura 5.15, onde estao ilustra-
das as direcoes dos raios refletidos pela superficie modelada no plano complexo
1/¢", e na Figura 5.16 a superficie refletora e o tragado de raios no plano de si-
metria (¢ = 0). Observando as Figuras 5.15 e 5.16, nota-se um comportamento
muito semelhante ao do estudo de caso anterior, onde h& maior concentragao
dos raios refletidos nas bordas do contorno da regiao de campo distante. Como
ja relatado, este comportamento é determinado pela conservagao da energia
implicita na equagao de Monge-Ampere, que compensa a baixa iluminagao nas
bordas da superficie refletora (L; = —12dB) concentrando os raios no con-
torno de cobertura objetivo (L = 0dB) a fim de uniformizar a densidade de
poténcia. Neste caso, o efeito de compensagao da baixa atenuacao de borda
do alimentador ¢ ainda mais proeminente uma vez que a diferenca entre a
atuacao de borda no contorno objetivo e na borda do alimentador aumentou
para 12dB.
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Figura 5.17: Caso B.I: Diagrama de radiacao da plano de simetria

Novamente, a validacao do resultado da sintese é feita através da andlise
da PO considerando que a antena esteja operando em 0,9GHz, 1,8GHz e
7,2GHz, correspondendo a diametros da superficie refletora de 12\, 24\ e 96,
respectivamente. A Figura 5.17 apresenta os diagramas de radiagao no plano de
simetria dados pela PO, pela GO e os limites de +3dB. Conforme se observa, o
angulo definido pela drea de cobertura aumentou de 16° (Caso A) para 50°, e os
diagrama de radiacao da PO aproximam-se das especificagoes com variagcoes de
+3dB. As diferencas observadas entre os diagramas de radiagao especificado e
obtido podem ser atribuidas, a erros de discretizagao, interpolacao e aos efeitos
difrativos nao contabilizados na sintese.

No segundo projeto (Caso B.II) foram adotados os mesmos parametros
do Caso B.I, com exce¢ao do diagrama de radiacao objetivo, que neste caso é
uma funcao gaussiana com atenuacao de borda Lg = —3dB correspondendo ao
expoente 1) = 0,690775. O resultado da sintese ¢ ilustrado Figura 5.18, com as
diregoes de reflexao no plano complexo 1/¢”, e na Figura 5.19 com o tragado de
raios no plano de simetria. Fica claro que a concentragao de raios no contorno
¢ menor que no Caso B.I. Isto ocorre porque a diferenca entre a iluminagao
nas bordas do refletor e no contorno diminuiu de 12dB (Caso B.I) para 9dB.
A analise da PO foi feita considerando a antena operando em 0,9GHz, 1,8GHz
e 7,2GHz e os respectivos diagramas de radiacao sao apresentados na Figura

5.20 juntamente com o diagrama objetivo da GO.
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Figura 5.18: Caso B.II: Diregoes de reflexdo no plano 1/¢”
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Figura 5.19: Caso B.II: Tragado de raios no plano de simetria
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Figura 5.20: Caso B.II: Diagrama de radiagao da plano de simetria

Analisando os diagramas de radiacao na Figura 5.20 verifica-se boa
concordancia entre a solucao objetivo da GO e a obtida através da PO.
Comparando os casos B.I e B.II, percebe-se que no caso B.II a proximidade
com a fungao objetivo foi maior, em particular na regiao central da cobertura
objetivo, onde o Caso B.I apresentou diferenca de 3,3 dB. Nos limites do campo
objetivo da GO os dois estudos de casos apresentaram um comportamento
bastante semelhante, forte queda no diagrama de radiacao nos tltimos 3°.
Além dos efeitos difrativos mais intensos nessa regiao é importante ressaltar
que o ultimo anel da sintese (j = J) nao atente a condi¢ao de conservagao da
energia. Neste pontos é aplicado um operador que define o contorno e atende
a Lei de reflexao de Snell. A principal consequéncia disto, é a falta de controle
da sintese geométrica sobre o diagrama de radiacao nestas direcoes.

No terceiro estudo de caso (Caso B.III) foram adotados os mesmos
parametros dos casos B.I e B.II, com excecao da atenuacao de borda da
fungao objetivo, que neste caso serd Lg = —6dB correspondendo a ¢ = 1, 38.
O resultado da sintese é apresentado nas Figuras 5.21 e 5.22, onde estao
representadas as dire¢oes de reflexdo no plano complexo 1/¢” e o tragado
de raios no plano de simetria. Com essa alteracao na funcao objetivo, a
concentracao de raios no contorno é menor quando comparado ao Caso B.II.
Isso ocorre porque a diferenca entre a iluminacao nas bordas do refletor e do
contorno de objetivo foi reduzida de 9dB (Caso B.II) para 6dB.
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Figura 5.21: Caso B.III: Diregoes de reflexao no plano 1/¢”
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Figura 5.22: Caso B.III: Tragado de raios no plano de simetria
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Figura 5.23: Caso B.III: Diagrama de radiagao da plano de simetria

A anadlise da sintese através PO é feita novamente considerando a antena
operando em 0,9GHz, 1,8GHz e 7,2GHz e os diagramas de radiacao sao
apresentados na Figura 5.23 juntamente com o diagrama objetivo da GO
os limites de £3dB. Comparado aos casos anteriores (casos B.I e B.II),
percebe-se que no caso B.III a proximidade com a fungao objetivo foi ainda
maior, sobretudo na regiao central da cobertura objetivo, onde os demais
apresentaram maiores diferencas em relacao a funcao objetivo. Nas bordas,
mais uma vez se verifica o padrao de comportamento observado nos diagramas
de radiagao dos estudos de caso anteriores.

No quarto (Caso B.IV) foram adotados os mesmos parametros dos casos
anteriores, alterando-se apenas a atenuagao de borda da funcao Gaussiana
objetivo, que neste caso serd Lgs = —12dB correspondendo a v = 2,763102.
O resultado da sintese ¢ ilustrado Figura 5.24, com as direcoes de reflexao
no plano complexo 1/¢”, e na Figura 5.25 com o tragado de raios no plano
de simetria. Note que, neste caso, nao houve deslocamento dos raios para a
borda do contorno objetivo. Diferente dos casos B.I, B.IT e B.III, a distancia
entre os anéis na Figura 5.24 é aproximadamente constante, assim como no
diagrama de raios das diregoes de incidéncia na Figura 5.4. Obviamente, este
comportamento esta diretamente associado a diferenca entre iluminacao nas
bordas do refletor e do contorno da cobertura especificada, que no presente

caso é 0dB.
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Figura 5.24: Caso B.IV: Diregoes de reflexao no plano 1/¢”
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Figura 5.25: Caso B.IV: Tragado de raios no plano de simetria
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Figura 5.26: Caso B.IV: Diagrama de radiacao da plano de simetria

A andlise da sintese através da PO é feita novamente considerando a
antena operando em 0,9GHz, 1,8GHz e 7,2GHz e os respectivos diagramas
de radiacao sao apresentados na Figura 5.26 juntamente com o diagrama
objetivo da GO e os limites de =3dB. Nota-se com facilidade que, comparado
aos casos anteriores (casos B.I e B.II), este projeto foi o que se apresentou
diagrama da PO mais préximo da funcao objetivo, especialmente nas direcoes
proximas a direcao de maximo na parte central da cobertura objetivo. Mais
uma vez, se encontra nas bordas as maiores diferengas entre o projeto e obtido,
evidenciando que nestas direcoes a sintese geométrica nao tem pouco controle
do diagrama de radiagao.

No quinto caso (Caso B.V) foram adotados os mesmos parametros dos
casos anteriores, com excecao da atenuacao de borda da funcao objetivo, que
passa a ser Lg = —15dB, correspondendo a v = 3,453878. O resultado da
sintese é apresentado Figura 5.27 e 5.28 onde sao ilustradas as direcoes de
reflexdo no plano 1/¢” e o tracado de raios no plano de simetria, respectiva-
mente. Observe que o comportamento é inverso ao dos casos B.I, B.II e B.III,
onde os raios foram concentrados nas bordas do contorno. Neste exemplo, os
raios sao concentrados no centro da grade, onde a distancia entre os anéis ¢é
menor. A diferenca entre a iluminagao nas bordas do refletor e do contorno da
cobertura é —3dB, ou seja, a densidade de poténcia na borda do contorno é

menor que na borda do refletor.
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Figura 5.27: Caso B.V: Diregoes de reflexdo no plano 1/¢”
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Figura 5.28: Caso B.V: Tragado de raios no plano de simetria
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Figura 5.29: Caso B.V: Diagrama de radiagao da plano de simetria

Assim como nos casos anteriores, a analise da superficie modelada foi
realizada através da PO considerando a antena operando em 0,9GHz, 1,8GHz
e 7,2GHz. Os diagramas de radiacao dados pela andlise sao apresentados na
Figura 5.29 juntamente com o diagrama objetivo da GO e os limites de £3dB.
Pode-se notar que hé excelente concordancia entre o diagrama projetado e
o obtido nas direcoes centrais do lobulo principal, assim como observado no
estudo de caso anterior (Caso B.IV). Analisando agora as dire¢oes proximas
aos limites objetivo da GO verifica-se que as diferengas em relagao ao diagrama
projetado sao maiores, porém, menores que nos casos anteriores.

No tltimo caso desta série, (Caso B.VI) foram adotados os mesmos
parametros dos casos anteriores alterando-se apenas a atenuacao de borda da
funcao gaussiana objetivo, que neste caso serd Lg = —20dB, correspondendo
a 1 = 4,605170. O resultado da sintese ¢ ilustrado na Figura 5.30, com as
diregoes de reflexdo no plano complexo 1/¢”; e na Figura 5.31 com o tracado
de raios no plano de simetria. Assim como no caso B.V, o comportamento
observado neste caso é inverso ao dos casos B.I, B.II e B.III. Entretanto,
comparado ao Caso B.V a concentracao dos raios no centro da grade é maior,
ou seja, distancia entre os anéis fica ainda menor na regiao préxima ao centro
e ainda maior na regiao proxima a borda. Analisando a diferenga entre a

iluminacao nas bordas do refletor e do contorno verifica-se que a diferenca

é de —6dB.
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Figura 5.30: Caso B.VI: Diregoes de reflexao no plano 1/¢”
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Figura 5.31: Caso B.VI: Tragado de raios no plano de simetria
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Figura 5.32: Caso B.VI: Diagrama de radiacao da plano de simetria

A andlise difrativa da superficie modelada é novamente feita através
da PO considerando a antena operando em 0,9GHz, 1,8GHz e 7,2GHz. Os
diagramas de radiacao obtidos sao apresentados na Figura 5.32 juntamente
com o diagrama objetivo da GO e os limites de £3dB. Analisando os resultados
nota-se que ha boa convergéncia entre o projetado e o dado pela PO em
toda regiao de cobertura objetivo, mesmo nas regioes proximas a borda. De
forma geral, pode-se perceber nessa série de estudos de caso que houve boa
convergencia entre o que foi projetado e o obtido pela analise da PO, validando
a solucao numeérica proposta no Capitulo 4. Verificou-se que quanto menor
diferenca entre a atenuacao de borda do refletor e a atenuacao de borda do
contorno objetivo mais préoximos sao os diagramas da GO e da PO.

Para avaliar detalhadamente os resultados das sinteses apresentadas
nesta segao (casos B.I a B.VI), as dire¢oes de reflexdo no plano 1/¢” dos
seis estudos de caso sao novamente apresentados com destaque na borda do
contorno de cobertura objetivo. Observando inicialmente o Caso B.I na Figura
5.33, nota-se que o pentltimo anel tem um comportamento um pouco diferente
do que é esperado. Espera-se que, na medida em que se aproxime da borda,
a distancia entre os anéis seja cada vez menor e, neste caso, o que se percebe
é o contrario, a distancia entre o antepenultimo e o penultimo é menor que
entre o penultimo e o ultimo. Além disto, verifica-se também uma pequena

distorgao em ¢” no sentido anti-horario. Nos casos B.IT e B.III (Figuras 5.34
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Figura 5.33: Caso B.I: Dire¢oes no plano 1/¢” com destaque na borda
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Figura 5.34: Caso B.IL: Dire¢oes no plano 1/¢” com destaque na borda

0.225 T | T ||| o | T | I
— 0.200 — e _

0175 —-{ . . - I

Im [1/¢

0150 — . . -

0.125 T | |.| T |"| | .I | -

0.15  -0.10  -0.05  0.00 0.05 0.10 0.1
Re [1/¢"]

Figura 5.35: Caso B.III: Dire¢oes no plano 1/¢” com destaque na borda

e 5.35), o problema foi significativamente reduzido, apresentando distorgao
em ¢” praticamente nula e a distancia entre o penultimo anel e o tultimo
¢ aproximadamente a mesma que entre o antepentultimo e o penultimo. No
Caso B.IV (Figura 5.36), o comportamento é exatamente o esperado. Como

as atenuagoes de borda do alimentador e da funcao objetivo sao iguais, a
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Figura 5.36: Caso B.IV: Diregoes no plano 1/¢” com destaque na borda
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Figura 5.37: Caso B.V: Dire¢oes no plano 1/¢” com destaque na borda
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Figura 5.38: Caso B.VI: Dire¢oes no plano 1/¢” com destaque na borda

distancia entre os anéis é constante. Nos casos B.V e B.VI (Figuras 5.37 e
5.38) novamente tem-se o comportamento esperado, nenhuma distor¢ao em ¢”
e anéis proximos a borda cada vez mais espacados uns dos outros. Neste ultimo
Caso B.VI, a distancia entre os anéis é ainda maior por conta da atenuagao de

borda da fungao objetivo ser menor que no caso anterior (Caso B.V).
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5.39: Caso B.I: Diregoes no plano 1/¢” com destaque na centro
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5.40: Caso B.II: Diregoes no plano 1/¢” com destaque na centro
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Figura 5.41: Caso B.III: Dire¢oes no plano 1/¢” com destaque na centro

Prosseguindo com a analise detalhada, o destaque agora ¢ dado a regiao

central do plano 1/¢”. Analisando os casos B.I e B.II nas Figuras 5.39 e 5.40,

percebe-se que o primeiro anel esta deslocado da origem para o lado positivo

do eixo real de 1/¢”. Como a fungao objetivo é simétrica, a distribuigdo dos

raios também deveria ser. No Caso B.III (Figura 5.41), a assimetria constatada
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Figura 5.42: Caso B.IV: Diregdes no plano 1/¢” com destaque na centro
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Figura 5.43: Caso B.V: Dire¢oes no plano 1/¢” com destaque na centro
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Figura 5.44: Caso B.VI: Diregdes no plano 1/¢” com destaque na centro

nos casos B.I e B.II ¢ significativamente reduzida. Analisando os casos B.IV,

B.V e B.VI ilustrados nas Figuras 5.42, 5.43 e 5.44 ¢ facil percebe que nao se

apresentam as assimetrias ocorridas nos casos anterior e, conseqiientemente,

verifica-se o comportamento esperado onde os anéis estao centrados na origem

do plano complexo 1/¢”.
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Para entender as causas dos problemas relatados em alguns dos casos
estudados nesta secao, sera feito um estudo quantitativo de alguns termos da
equagao de Monge-Ampere. Conforme destacado na Segao 3.4, a utilizagao da
funcao de representagao de uma quadrica confocal com eixo deslocado leva
a uma simplificacdo (|Ly, — L2|* = 0) na equacao de Monge-Ampere. Essa
particularidade pode implicar em erros na sintese nos casos onde a distor¢ao
imposta pelo mapeamento 7 e, consequentemente, a equacao de Monge-Ampere
tiver maior dependéncia deste termo. Nestes casos, a representacao local por
superficies quadricas sera inadequada e podera haver erros na sintese. Para
verificar se os erros discutidos no paragrafo anterior sao decorrentes desta
simplificacao, foi definida a seguinte relacao entre as derivadas no lado direito
da equagdo Monge-Ampere (3-28):

. |L7m T L727|2

F(n) = FAE (5-39)

O objetivo é identificar as condicoes e as regioes do refletor em que a
simplificacao decorrente do uso de quadricas pode gerar imprecisoes na sintese.
A determinacao do fator F foi feita utilizando o método que adota diferencas
finitas. Logo, F' nao sera necessariamente nulo e, além disto, quanto maior for o
valor de F' pior serd a representacao através de superficies quadricas confocais.

A seguir, é apresentada a relagao entre as derivada definidas em (5-39)
no plano complexo n para os seis casos analisados nesta secao. No Caso B.I
ilustrado na Figura 5.45 na regiao central e na regiao proxima a borda o fator
F' é maior e, portanto, nestas regides o método que utiliza quadrica tera maior
dificuldade para representar a superficie modelada. Nota-se préximo ao centro

2|2
7
pouco mais de 1/3 de |L,;|*>. Na medida em que se afasta da borda em dire¢ao

do refletor e nas bordas que a relacao F' =~ 0, 35, ou seja, o termo |L,,,— L;|* vale
ao centro, a razao entre as derivadas dada por F' fica menor, chegando a ser
menor que 10™%. Nos locais onde F' é maior é importante avaliar o resultado
da sintese com cuidado, ja que a representacao por quadricas pode nao ser
adequada. Comparando as andlises feitas para a diregoes de reflexao no plano
1/¢" na Figuras 5.33 e 5.39 com a Figura 5.45 constata-se que os erros ocorrem
exatamente nas regioes onde F' é maior.

No Caso B.II ilustrado na Figura 5.46, observa-se um comportamento
semelhante ao Caso B.I, porém com menor intensidade. Nas bordas o valor
maximo de F =~ 0,262 enquanto no centro I’ =~ 0,087. Novamente, ha a
coincidéncia dos erros destacados nas Figuras 5.34 e 5.40 com as regioes onde
a relacao entre as derivadas F' é maior na Figura 5.46. Comparando os valores
de F e os erros na sintese destes dois estudos de caso (B.I e B.IT) nota-se uma

relagao direta de proporcionalidade: quanto maior o valor de F' maior o erro.
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Figura 5.45: Caso B.I: Relagao entre as derivas na Equacao de Monge-Ampere
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Figura 5.46: Caso B.II: Relagao entre as derivas na Equagao de Monge-Ampere

O valor da razao F' para Caso B.III ¢ ilustrada na Figura 5.47, onde se observa
uma redugao expressiva, sobretudo, na regiao central da grade. Verifica-se
que a regiao que apresenta os maiores valores de F', entre 0,08 e 0,13, esta
concentrada em uma estreita faixa na borda do contorno. Comparando este
resultado com os observados nas Figuras 5.35 e 5.41 percebe-se novamente a

relacao de proporcionalidade entre o valor de F' e o comportamento irregular
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Figura 5.47: Caso B.III: Relacao entre as derivas na Equacao de Monge-Ampere
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Figura 5.48: Caso B.IV: Relagao entre as derivas na Equagao de Monge-Ampere

das diregoes de reflexdo no plano 1/¢”.

A relagao entre as derivadas referentes aos casos B.IV, B.V e B.VI sao
apresentadas nas Figuras 5.48, 5.49 e 5.50, respectivamente. Constata-se que
o termo |L,, — L%F na equacao de Monge-Ampere tem menor relevancia
(F < 0,01 na maior parte do refletor) é, consequentemente, a simplificacao

decorrente do uso de superficies quadricas é mais adequada. Para confirmar
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Figura 5.49: Caso B.V: Relacao entre as derivas na Equacao de Monge-Ampere
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Figura 5.50: Caso B.VI: Relagao entre as derivas na Equagao de Monge-Ampere

isto, pode-se observar que nas anélises das dire¢oes de reflexao no plano 1/¢”

feitas para estes trés casos (B.IV, B.V e B.VI) nao apresentaram problemas.
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Figura 5.51: Diregdes de incidéncia da solugao inicial no plano 1/7/

5.6
Cobertura Gaussiana em Contorno Eliptico

Para avaliar o algoritmo de sintese em casos onde a convergéncia é ainda
mais dificil, é inserido nesta se¢ao outro grau de dificuldade modificando-se o
contorno objetivo. Nos casos abordados na Secao 5.5 a dificuldade foi imposta
apenas pela fungao objetivo, ja que o contorno das solugoes inicial e objetivo
sao circulares. Nesta secao uma antena refletora offset foi sintetizada para gerar
um diagrama de radiagao Gaussiano em um contorno eliptico. O alimentador
é representado pelo modelo cosseno elevado com mesmos parametros dos casos
A e B, ou seja, angulo de borda 6. = 30° e atenuagao de borda L; = —12dB
provendo o expoente do cosseno n = 9,60 e angulo de offset 6, = 50°. A
Figura 5.51 apresenta a grade polar com as direcoes dos raios incidentes no
plano complexo 1/1 definida com 15 anéis (J = 15) e 50 radiais (K = 50).

No primeiro estudo de caso desta segdo (Caso C.I) o contorno do
campo distante é definido por uma elipse cujos eixos nos planos vertical
(Cu) e horizontal ((,) sdo definidos pelos angulos o, = 8° e «, = 10°

respectivamente, e pelo angulo de offset do feixe eliptico a, = —18°. O
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Figura 5.52: Caso C: Diregoes de reflexao da solugao inicial no plano 1/¢”

diagrama de radiacao objetivo é a fungao Gaussiana com contorno eliptico
e atenuagao de borda Lg = —6dB correspondendo ao expoente 1 = 1,38155.
Utilizando os parametros definidos no paragrafo anterior e a formulacao
apresentada na Secao 3.4.2, determinou-se uma superficie quadrica que foi
adotada como solucao inicial sendo ela definida pelos seguintes parametros:
al® = —1,462674, b© = —0,077795, ¢® = 0,0 e d® = 0,627081 considerando
ro, = 1. As direcoes dos raios refletidos pela superficie inicial sao ilustradas na
Figura 5.52 no plano complexo 1/¢” e na Figura 5.53 o tracado de raios no
plano zz.

O resultado da sintese é apresentado na Figura 5.54 onde estd ilustrado
o tragado de raios no plano de simetria (¢ = 0) e na Figura 5.55 as
diregoes dos raios refletidos no plano complexo 1/¢”. A superficie modelada foi
dimensionada para ter 25cm de diametro. A validagao da sintese é feita através
de andlise da superficie modelada via aproximacoes da PO mais correntes de
borda. A analise foi feita considerando que a antena esteja operando em 28GHz,
38GHz e 60GHz e, consequentemente, com diametros de 23, 33\, 31, 66\ e 50\.

A Figura 5.56 apresenta os diagramas de radiacao no plano de simetria

dados pela PO, o diagrama especificado e os limites de +3dB. Analisando o


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0922107/CB


PUC-RIo - Certificacao Digital N° 0922107/CB

Capitulo 5. Projetos de Antenas Refletoras Offset 198

Z [cm]

-60 L L L B B By B
20 0 20 40 60 80 100 120 140 160
X [ecm]

Figura 5.53: Caso C: Tragado de raios na solugao inicial no plano de simetria
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Figura 5.54: Caso C.I: Tragado de raios no plano de simetria

diagrama pode-se notar que ha boa concordancia entre o diagrama projetado
e o0 obtido nas direcoes centrais do lobulo principal. Nas direcoes proximas aos
limites objetivo da GO verifica-se que as diferencas em relacao ao diagrama
projetado sao maiores, repetindo um comportamento observado nos casos
anteriores. Nas Figuras 5.57, 5.58, 5.59 sao apresentados os diagramas no plano
uv. Nota-se que a energia refletida fica concentrada na regiao eliptica definida
pelo contorno. Para as frequéncias 28GHz e 38GHZ esse comportamento ja
¢ bastante claro, entretanto, fica ainda mais evidente para 60GHz, onde as
dimensoes elétricas da antena sao maiores e, consequentemente, os efeitos

difrativos sao menos relevantes.
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Figura 5.55: Caso C.I: Diregoes de reflexdo no plano 1/¢”
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Figura 5.56: Caso C.I: Diagrama de radiacao da plano de simetria
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Figura 5.57: Caso C.I: Diagrama de radiacao no plano uv em 28GHz
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Figura 5.58: Caso C.I: Diagrama de radiacao no plano uv em 38GHz
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Figura 5.59: Caso C.I: Diagrama de radiacao no plano uv em 60GHz
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Figura 5.60: Caso C.II: Tracado de raios no plano de simetria

No segundo estudo de caso desta se¢ao (Caso C.II) o contorno do campo
distante também é definido por uma elipse, porém, eixos nos planos vertical
(Cu) e horizontal ((,) sdo definidos pelos angulos «,, = 10° e o, = 8°,
respectivamente, e pelo angulo de offset do feixe eliptico o, = —18°. Esta
¢ basicamente a mesma configuracao do exemplo anterior, mas invertendo a
posicao do eixo maior da elipse. O diagrama de radiagao objetivo é a funcao
Gaussiana com contorno eliptico e atenuacao de borda Ly = —6dB. Utilizando
os parametros definidos no paragrafo anterior e a formulacao apresentada
na Secao 3.4.2 determinou-se uma superficie quadrica que foi adotada como
solucao inicial sendo ela definida pelos seguintes parametros: a(®) = —1, 389515,
b(© = —0,0334267, ¢» = 0,0 e d® = 0.566142 considerando r, = 1.

O resultado da sintese é apresentado na Figura 5.60 onde esta ilustrado
o tragado de raios no plano de simetria (¢ = 0) e na Figura 5.61 as
diregoes dos raios refletidos no plano complexo 1/¢”. A superficie modelada foi
dimensionada para ter 25cm de diametro. A validagao da sintese é feita através
de anédlise da superficie modelada via aproximacoes da PO mais correntes
de borda. A analise foi feita considerando que a antena esteja operando em
28GHz, 38GHz e 60GHz. A Figura 5.62 apresenta os diagramas de radiagao
no plano de simetria dados pela PO com correntes de borda. Assim como no
caso anterior ha boa convergéncia entre o diagrama de radiacao projetado e o
obtido. Nas Figuras 5.63, 5.64, 5.65 sao apresentados os diagramas no plano uv,
onde nota-se que a energia refletida fica concentrada na regiao eliptica definida
pelo contorno, sobretudo para 60GHz onde as dimensoes elétricas da antena

sao maiores e, consequentemente, os efeitos difrativos sao menos relevantes.
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Figura 5.61: Caso C.II: Diregoes de reflexao no plano 1/¢"”
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Figura 5.62: Caso C.II: Diagrama de radiagao da plano de simetria
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Figura 5.63: Caso C.II: Diagrama de radiagao no plano uv em 28GHz
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Figura 5.64: Caso C.II: Diagrama de radiagao no plano uv em 38GHz
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Figura 5.65: Caso C.II: Diagrama de radiagao no plano uv em 60GHz
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Figura 5.66: Caso D: Diregoes de incidéncia da solugao inicial no plano 1/

5.7
Cobertura Gaussiana em Contorno Super-Eliptico

Assim como na Secao 5.6 deseja-se avaliar o algoritmo de sintese em
situagoes onde o contorno nao é circular e, consequentemente, a convergencia
¢ mais dificil. Nesta ultima secao as antenas refletoras offset serao sintetizada
para prover diagramas de radiagao gaussianos em um contornos super-elipticos.
Novamente, o diagrama de radiacao do alimentador é o modelo cosseno elevado
e os mesmos parametros dos casos anteriores: angulo de borda 6. = 30° e
atenuagao de borda Ly = —12dB (n = 9,60). A Figura 5.66 apresenta a grade
polar com as direcoes dos raios provenientes do alimentador no plano complexo
1/n" definida com 15 anéis (J = 15) e 70 radiais (K = 70).

Neste estudo de caso (Caso D.I) o contorno do campo distante foi definido
por uma super-elipse cujos semi-eixos nos planos vertical (¢,) e horizontal ({,)
sao definidos pelos angulos «, = 8°, a,, = 8°, 0 = 1,5 e pelo angulo de offset
do feixe super-eliptico a, = —18°. O diagrama de radiagao objetivo é a funcao
Gaussiana com contorno super-eliptico e atenuacao de borda Ls; = —6dB

correspondendo ao expoente 1) = 1, 38155.
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Figura 5.67: Caso D.I: Tracado de raios no plano de simetria

O resultado da sintese ¢ apresentado na Figura 5.67 onde esté ilustrado
o tracado de raios no plano de simetria (¢ = 0) e na Figura 5.68 as diregoes
dos raios refletidos no plano complexo 1/¢”. Analisando o tracado de raios,
fica claro o deslocamento da energia refletida para as regioes proximas a
borda e na regiao central um afastamento maior. Neste caso, a conservagao
da energia executa a redistribuicao da energia em amplitude e também no
contorno. Observando a Figura 5.68 constata-se que a distancia entre os anéis
diminui a medida que se aproxima da borda. Nos contornos super-elipticos o
deslocamento da energia da parte central para as bordas é maior que no caso
circular, como pode ser verificado comparando o primeiro anel dos casos A
e D.I. Ao impor uma modificagdo no contorno, parte consideravel da energia
foi deslocada para as regioes ¢” = +45°, ¢” = £135°, definindo as bordas da
super-elipse.

Apés a sintese, a superficie modelada foi dimensionada para ter 25cm de
diametro, interpolada e analisada através da PO considerando as frequéncias
de operacao 28GHz, 38GHz e 60GHz. Os resultados da anédlise sao apresentados
na Figura 5.69 onde esta exposto os diagramas de radiagao no plano de simetria
juntamente com o diagrama objetivo da GO os limites de +3dB. Verifica-se
que hé boa convergéncia entre o diagrama de radiagao projetado e o obtido,
sobretudo na parte central do setor objetivo. Nas Figuras 5.70, 5.71, 5.72 sao
apresentados os diagramas no plano uv, onde nota-se que a energia refletida
fica concentrada na regiao super-eliptica definida pelo contorno. Em 60GHz,
as dimensoes elétricas da antena sao maiores, os efeitos difrativos sao menos

relevantes e a definicao do contorno fica mais clara.
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Figura 5.68: Caso D.I: Diregoes de reflexdo no plano 1/¢”
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Figura 5.69: Caso D.I: Diagrama de radiacao da plano de simetria
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Figura 5.70: Caso D.I: Diagrama de radiagao no plano uv em 28GHz
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Figura 5.71: Caso D.I: Diagrama de radiagao no plano uv em 38GHz
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Figura 5.72: Caso D.I: Diagrama de radiagao no plano uv em 60GHz
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Figura 5.73: Caso D.II: Tragado de raios no plano de simetria

No segundo estudo (Caso D.IT) o contorno do campo distante foi nova-
mente definido por uma super-elipse com os mesmo parametros do Caso C.I,
porém com o = 2, 2. O objetivo deste exemplo é verificar o comportamento do
algoritmo em um caso onde a convergéncia é ainda mais dificil. Para iniciar o
processo iterativo de sintese foi utilizada a mesma solucao inicial definida no
caso Caso C.I. Analisando o tracado de raios na Figura 5.73, nota-se que o
deslocamento da energia refletida para as regides proximas a borda foi maior
que no Caso C.I, assim como o afastamento do primeiro anel na regiao cen-
tral. Observando a Figura 5.74 percebe-se que a distancia entre os anéis tem
o mesmo comportamento do Caso C.I, entretanto, o afastamento no primeiro
anel é maior. Isso ocorre porque parte da energia foi deslocada para as regioes
¢" = +45°, ¢" = +£135°, definindo as bordas da super-elipse.

A andlise da sintese foi realizada através da PO considerando as
frequéncias de operacao 28GHz, 38GHz e 60GHz e o refletor modelado com
diametro com 25cm. Os resultados sao apresentados na Figura 5.75 onde esta
exposto os diagramas de radiacao no plano de simetria juntamente com o dia-
grama objetivo da GO os limites de £3dB. Verifica-se excelente convergéncia
entre o diagrama de radiacao projetado e o obtido através da andlise da PO,
mesmo nos extremos da regiao objetivo da GO onde o controle sobre dia-
grama ¢ menor. Nas Figuras 5.76, 5.77, 5.78 sao apresentados os diagramas
no plano uw, onde nota-se que a energia refletida fica concentrada na regiao
super-eliptica definida pelo contorno. Em 60GHz, as dimensoes elétricas da
antena sao maiores, os efeitos difrativos sao menos relevantes e a definicao do

contorno fica mais clara.
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Figura 5.74: Caso D.II: Diregoes de reflexdo no plano 1/¢"”
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Figura 5.75: Caso D.II: Diagrama de radiacao da plano de simetria
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Caso D.II: Diagrama de radiacao no plano uv em 38GHz
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Caso D.II: Diagrama de radiacao no plano uv em 60GHz
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Figura 5.79: Caso E.I: Tracado de raios no plano de simetria

No préximo projeto analisado (Casos E.I) o contorno do campo distante
foi definido por uma super-elipse cujos semi-eixos nos planos vertical ((,) e
horizontal ((,) sao definidos pelos angulos a,, = 8°, a, = 12°, respectivamente,
o = 1.6 e angulo de offset do feixe super-eliptico o, = —18°. O diagrama
de radiacao objetivo é a funcao Gaussiana com contorno super-eliptico e
atenuagao de borda Lgs = —6dB correspondendo ao expoente v = 1,38155.
Para iniciar o processo iterativo foi adotada a quadrica dos casos D.I e D.II.

O resultado da sintese é apresentado na Figura 5.79 onde est4 ilustrado o
tragado de raios no plano de simetria (¢ = 0) e na Figura 5.80 as diregoes dos
raios refletidos no plano complexo 1/¢”. Do tragado de raios na Figura 5.79,
fica claro o deslocamento da energia refletida para as regioes proximas a borda
e da Figura 5.80 constata-se que a distancia entre os anéis diminui a medida
que se aproxima da borda definindo um contorno super-eliptico similar & um
retangulo.

A anélise através da PO considerou a antena operando em 28GHz, 38GHz
e 60GHz e o refletor modelado com diametro com 25cm. Os resultados sao
apresentados na Figura 5.81 onde estd exposto os diagramas de radiacao no
plano de simetria e a fungao objetivo da GO com os limites de £3dB. Verifica-
se excelente convergéncia entre o diagrama de radiagao projetado e o obtido
através da PO. Nas Figuras 5.82, 5.83, 5.84 sao apresentados os diagramas
no plano uw, onde nota-se que a energia refletida fica concentrada na regiao
super-eliptica definida pelo contorno. Em 60GHz, as dimensoes elétricas da
antena sao maiores, os efeitos difrativos sao menos relevantes e a definicao do

contorno fica mais clara.
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Figura 5.80: Caso E.I: Diregoes de reflexao no plano 1/¢”

30

25 —

Diretividade [dBi]

42

——GO

————————— GO +3dB
—— PO (28GHz)
——PO (38GHz)
—— PO (60GHz)

-36

-30

24

-18  -12

a [graus]

-6 0 6 12

Figura 5.81: Caso E.I: Diagrama de radiacao da plano de simetria
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Figura 5.82: Caso E.I: Diagrama de radiacao no plano uv em 28GHz
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Figura 5.83: Caso E.I: Diagrama de radiagao
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Figura 5.85: Caso E.II: Tracado de raios no plano de simetria

Neste tltimo estudo de caso (Casos E.II) tem-se basicamente os mesmo
parametros do Caso E.I porém com inversao dos eixos da super-elipse, logo os
semi-eixos nos planos vertical ((,) e horizontal ((,) sdo os angulos o, = 12°,
o, = 8°, respectivamente, ¢ = 1.6 e angulo de offset do feixe super-eliptico
a, = —18°. O diagrama de radiacao objetivo é novamente uma a funcao
Gaussiana com contorno super-eliptico e atenuacao de borda Lgs = —6dB.
Para iniciar o processo iterativo foi adotada a quadrica dos casos D.I e D.II.

O resultado da sintese é apresentado na Figura 5.85 onde est4 ilustrado o
tragado de raios no plano de simetria (¢ = 0) e na Figura 5.86 as diregoes dos
raios refletidos no plano complexo 1/¢”. Do tragado de raios na Figura 5.85,
fica claro o deslocamento da energia refletida para as regioes proximas a borda
e da Figura 5.86 constata-se que a distancia entre os anéis diminui a medida
que se aproxima da borda definindo um contorno super-eliptico similar & um
retangulo.

A analise através da PO considerou a antena operando em operacao
28GHz, 38GHz e 60GHz e o refletor modelado com diametro com 25cm. Os
resultados sao apresentados na Figura 5.87 onde esta exposto os diagramas de
radiacao no plano de simetria sao apresentados na juntamente com o diagrama
objetivo da GO os limites de £3dB. Verifica-se excelente convergéncia entre
o diagrama de radiacao projetado e o obtido através da PO. Nas Figuras
5.88, 5.89, 5.90 sao apresentados os diagramas no plano uwv, onde nota-se
que a energia refletida fica concentrada na regiao super-eliptica definida pelo
contorno. Em 60GHz, as dimensoes elétricas da antena sao maiores, os efeitos

difrativos sao menos relevantes e a definicao do contorno fica mais clara.
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Figura 5.89: Caso E.II: Diagrama de radiacao no plano uv em 38GHz

sen(w)sen(p)

V=

-0.6 -0.4 -0.2 0
u=sen(c)cos(p)
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6
Conclusoes

6.1
Sintese de Antenas Refletoras Circularmente Simétricas

Foi apresentado no presente trabalho uma nova abordagem para a
sintese de antenas duplo-refletoras com cobertura omnidirecional. Comparada
a método presente na literatura, a nova técnica baseada na concatenacao de
secoes de conicas apresenta menor erro de sintese e sua convergéncia para a
solucao ocorre com um numero muito menor de iteragoes. Observou-se ainda
que, o método que utiliza secoes de elipses ou hipérboles apresentou menor erro
de sintese que o baseado em secoes de parabolas, e este por sua vez menor que
aquele onde uma equagao diferencial é resolvida. Além disto, pode-se verificar
que utilizacao de secoes de elipses ou hipérboles, assegura a continuidade das
derivadas de primeira ordem da funcao que descreve a superficie em cada ponto
da sintese, enquanto que utilizando secoes de parabolas ha continuidade apenas
da superficie. As mesmas constatagoes sobre a eficiéncia de utilizar segoes de
conicas foram feitas em [57] para outras geometrias também circularmente
simétricas, corroborando a tese de que esta nova forma de sintese, em geral, é
mais eficiente do que método baseado em equacao diferencial.

Através do estudo de erro absoluto foi possivel perceber que a eficiéncia
dos métodos de sintese esta associada a forma da geratriz modelada. Percebeu-
se que, nas partes da geratriz que se assemelham a uma parabola, o método
que utiliza secoes de parabolas é mais eficiente. Nas partes onde os raios sao
refletidos em diregoes diferentes para definir o diagrama de radiacao objetivo, o
método que concatena secoes de elipses e hipérboles, com um grau de liberdade
a mais, tem erro de sintese muito menor.

Uma caracteristica importante, sobretudo para a geometria duplo-
refletora com cobertura omnidirecial, sao as dimensoes da antena. Para oti-
mizar o custo, busca-se as configuragoes que, além de bom desempenho eletro-
magnético, sejam mais compactas. Neste sentido, verificou-se que as antenas
com menor volume foram as OADE com cdustica real e, nesta configuracao,
observou-se que quando menor a abertura angular objetivo menor o volume.
Também foi observado que na OADC, a funcao objetivo, tamanho da abertura
no campo distante e o mapeamento dos raios tem pouca influéncia nas di-
mensoes, enquanto que na configuracao OADE a modificacao deste parametros

altera de forma significativa o volume total.
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6.2
Sintese de Antenas Refletoras Offset

Baseando-se no conceito aplicado no Capitulo 2 para as antenas refletoras
circularmente simétricas, foi apresentado no capitulo 4 um método numeérico
alternativo para a solucao da equacao de Monge-Ampere associada ao pro-
blema de sintese geométrica de antenas refletoras offset. Um dos principais
objetivos desta nova abordagem foi evitar o problema de aumento exponencial
do erro de discretizacao na regiao central de grades polares descrito na Secao
1.3. No Capitulo 3 foi apresentada uma extensa formulacao em que, diferente
do método tradicional que utiliza diferencas finitas para aproximar localmente
a funcao de mapeamento, adotou-se a funcao de uma superficie quadrica con-
focal para representar localmente a superficie refletora. Através desta repre-
sentacao, de fato, nao ha erro de discretizagao das derivadas, uma vez que as
expressoes analiticas exatas das derivadas parciais da funcao de mapeamento
sao conhecidas. O algoritmo de solu¢ao da equacao de Monge-Ampere base-
ado no método iterativo Newton-Raphson foi apresentado no Capitulo 4 e os
resultado da aplicacao do método no Capitulo 5.

A formulacao, implementacgao e aplicacao do método nos permitiu con-
cluir que a utilizacao de uma expressao analitica exata, ao invés de numérica
aproximada, para representar localmente a superficie modelada mostrou-se
como uma estratégia eficiente para solucionar o problema de erro de discre-
tizacao das derivadas no centro da grade. Em particular, o uso da fungao de
representacao de uma superficie quadrica confocal levou a duas grandes al-
teracoes em relacao ao método baseado em diferencas finitas. Uma delas ¢é di-

2|2
7
é nulo. As consequéncias desta simplificacao foram discutidas no Capitulo 4,

retamente na equacao de Monge-Ampere, que passou a ter o termo |L,, — L

onde se mostrou que em casos onde ha maior dependéncia deste termo a re-
presentacao por quadricas confocais é inadequada, podendo haver erros.

Do ponto de vista do mapeamento com variaveis complexas, verificou-se
que este termo nulo na equacao de Monge-Ampeére ocorre porque a derivada
¢, ¢ nula para as superficies quédricas confocais. Como consequéncia, o ma-
peamento da conservacao da energia para estas quadricas mapeia circulos em
circulos, e nao de circulos em elipses como na forma geral da equacao de
Monge-Ampere. As implicagoes desta particularidade manifestaram-se nos es-
tudos de casos onde o mapeamento buscado requeria a funcao de mapeamento
distorcoes mais complexas. Além disto, o método apresentado neste trabalho
utilizou uma célula triangular com 4 pontos, diferente do método tradicio-
nal cuja célula tem nove pontos. Essa menor quantidade de pontos tem como

consequéncia menor acoplamento entre os elementos.
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6.3
Trabalhos Futuros

O uso de uma expressao analitica exata, ao invés de numérica aproxi-
mada, como feito neste trabalho para representar localmente a superficie mo-
delada mostrou-se como uma estratégia eficiente para solucionar o problema
de erro de discretizagao das derivadas no centro da grade, porém, a funcao
escolhida apresentou algumas limitacoes em casos onde o mapeamento tem

2|2
7
pretende-se utilizar quadricas, ao invés de quadricas confocais para represen-

maior dependéncia do termo |L,,, — L: |*. Como proposta para trabalhos futuros
tar localmente a superficie. Para essa classe de superficies, o termo |Ly, — L7|?
nao é nulo, resolvendo os problemas observados neste trabalho. Além disto,
a equacao da quadrica é um polindémio definido por nove constantes (e nao
quatro como no caso da superficie quadrica concocal com eixo deslocado) e,
consequentemente, a célula utilizada para representar localmente a superficie
devera ter nove pontos da grade. Neste caso, havera maior acoplamento entre

os elementos que compoe a superficies, tornando a solucao mais estavel.
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A
Principios da Optica Geométrica em Coordenadas Complexas

Al
Introducao

Neste Apéndice serao apresentados detalhes da formulacao do problema
de sintese geométrica de antenas refletoras offset que por conveniéncia nao
foram inseridos no texto. Parte da formulacao contida neste Apéndice também

pode ser encontrada em [39].

A.2
Coordenadas Complexas

Seja um ponto P sobre uma esfera de raio unitério (observe a Figura
A.1), definido em coordenadas esféricas pelas varidveis 6 e ¢ com relagdo a
origem O do sistema de coordenadas. Através da projecao estereografica, a
partir do ponto N, o ponto P da superficie esférica projeta o ponto P’ no
plano z = 0, como ilustra a Figura A.1. A coordenada complexa 1 do ponto

P’, associada a direcao do vetor p é definida como:
n=x+iy, (A-1)

onde (x,y, z = 0) sdo as coordenadas cartesianas do ponto P’. Em coordenadas

polares, a defini¢cao (A-1) é escrita como:
n = pe'. (A-2)

Da Figura A.1 pode-se obter através de semelhanca de triangulos a seguinte

relagao:

ON _OF
- = . (A-3)
- MN ~ MP
Como, por definicao OP = 1, os catetos do triangulo OM P sao:
MP = send, (A-4a)
OM = cos?f. (A-4Db)
Substituindo (A-4a) em (A-3) e observando que ON = 1, encontra-se:
— 0
op = 22 (A-5)
MN

Da Figura A.1 observa-se também que

MN =0ON —OM =1-0M, (A-6)
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y
Figura A.1: Projecao Estereografica
e, substituindo em (A-5) encontra-se
— 0
=" (A7)
1-0OM
Substituindo (A-4b) em (A-7) mostra-se que:
S senf
OP = ———— A-8
1 —cosf’ (4-8)
e com auxilio algumas identidades trigonométricas reescreve-se:
- 0
p =|OP'| = cot ) (A-9)

Utilizando (A-2), a coordenada complexa n pode ser escrita em fungao das

coordenadas esféricas como:
) )
1N = cot (§> e'?. (A-10)

Manipulando a equagao (A-10), pode-se mostrar que:

_ L. (n

onde a coordenada esférica ¢ é expressa em funcao da variavel complexa 7 e seu

complexo conjugado 7. Novamente, manipulando (A-10) obtém-se as seguintes
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expressoes relacionando coordenada esférica 6 a coordenada complexa de 7:

2
-1
cosf = ’77'2 ,
" +1

2
senf) = 2’77‘ )
" +1

Mostra-se também que:

2 (8) . |77‘2
cos” | = )| = —5 ,
2 Inl” +1

(5)=1F
Sen — = 3 -
2 In|” +1

(A-12a)

(A-12b)

(A-13a)

(A-13b)

Utilizando a férmula de Euller, obtém-se ainda outras duas expressoes ampla-

mente utilizadas na apresentagao da formulacao:

n+n
cos p = ——,
21n]
_i(m—n)
seng = ol
Alternativamente, pode-se escrever:
R
I
seng = H‘lTﬁn]

(A-14a)

(A-14b)

(A-15a)

(A-15b)

Tem-se ainda, as seguintes relacoes entre o sistema de coordenadas complexas

e o sistema de coordenadas cartesianas:

v = (7 +m)e”,
(m)

Yy = Z(ﬁ - 77)€L )
2= (ol ~ 1),

ou

r = 2Re|n] el
y = 2Im[n] ™,

A relacao inversa pode ser obtida fazendo r = 1:

y=1— 22— y2]1/2.

(A-16a)
(A-16b)
(A-16c¢)

(A-17a)
(A-17b)

(A-18)
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Substituindo (A-16¢) em (A-18) e fazendo L(n) = 0 encontra-se
(Inf* = 1)e"™ = [1 — 2 — /2, (A-19)

que pode ser reescrito como

14+ [1 o .112 o y2]1/2

A-20
pr— (A-20)

77:

Neste trabalho, tratar-se-4 a coordenada n como a direcao dos raios
provenientes do alimentador, e a coordenada ( a direcao dos raios refletidos

pela superficie refletora e definida como:
¢ = cot (%) e =u+iv, (A-21)

onde a ¢ o angulo de elevagao em relagao ao eixo 2z e § o angulo de azimute em
relacao ao eixo x. De forma andloga, pode-se escrever a relagao entre o angulo
de azimute (e a direcao de reflexao (:

f= g (%) . (A-22)

As relagoes entre o angulo de elevacao « e a coordenada complexa de ( sao:

¢ -1

cosa = T (A-23a)
senar — |c|22|i| - (A-23D)

ou
cos’” (%) - |<\’§i 1 (A-24a)
sen (%) - \C|21+ - (A-24D)

e as relacdes entre o angulo A e ¢

cos = C;‘r—qc (A-25a)
senfl = ! (g |E|<) : (A-25b)

ou
cos § = RFTHG’ (A-26a)
seng — 1) (A-26D)
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L&

S

Figura A.2: Representacao das direcoes de incidéncia e reflexao na esfera de
raio unitario

A.3
Vetores em Coordenadas Complexas

Na Figura A.2 a esfera de raio unitario com centro em O, que é assumida
como uma fonte pontual de onde provem os raios incidentes. O ponto P(n) e
Q(C) sao os pontos finais dos vetores unitarios p e . Os vetores unitérios p e §

representam as diregoes dos raios incidentes e refletidos e sao definidos como:

p(n) = :ﬁinlsﬁ + Zf}ﬁﬁ;q)y + ZZ - 12 (A-27a)
q(Q) = ggflf + Zéi—;i)y + gg; 12 (A-27b)
Derivando (A-27a) em relagao a n e 77 obtém-se, respectivamente:
N . Y _
pn(n) = (771771771)253 - f,%ﬂ)lw (77772171)22, (A-28a)
bl = =g Ak (A-28b)

(mp+1)2" (g +1)27  (mp+1)27
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Das equagoes (A-28a) e (A-28b) verificam-se as seguintes relagoes:

Py = Dn, (A-29a)
1317 = 1577' (A’29b>

Além disto, como o vetor p é uma funcao real, sabe-se que:

ﬁn = ﬁna (A'30a>

A

Utilizando (A-27a) e (A-28a) e (A-28b) pode-se obter os seguinte produ-

tos escalares:

. q4n 1= ig—n)i(l+7*)  np—1 27 A
Py = — — 3 — — 3 — — 5 ( —31&)
nin+1(nn+1) nm+1 (mp+1)2  gn+1(mp+1)
_ 1_ 2 = 1 2 7_1 2
N st/ " i(n—mn)i(l+n°)  nq 1 (A-31b)

Py = — S L - ! _ .
T+ 1 (nn+1)2 ni+1 (mp+1)2  np+1(nq+1)2

Manipulando (A-31a) e (A-31b) mostra-se que:

Py = m [(277 = 207%n) + (20°n — 27)] , (A-32a)
by = oy (20— 20%0) + (2 = 20). (A-320)

Por fim, de (A-32a) e (A-32b) obtém-se os seguintes resultados:

ﬁ : ﬁn 07 (A—33a)
0

(A-33b)

ﬁ'Pﬁ

Outras duas relagoes importantes sao determinadas pelos seguintes pro-

dutos escalares:

1 _2

By Py = oy (L= )= 7)) iU+ )i 7) 4+ 2020] - (A-34)
P+ Py = m [(L=n*) (1 =) +i(L+n*)i(1+7°) +2n2n] . (A-34b)

Apés algumas manipulagdes é facil mostrar que (A-34a) e (A-34b) resultam

(200

Dn - Dy =0, (A-3ba)
Py - Py = 0. (A-35b)
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Fazendo o produto escalar entre (A-28a) e (A-28b) obtém-se:

1
py - Py = ——— [(1 =) (1 = n?) —i(L+72)i(1 +1°) +272n] . (A-36
Py - Pr (nﬁ+1)4[( ) (1 =) —i(L+7)i(1 +n?) + 272n] . (A-36)
Manipulando (A-36) é facil demonstrar que:
A 1 _ _ _ _
Py Py = Gy [(1+ 2077+ 7°0?) (1 + 207 + n*i7°)] - (A-37)

Escrevendo alguns termos na forma de produto notavel (A-37) é reduzida a:

2

o=~ A-
P b= (i A

Por analogia, pode-se escrever as mesmas relagoes para o vetor ¢ e suas

derivadas em relacao a ( e (, respectivamente:

q-4c=0, (A-39a)
q-q=0 (A-39b)
Escreve-se também que:
(jg : ng = O, (A—40a)
qc - qz =0, (A-40Db)
e s = (A-d1)
(SRS

Fazendo o produto escalar entre os vetores p e ¢ encontra-se:

M2+ 1IC2+1 nPP+1C+1 pP2+1|¢2+1’

~

p-q=

que é reescrito na forma

(4 m)(C+ ) = (7= )(E =) + (Inl? = V(I = 1)
(P + D(CP + 1) B

Apoés algumas manipulagoes mostra-se que:

20¢ + 2nC + [nP[CP = In)? = [¢)* +1

A

p-q=

h-q = A-44
P (P + 1) + 1) S
Por fim, faz-se o produto escalar entre os vetores p, e ¢:
co L= (+C i1+ (¢ ¢) 27 -1
p"] : q - i 2 = - _ 2 = — 2 — . ( —45)
(M +1)2¢C+1  (m+1)? (C+1  (mm+1)*¢C+1
Apés algumas manipulagoes, (A-46) é reduzida a:
(=) +2m([C)E— 1

(I + D¢ + 1)
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A.4
Lei de Snell

Considere a superficie refletora r(n) apresentada na Figura A.2 onde um
raio emitido pela fonte em O com direcao p é refletido na diregao ¢. Esta

superficie pode ser descrita pelo seguinte vetor posicao:
() = (n)p. (A-47)
A Lei de Snell de reflexao implica que um vetor normal n, dado por
n=p-—4q, (A-48)
deve ser perpendicular a derivada tangencial 77,. Logo:
e (P — )] =0. (A-49)
Derivando o vetor (A-47):
7y (1) = T + TPy, (A-50)
e substituindo em (A-49) encontra-se:
[rnp +1pg] - [(P = §)] = 0. (A-51)
Fazendo o produto escalar, (A-51) é reescrita como:
ral(0-D) = (B @I+ 7By D) — Dy §)] = 0. (A-52)
Observando que p - p = 1 e utilizando (A-33a) obtém-se
r 1= (- )] = 7(py - 9), (A-53)
que pode ser reescrita na forma:
T Dy
e %. (A-54)

Definindo uma funcao auxiliar como

p=lnr, (A-55)
mostra-se com facilidade que
ﬁn ' q
Pn =~ A-56
T1-(p-q) (A-56)
onde p, ¢ a derivada da fungao auxiliar p em relacao a 7. Definindo
A, Q) =1—-p-4, (A-57)

e derivando em relacao a n
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Ay(n,€) = —py - 4, (A-58)

a equagao (A-56) pode ser reescrita como:

A
Pn = _Xn‘ (A-59)
Definindo uma outra funcao auxiliar
\I’(% C) =—In Av (A_GO)

e derivando em relagao a 7, mostra-se que:

A
‘Ifn(?%C) = Pn = _Tn’ (A-61)

Substituindo o produto escalar (A-44) em (A-57), obtém-se:

_2[n® + 2[¢* — 27¢ — 2n¢

A(n, ¢) = A-62
N (RS V(SRR 02
Reescrevendo (A-62):
2ln — ¢J?
An, Q) = . A-63
)= P+ D + 1) i
Derivando (A-63) e apds algumas manipulagoes mostra-se que:
T'n 1 7
— = + : A-64
ro (=n 1+ (A-64)
A diferenciacao da funcgao
= (nf? + 1), (A-65)
leva a seguinte expressao:
r, = e + (\77|2 +1) e, (A-66)

onde L, = OL/0n é a derivada parcial da fungao L em relagao a . Substituindo

(A-66) em (A-64), tem-se:

Ui

r, =r—s——+1rL,, A-67
n |7]|2 + 1 n ( )
que pode ser reescrita na forma:
T n
— =L+ ——. A-68
r n |T]|2 + 1 ( )

A substituigao de (A-68) em (A-64) leva a seguinte forma da Lei de Snell:

Ly=——. (A-69)
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A5
Conservacao da Energia

A Conservagao da Energia requer que elementos de angulo sélido d€2’

sejam transformados para d€2” (observe a Figura 3.5) na razao I /G, ou seja:

‘ asy I

dQ// — 5 (A-70>

Essa transformacao, que representa a modificagao imposta ao diagrama de

radiacao do alimentador pela superficie refletora é dada por:
1(6, ¢) senfdfdp = G(«, B) senadadf, (A-71)

onde senfldfd¢ é o elemento de angulo solido associado ao cone de raios
provenientes do alimentador e senadadf o elemento de angulo sélido associado
ao cone de raios refletido pela superficie modelada. A relacao entre os elementos
de area é dada pelo médulo do jacobiano J(6,¢;«,3) da transformagao
(v, B) = (0, ¢). Logo:

1(0,¢) send
G(a, ) sena

= [J(0, ¢; 2, B)] . (A-72)

Utilizando a regra da cadeia de diferenciagao, (A-72) é transformada em:

1(0,¢) sent _ 9(a,B) 9(G,C) O(n,7)

— - A-
G(0.8) sena (¢, <) Dln.n) D(6.0) AT
a qual pode ser reescrita como
I(n) 90, ¢) d(a, B) 9(¢, ¢)
0 = — . A-74
a© ™™o ~ "9 dn.) AT
Manipulando (A-74), mostra-se que:
J(C: E; n, 77) — [<77) sena J<a7 5; Ca g) (A—75)

G(C) send J(0, ¢;n, 1)

Note que o jacobiano J(«, 3;0, ¢) incorpora trés transformacgoes: a primeira,
J(0, ¢;m,n), referente a transformacao (0, ¢) — (n,7) do sistema de coordena-
das esférico para o complexo no alimentador; a segunda, J(c, 8; ¢, (), anéloga
& primeira, referente & transformacio (o, 3) — (¢,¢) no campo distante; e
a terceira, J((,(;n,7), relacionando os dois planos complexos. O jacobiano
J(0,¢;n,1) é dado por:

977 ‘977
¢77 ¢77

A diferenciagao de (A-11) e (A-12a) permite obter as seguintes relagoes:

J (0, ¢5m,7) = [ ] = Oy — O5y- (A-76)
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o2 1
" (P 417 send
1
0,=—.
T i2n
Como 05 = én e g5 = qgn obtém-se que:
2n 1
977 == 2 2 9’
(In]” + 1) sen
1
b7 = T2
A substituigao (A-77), (A-78), (A-79) e (A-80) em (A-76) resulta em
i2
sendJ (0, ¢;1,7) = ——5——.
(Inf* +1)2
De forma anéloga, tem-se:
~ e QF
J(a, B;¢,¢) = [55 5@1 = acle — agh,
de onde se obtém que:
- 12
senav (@, 5;¢,C) = ——5——.
(1" +1)2
O jacobiano J(n, 7; ¢, ) é dado por:
N e _ _
J(C? C? 7, 7]) = [Cn 67 = CT]Cﬁ - CﬁCn'
n 5

Sabendo que fﬁ = C_,, e En = C_ﬁ obtém-se que:

J(07¢7n7ﬁ) = ’<T7|2 - |Cﬁ‘2'

Por fim, substituindo (A-81), (A-83) e (A-85) em (A-75), tem-se

2
2 -2 _ I(n) |C|2+1

A.6
Mapeamento 7 : P(n) — Q(¢)

240

(A-77)

(A-78)

(A-79)

(A-80)

(A-81)

(A-82)

(A-83)

(A-84)

(A-85)

(A-86)

Esta secao ¢ dedicada ao estudo da relacao de mapeamento local 7 em

uma esfera unitaria que relaciona P(n) a Q((). Inicialmente, considere a curva

n = n(t) sobre a superficie da esfera onde ¢ é um parametro real. O vetor

tangente a curva é dado por:

d . dp . dy
S =L =p T+,

<5

(A-87)
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O complexo conjugado o vetor tangente (A-87) é:
dp _—=—dp 1 —dn
at ~ Prae T Pa
Utilizando as relagoes (A-29a) e (A-29b), (A-88) é reescrito como:
dp . dnj . dp
at ~ Pt dt’

O médulo do vetor tangente pode ser obtido através de:
dp

C_ (N (db
dt|  \ dt dt |-

Substituindo (A-87) e (A-89) em (A-90):

2 _ _
(. dn . dp dn - dp
<p”dt_%p"dt) (p"dt_kp"dt '

Expandindo o produto escalar em (A-91):

S (o dn o di w5 s dn
—\Prgy Py Prigy Py

+ Dy

dp
dt

p

dt

L dn o di L dn . dn
+@thﬁ>+@Wt%ﬁ

Manipulando (A-92):

2 d77 2
o)+ (1) )

A dn
+(E) (Pﬁ‘pﬁ)Jr‘a

Utilizando as relagoes (A-34a) e (A-34b) em (A-93), mostra-se que:

p

2_d77
dat|

dt

2

dp|*>  |dnl* . .
) I 1 i cHa)
dt ’dt (B - )
Substituindo (A-38) em (A-94):
dp|*  |dn|® 4
dt| —|dt| (In*+1)%
encontrando-se, finalmente, o comprimento do vetor tangente:
dp| |dn 2
dt| |dt||n2+1

Suponha que o mapeamento 7 seja dado por:

¢=<¢(n)

(ﬁn 'ﬁﬁ) .

241

(A-88)

(A-89)

(A-90)

(A-91)

(A-92)

(A-93)

(A-94)

(A-95)

(A-96)

(A-97)
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em termos das coordenadas complexas n de P e ¢ de @, logo:

Q(n) = 7(P(C)) (A-98)

A transformacao curva n = n(t) em ( = ((n(t)) pode ser obtida através da
relacao entre o médulo dos seus vetores tangentes. O vetor tangente & curva ¢

¢ dado por:
Glacoon = =a (oo ) vic (G + o). (o

onde ¢, e (7 sao as derivadas parciais de ¢ em relagao a 7 e 7, respectivamente.

O complexo conjugado o vetor tangente § é:

dg _— = = dn
i (Cn + G ) +q; (Q, + (5 dt) (A-100)
Utilizando as relagoes (A-29a) e (A-29b), e observando que
G =G (A-101a)
G = G, (A-101b)
G =G, (A-101c)
a equagao (A-100) pode ser reescrita como:
dq .
a Cn + Cn +qc Cn “" Cn : (A-102)

O médulo do vetor tangente pode ser obtido através de:

dg

dq|* _ (%) . (g) , (A-103)

dt
Substituindo (A-99) e (A-102) em (A-104)

o) ()
Jac (05 + a5 ra(af ol )| @

Utilizando as relagoes (A-40a) e (A-40b), (A—104) é reescrita como:

dq

dt

2

i
a Cn +Cn (g ac) - (A-105)

dt
Por fim, substituindo (A-41) em (A-105) obtém-se:
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2

dq 4
A-1
# =|od g gEr (A-100)
de onde se obtém o comprimento do vetor tangente:
dq 2
— A-1
= o '(|c|2+1> (A-107)

A razao entre os comprimentos dos vetores tangentes é expressa como:

difds| _ o + 1
] =t il (L5 (A-108)

A equagao (A-108) expressa a distorgdo imposta pelo mapeamento 7, onde
um circulo de vetores tangentes ao ponto P da esfera se transforma em uma
elipse de vetores tangentes (), cujos eixos maior e menor sao dados ela relagao

(A-108). Como consequéncia, a distorgao da area é dada pelo seguinte fator:

2 1 2
- (57) (o - 16l (A-109)

A relagao entre as densidades de poténcia implica que o mapeamento 7 tenha
que alterar as dreas na razao I /G, onde I é a densidade de poténcia proveniente
da fonte e G a densidade de poténcia no campo distante. Com consequéncia,

obtém-se a equacao diferencial de conservacao da energia:

BN ISEAY _
|C77| |<n| = a0 (|77|2+1> . (A-110)
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