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A
Apéndice

Al
Teoremas de convergéncia

Os resultados a seguir foram tomados do capitulo 3 de [7].

Definigao A.1.1 (Convergéncia Fraca). Seja E um espago de Banach e x,
sequéncia definida em E. Se x, converge na topologia fraca o(E,E*) a x

dizemos que x,, converge fracamente a x em o(E, E*) e denotamos por
Ty — . (A.1)

Teorema A.1.1. (Proposicio 3.7 em [7]) Seja E um espago de Banach e x,,
sequéncia definida em E. Entao:

(i) x, = x em o(E, E*) se e somente se (f,x,) — (f,x) Vf € E*.

(i1) Se x,, — x no sentido forte entao x,, — x no sentido fraco em o(E, E*).
(i1i) Se x, — x no sentido fraco em o(E,E*) entao {||z,||} € limitada e
|z|| < liminf ||z,].

(i) Se x,, — x no sentido fraco em o(E, E*) e se f, — f no sentido forte em
E* entdao (fn,x,) — (f, x).

Teorema A.1.2. (Teorema 3.18 em [7]) Seja E um espago de Banach reflexivo
e seja {x,} uma sequéncia limitada em E. Entdo existe uma subsequéncia

{zn, } que converge na topologia fraca o(E, E*), i.e,

Tp, — . (A.2)

A.2
Espacos de Sobolev

Os resultados a seguir foram tomados do capitulo 9 em [7].
Seja €2 C R™ dominio e p € R tal que 1 < p < o0.

Definigao A.2.1 (Espago de Sobolev). O espaco de Sobolev WP ¢ definido

o WP (Q) = {u € LP(Q); Du € LF(Q)}. (A.3)

Observacao A.2.1.
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(i) O espago W'P(Q) é claramente linear.
(i) O espago W1P(Q) é um espago de Banach.
(iii) No espago W'P(£2) o conceito de continuamente diferencidvel é substi-

tuido pelo conceito de diferenciabilidade fraca e o conceito de Holder

continuidade pelo de p—integrabilidade.

(iv) O espago W'P(Q) é um espago normado com a norma associada:

ou
aZL'Z‘

(A.4)

Lp

n
lllyin = lull o+
i=1

(v) O espago WHP(Q) é um espaco reflexivo para 1 < p < oo e separavel

para 1 < p < oo.
ou

(vi) Seu € CHQ)NLP(Q) ese 5

€ LP(Q), Vi=1,...,nentdou € WHP(Q).

7

Para o caso especial em que p = 2 tem-se que
wWh(Q) = H(Q), (A.5)

com H'(Q) o espaco de Hilbert definido em Q.

Teorema A.2.1 (Teorema de Densidade). (Coroldrio 9.8 em [7]) Seja €
dominio de classe C* e seja u € W'P(Q) com 1 < p < co. Entdo existe uma
sequéncia u, de CX(R™) tal que: u,|q — u em WHP(Q). Em outras palavras,
as restricoes a 2 das fungoes em C°(R™) formam um subespago denso de
Whr(Q).

Defini¢io A.2.2 (Espaco W?(Q)). Seja Q dominio limitado e 1 < p < 00 0
espago VVOLP(Q) representa o fecho do conjunto das fungées CL(2) em WP(Q).

Segundo esta definicao temos que:
Wh2(Q) = H'(Q). (A.6)
Teorema A.2.2 (Segundo Teorema de Densidade). O espagco C°(2) é denso
no espaco W»(€).
Observacao A.2.2.

(i) Segundo este teorema podemos concluir que na definicdo do espago
WLP(Q) ¢ equivalente usar C°(Q) ao invés de CL(Q).

(ii) Este teorema foi usado implicitamente na forma do primeiro autovalor.

Lema A.2.1. ( Lema 9.5 em [7]) Seja Q dominio limitado e u € W'?(Q)

com 1 < p < oo. Se o suporte de u é um subconjunto compacto de ) entao
ue Whr(Q).
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A.2.1
Teorema de Rellich-Kondrakov

Teorema A.2.3 (Teorema de Rellich-Kondrakov). Seja (M, g) uma variedade
Riemanniana compacta de dimensao n e sejam p,q > 1 dois numeros reais.
Entao:
q , a inclusao de H{(M) em LP(M) é compacta.
n—q
(i) Se q > n ainclusio de H{ (M) em C*(M) é compacta para todo @ € 10, 1]
tal que (1 — a)q > n. Em particular, a inclusdo de H{(M) em C°(M) é

compacta.

(i) Seq<nep<

Observacao A.2.3. No material temos usado somente o item (i) deste
resultado.

Uma prova rigorosa do teorema pode ser consultada no capitulo 5 secao 5 de

/19].

A.3
Formula da co-area

A férmula da co-area representa uma generalizacao do Teorema de Fubini,
a forma em que temos usado a mesma ¢é dada pelo teorema a seguir o qual pode

ser consultado no capitulo IV.2 de [8].

Teorema A.3.1. Seja 2 dominio relativamente compacto em M variedade
Riemanniana e seja f : Q — R uma funcio em C°(Q) N C®(Q) tal que f =0
em ON). Para qualquer valor reqular t de |f|, temos que

L) = If171(#), A(t) = AT(®)), (A7)

com dA; a forma de volume (n — 1)—dimensional em I'(t). Entdo,

dA,dt
e para toda ¢ € L'(Q) tem-se que
[orvsiav= [ at [ oda (A.9)
Q 0 ()

com V' o volume de ().
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A.4
Teoria dos operadores elipticos

Os resultados apresentados nesta secao e que foram usados no desenvol-
vimento do texto foram tomados de [16] capitulos 3,6 e 8.
As provas dos mesmos podem ser consultadas na referéncia citada.
Consideragoes Iniciais
Suponhamos €2 dominio limitado em R™. Consideremos o operador L definido

em €2 n

L=- aj(z)d; - Z bi()9; — c(x) (A.10)

ij=1
para u € C?*(Q) N C(). Assumamos que a;j,b; e ¢ sdo continuos entio

limitados em Q e L uniformemente eliptico em €2 no seguinte sentido:

n

D ay(@)&é = MEP Vo eQ, VR, (A.11)
ij=1
ou equivalentemente se a matriz (a;;(z)) € definida uniformemente positiva em

x para alguma constante positiva .

Observacao A.4.1. No caso de um operador autoadjunto com respeito a
L3(Q), como nosso caso em questio, o operador adquire a forma particular

n

L=-aj(z)d; - clx). (A.12)

4,j=1

A4l
Principio do Maximo
Teorema A.4.1 (Principio do Maximo (capitulo 3 [16])). Seja Q dominio

limitado e

L=— Z a;j ()0 — Z bi(x)8; — c(x). (A.13)

um operador linear uniformemente eliptico com coeficientes limitados. Se

c(x) >0 em Q entdo Yu € C*(Q)N € C(Q) tal que

Lu>0 em Q

u>0 em 0N

u >0 em ). Neste caso dizemos que L satisfaz o principio do mdximo.
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A.4.2
Desigualdade de Harnack

Teorema A.4.2 (Desigualdade de Harnack (Teorema 8.20 de [16])). Seja o
operador L, como em (A.10) e seja u € W'(Q) que satisfaz que:

Lu =0em(Q

u >0em

Entao ¥ Bygr(x) C § tem-se a sequinte desigualdade

sup u < C inf u (A.14)
Br(z) Br(z)

com C' constante.

A43
Estimativa global de Schauder

Teorema A.4.3. (Teorema 6.6 de [16]) Seja Q dominio C** em R™ e seja
u € C**(Q) solugio de Lu = f em Q onde f € C*(Q) e L ¢ definido como

no inicio tal que os coeficientes também satisfazem a sequinte propriedade

|aij|co,a7Q s |bi|60,a’Q y |C’60,(¥7Q < A. <A15)

Seja p(x) € C**(Q) e suponhamos que u = @ em OS). Entdo,

HUHCZD‘Q < C(”UHCOQ + ||S0||CMQ + Hf“CO’“,Q) (A.16)

com C = C(n,a, \,\, Q).

A.4.4
Existéncia de solucao nao trivial para os problemas homogéneo e nao
homogéneo

Teorema A.4.4. (Teorema 6.15 de [16]) Seja o operador estritamente eliptico

n

L==)aj(z)d; - Z bi(x)8; — c(x) (A.17)

ij=1
com coeficientes em C*(Q) com Q dominio C**(Q). Entdo ¢ satisfeita uma

das sequintes afirmagoes:

(i) O problema homogéneo

Lu =0em?
u =0 em 0
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possut somente a solucao trivial. Neste caso a solucao do problema nao
homogéneo
Lu =femQ

u =@ em )

possui uma nica solu¢do u € C*(Q), Vf € C**(Q), ¢ € C**(Q).

(ii) O problema homogéneo possui solug¢oes nao triviais as quais constituem

um subespaco finito dimensional de C**(Q).

A5
Equacoes fundamentais numa imersao: Equacoes de Gauss e Codazzi

Esta secao do apéndice foi elaborada com mais detalhes visto que estes
resultados tem uma maior incidéncia no trabalho desenvolvido.
Dada a imersao isométrica S™ < R™"! da superficie S de dimensao n em R™*!
definimos

X(S) = {campos de vetores tangentes em S}

entao Vp € S temos a decomposicao do espaco tangente dada por
17,5 = 1,5 @ (T,5)*. Com isto dados X,Y € X(S) obtemos a equagao de
Gauss a seguir que representa a decomposicao da conexao em sua parte tan-

gente e sua parte normal
Vv X = (VyX)T + (VyX)* (A.18)

Mais precisamente, notando que V representa a conexao do ambiente R"*! e

Vy X a conexao na hipersuperficie.

VyX =VyX +B(X,Y)N com B(X,Y)N =I[,(X,Y). (A.19)
E tomando x = (x4, ..., z,) coordenadas locais num ponto x € S e o referencial
local adaptado {Xj,...,X,} a equacdo se escreve como
0? =
——— =V X; =V X, + by N
OX.0X, X X, <X + Ok

com by N = (Vx, X;, N)N.
A partir destas equacoes obtemos as equagoes fundamentais numa imersao
isométrica ou equacoes de compatibilidade: as equagoes de curvatura de Gauss

e as equagoes de Codazzi Mainardi.

(i) Equacgoes de curvatura de Gauss
Estas equagoes correspondem a parte tangente do tensor de curvatura

que em R™™! é nulo ( veja [13]).
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VvVxZ —-VxVyvZ+ V[X,y}Z =0 (A.QO)

com [X, Y] o colchete entre os campos X e Y.
Tomando coordenadas locais de S e o referencial local adaptado e
notando que o colchete entre dois campos do referencial se anula, a

equacao se escreve como
VXvXsz—vaX k—o

E como a conexao pode ser escrita a partir dos simbolos de Christofell
I, como Vx, Xy = >, LX), esta equagdo pode ser vista também a

partir destes simbolos.

(i) Equagoes de Codazzi Mainardi

Estas equagoes correspondem a parte normal do tensor de curvatura.
VxAY —VyAX = A[X,Y] (A.21)

com A representando o operador de Weingarten.
Tomando novamente coordenadas locais e o referencial local adaptado
e segundo as observacoes feitas acima é também possivel escrever estas

equacoes localmente.

Em resumo tomando = = (xy,...,x,) coordenadas locais de S e o referencial
local adaptado {Xj,...,X,} notando que o colchete entre dois campos do
referencial se anula e usando os simbolos de Christofell as Equagoes de

curvatura de Gauss e Codazzi Mainardi se expressam respetivamente como:

(Fm gl Flkr ) O ik ax gk - g ’Lk‘b]l ]kbil)
j 7

l A.22)
Dby O, l (
Dz, Ow ;(bklrij — bi;Iy)

A.5.1

Operador de Laplace Beltrami

O operador de Laplace usual tem varias generalizagoes de forma que
possa ser mais amplamente usado, mas, como no caso usual é definido a partir
do operador gradiente que em este caso também vai ser descrito de modo
mais geral do que no espaco euclideano pois estaremos estudando ele sobre a

hipersuperficie.

Definigao A.5.1 (Gradiente sobre a hipersuperficie S). Seja f € C™* ep € S,

Vv € T),S o gradiente de f sobre a hipersuperficie S de dimensao n imersa em
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R™ ! representa o campo vetorial tangente a hipersuperficie no ponto p e se

define como

(Vsf(p),v) =vf(p) = df (p)v. (A.23)
Tomando x = (z1,...,x,) coordenadas locais numa vizinhanga de um
ponto p e um referencial local adaptado X1, ..., X, obtemos
- ;0 f 0
A.24
Vsf(p jz:l g ; 835] o, ( )
" Of Of
L 2 = gL 2
ogo [VsfI>=> g Da; D

ij=1
Note que a diferenca do laplaciano usual tem aparecido o termo ¢¥ que

representa a componente ij—ésima da matriz inversa dos coeficientes da
métrica (g;;), isto se deve ao fato de que, como ja tinhamos antes mencionado,
a métrica euclideana em R"*! induz uma métrica nao propriamente euclideana
na hipersuperficie S imersa em R"*!.

O Laplaciano é definido de modo geral como a divergéncia do vetor gradiente,
por isto, vamos primeiramente expressar a forma da divergéncia de um campo
vetorial.

Seja X € X(9), a divergéncia na hipersuperficie S do campo vetorial X é

definida como o traco da aplicacdo Y — Vy X, i.e,
divgX = traco(Y — Vy X) (A.25)

onde Vy X representa a conexao Riemanniana do ambiente e o endomorfismo
Y — VyX é tomado em 7,S. Assim em coordenadas locais tomando o

referencial local adaptado em 7,5
divsX = (Vx, X, X;). (A.26)

Definigao A.5.2 (Operador de Laplace Beltrami). Seja S a hipersuperficie
de dimensdo n imersa em R"' e F o espaco das fungoes C. O operador de

Laplace Beltrami em S agindo sobre f € F € a aplicacao linear definida por:
AS F = F

(A.27)
f — divS(VSf).

Em alguns casos para diferentes aplicacoes é adotada a convencao de

tomar dito operador com sinal negativa.
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Tomando coordenadas locais = = (x1,...,x,) e o referencial local adaptado

Asf = divg(Vsf) = traco(Y + VyVgf)

n

= Z(vxivsﬂ Xi)

Portanto

1 0 ;0
= — v__—__
Agf ﬂ;a&\/@g e (A.28)
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