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Resumo

Jucd, Joao Marcos Breia; Castro, Alex Lucio Ribeiro. A Capa de
Invisibilidade como um Problema Inverso em Eletromag-
netismo e Técnicas de Homogeneizagao. Rio de Janeiro, 2015.
69p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Invisibilidade sempre mexeu com a imaginacao de criancas e adultos.
Quem nunca imaginou ser capaz de tornar-se invisivel em certas ocasioes?
Recentemente essa ideia da ficcao cientifica tomou forma na vida real, e
um dos objetivos do presente texto é explicar de uma maneira acessivel as
principais ideias fisicas e matematicas por tras do conceito de invisibilidade.
Pedimos do leitor somente uma modesta familiaridade com Calculo Vetorial,
Séries de Fourier e Algebra Linear. O objetivo da capa de invisibilidade ¢é
tornar um objeto nao detectavel por meio de energia eletromagnética. A
capa é fisicamente realizada por um metamaterial especialmente projetado
para redirecionar certas ondas eletromagnéticas irradiadas sobre o objeto.
Nesta exposi¢ao, usaremos como exemplo a tomografia de impedancia
elétrica (TIE) como método de detecgao e explicaremos como criar uma
capa invisivel a TIE. Cabe ressaltar que o processamento de imagem através
da TIE diz respeito a um problema inverso e, no contexto das equacoes
diferenciais, esse problema envolve, a partir de determinadas simplificacoes,
a equacao de Laplace com condigoes de contorno. Despretensiosamente,
optamos pelo caso bidimensional para facilitar a exposicao das idéias
principais, embora todos os nossos resultados possam ser generalizados em

3 dimensoes.

Palavras—chave

Camuflagem; Tomografia de Impedancia Elétrica; Metamaterial;

Equacao de Laplace; Problema Inverso;
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Abstract

Jucd, Jodo Marcos Breia; Castro, Alex Lucio Ribeiro (advisor) .
Invisibility Cloak as an Inverse Problem in Electromag-
netism and Homogenization Techniques. Rio de Janeiro, 2015.
69p. M.Sc. Dissertation — Departamento de Matemaética, Pontificia
Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

Invisibility has always instigated children and adult’s imagination. Who
never thought of occasionally being able to turn yourself invisible? Recently,
this science fiction idea has taken shape in real life, and one of the objectives
of this text is explain the main physical and mathematical ideas behind the
invisibility concept, on a comprehensible way. We only require the reader
has a modest familiarity with Vectorial Calculus, Fourier Series and Linear
Algebra. Invisibility cloak aims to turn an object imperceptible to electro-
magnetic energy detection. The cloak is made of an especially projected
metamaterial that redirects certain electromagnetic waves irradiated over
the object. Here we will take as an example electrical impedance tomog-
raphy (EIT) as a detection method and we will explain how to create an
invisible cloak for EIT. It is worth mentioning that image processing through
EIT is an inverse problem. Thereby, in the context of differential equations,
this problem involves a few simplifications in the Laplace’s problem with
contours conditions. Unpretentiously, we chose the two-dimensional case to
simplify the exposition of the main ideas, although all of our results may be

generalized in three-dimensional case.

Keywords

Cloaking; Electrical Impedance Tomography; Metamaterial; Laplace’s

Equation; Inverse Problem;
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A regido €) esconde um objeto de um observador externo
Funcionamento tomografia de impedancia elétrica

A imagem do lado esquerdo é uma imagem de impedancia de
uma sec¢do transversal do tronco, feita com o corag¢ao preenchido
com o sangue que saiu dos pulmdes do individuo. A darea do
coracao aparece em vermelho neste momento por consequéncia da
alta condutividade (sangue é um bom condutor). Em contraste,
nesse instante, os pulmodes tém pouco sangue e sao mostrados em
azul. Na imagem a direita, o sangue ja teria deixado o coragao
e preenchido os pulmdes, invertendo as cores. (Figura extraida de
[5]-Imagens cedidas por David Isaacson e do grupo de imagem por
impedancia elétrica do Instituto Politécnico Rensselaer, obtidas a
partir de seu sistema de imagem de impedancia ACT III)
Comparagao de solugdes no disco unitdrio e no anel. O grafico a
esquerda mostra linhas do fluxo de corrente J = —yVu, onde u
¢ a solucdo para a equacdo de Laplace com condicao de Dirichlet
f(0) = cos(0) + sin(f) (o potencial aplicado pelo observador) na
fronteira do disco unitdrio. O fluxo mostrado no grafico do meio
tem o mesmo potencial aplicado f na fronteira exterior, com a
condicao de Neumann nula do fluxo na fronteira interior do anel
1/2 < r < 1. O gréfico mais a direita compara J na fronteira do
disco e do anel, onde as setas mais curtas correspondem a J para
o anel.
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Um exemplo de uma fungdo ¢(x) = WX, onde v(r) é definida
X
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A tarefa nao € tanto ver aquilo que ninguém
ViU, Mas pensar o que Ninguém ainda pensou
sobre aquilo que todo mundo vé. Arthur Scho-
penhauer
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1
Introducao

Invisibilidade sempre foi tema presente em quadrinhos e ficcao cientifica.
Personagens herdicos utilizavam super poderes de invisibilidade ou capas
de invisibilidade para se proteger ou atacar seus inimigos sem que fossem
percebidos. Quem nunca sonhou em ter o super poder da invisibilidade ou
mesmo ter uma capa para tornar-se imperceptivel? Magicos e ilusionistas
descobriram como utilizar espelhos em tamanho natural para curvar a luz,
a fim de criar a ilusao de que coisas desaparecem. Por outro lado, cameras
também podem ser utilizadas para filmar o que esta atras de uma pessoal ou
objeto e projetar a imagem, para que essa pessoa ou objeto pareca invisivel de
frente. Os cientistas, por sua vez, criaram metamateriais para guiar raios de
luz ao redor de pequenos objetos bidimensionais. A propriedade essencial da
capa nao ¢ simplesmente esconder a pessoa que esta por baixo dela, um lengol
seria suficiente para esse fim. Porém, tornando-se o portador invisivel, a capa
na verdade esconde o fato de que alguma coisa esta sendo escondida, ocultada.

Na série de televisao “Star Trek”, a pseudoexplicacdao para o funciona-
mento da camuflagem é decorrente de que “a curvatura seletiva dos raios de
luz” ao redor do objeto a ser camuflado pode torné-lo invisivel. Porém, com
as leis da Fisica presentes no mundo real isso seria possivel, mesmo que teo-
ricamente? Recentemente, fisicos e matemaéticos descobriram que a resposta a
essa questao é um qualificado “sim”.

Na vida real, a ideia para se obter a camuflagem é projetar um “metama-
terial” com micro estrutura especial capaz de dobrar ondas eletromagnéticas
de maneira quantitativa e controlavel. Cientistas e engenheiros ja obtiveram
progressos nesta direcao e construiram metamateriais que ocultam objetos, em
circunstancias restritas, com sucesso.

Em 2006, John Pendry, David Schuring e David Smith publicaram uma
ideia para uma capa, o que tornaria um objeto em uma ou mais dimensoes
invisivel a sondagem por ondas eletromagnéticas em uma frequéncia fixa,
rodeando-a com um metamaterial especialmente projetado. Logo depois, na
universidade de Duke, o grupo de Smith construiu um dispositivo eficaz

baseado em uma variante dessa ideia, e em janeiro de 2009 eles relataram
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Capitulo 1. Introducao 12

a construcao de um dispositivo que funciona para uma ampla gama de
frequencias em duas dimensoes.

Em principio, as mesmas técnicas podem ser escaladas para trabalhar em
comprimentos de ondas épticas. Anteriormente, em 2003, Greenleaf, Lassas
e Uhlmannj4 haviam descrito essencialmente a mesma nocao em um estudo
sobre o problema inverso para tomografia de impedancia elétrica empregada por
Calderén. Mais recentemente, este grupo ja descobriu um “duplo-revestimento”
que pode encobrir fontes que iluminam ativamente (por exemplo, uma fonte
de luz).

Este trabalho fornece uma explicagao elementar, mas quantitativa, ma-
tematicamente honesto, da ideia essencial por tras da camuflagem, seguindo
o método de mudancga de varidveis descrito em [5] , podendo ser considerado

como uma versao anotada e adaptada deste mesmo artigo da STAM review.
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2

Preliminares

Neste capitulo abordaremos os conteidos relevantes sobre o Método de
Separacao de Variaveis ou Método de Fourier. Apresentaremos, também, uma
breve revisao de Algebra Linear aplicada principalmente aos problemas que
envolvem EDP’s. Consideramos que o leitor tenha uma certa familiaridade
com os principais conceitos e resultados referentes as séries de Fourier, Algebra
Linear basica e EDO’s. Supomos, ainda, que o leitor esta familiarizado com
as propriedades elementares de fungoes u : 2 C R" — R, em particular,
com os conceitos de continuidade, diferenciabilidade e derivadas parciais. Se
u(zy, xg, ..., x,) é uma funcdo de vdarias varidveis, usaremos alguns tipos de
notacoes para as derivadas parciais de u. Por exemplo, a derivada parcial de u

em relacao a primeira variavel x; podera ser denotada por

ou
——, Uy, Op,u ot Dyu.

8x1

Analogamente, as derivadas de segunda ordem poderao ser denotadas por

o
0x?

2 2
, Uz, Oy, w ou Diu

quando em relacao a mesma variavel x; e, no caso de variaveis diferentes,

derivando primeiro em relagao a x; e depois a o,

9*u

y Ugizg,s axgaxlu ou D2D1U.
8x26x1

2.1
Superposicao

As consideragoes a seguir sao validas para EDP’s lineares de qualquer
ordem, todavia, para fixarmos as ideias, vamos considerar uma EDP de pri-
meira ou segunda ordem com n variaveis independentes x4, xs, ..., z,,. Usaremos

a notagao vetorial x = (z1, xa, ..., T,). Entdo, temos a seguinte equagao:

Z a;;(x)D; Dju(x) + Z b;(x) Dju(x) + c(x)u(x) + d(x) = 0. (2-1)
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Capitulo 2. Preliminares 14

Note que se a ordem da EDP ¢ 1, entao a;; = 0 quaisquer que sejam
1<4,7 <neexiste 7,1 <j < n,tal que b; # 0.

Podemos reescrever a equagao (2-1) na forma:
Lu=f (2-2)

onde f(x) = —d(x) e
(La)(x) = 3 (D Dyulx) + 3 b (0Dgulx) + () (2)

A cada funcao u (suficientemente diferencidvel) corresponde uma tnica fungao
Lu; assim definimos um operador diferencial parcial L. Mais precisamente, seja
(2 C R™ aberto e suponha que as fungoes a;;, b; e ¢, 1 <4, j < n, sao continuas

em {2 e tomam valores reais, podemos entao definir:

L:CHMQ) — C((Q)

u — Lu

onde Lu é dado pela férmula (2-3) e C*(Q)(respectivamente C'(€)) é o conjunto
das fungoes u : 2 — R k vezes continuamente diferencidvel (respectivamente
continua), com k = 1 ou 2.

Pelo fato de (2-1) ser linear, o operador L em (2-3) é um operador linear,

isto é, L(0) =0e
L(u+ av) = Lu + aLv (2-4)

para quaisquer u,v € C*(Q) e a € R.

Podemos associar a EDP nao homogénea (2-2) a EDP linear homogénea

Lu=0 (2-5)
que é chamada a equagdo homogénea associada a equagao (2-2). Por inducao e
linearidade de L, vemos que qualquer combinacao linear de solugoes da equagao
(2-5) é também solugao, isto é, se uy, ..., u,, satisfazem (2-5) e se ay, ..., a,, sao

escalares, entao

U= Z QU (2-6)
j=1

¢ também solugdo de (2-5).

Em linguagem de algebra linear, L. é um operador linear definido em um
espaco vetorial V de funcdes (V = C*(Q)) e as solugdes u € V da equacio (2-5)
formam um subespaco de V. Esse resultado é conhecido como o principio da
superposi¢do (na sua forma finita). Entretanto, o espago de solugoes da equagao
(2-5) pode ter dimensao infinita. Em outras palavras, serd que existe uma forma

infinita do pincipio da superposicao? A resposta ¢é sim, sob certas condigoes.
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Capitulo 2. Preliminares 15

Proposicao 2.1.1 (Principio da Superposi¢ao) Seja L um operador diferen-
cial parcial linear de ordem k cujos coeficientes estao definidos em um aberto
Q C R". Suponha que {tpy,}men € um conjunto de fungoes C* em Q satisfa-
zendo a EDP linear homogénea (2-5). Entdo, se {y, tmen € uma sequéncia de

escalares tal que a série:

u(X) = Qi (x) (2-7)

m=1
¢ k vezes diferencidvel termo a termo em € e converge (uniformemente), u
satisfaz (2-5).

Prova: Enunciamos a proposi¢ao no caso geral mas faremos a demonstracao
no caso em que k =1 ou k = 2, isto é, L é definido por (2-3). Nesse caso, por

hipdtese, quaisquer que sejam x € Q, 1 < 1,7 < n,

u(x) = Zamum(x)
Diju(x) = ZamDium(x)

D;Dju(x) = ZamDiDjum(x),

e essas séries convergem (uniformemente). Portanto, para todo x € €Q,

n

(Lu)(x) = Y ay(x)D;Dju(x +Zb x) + ¢(x)u(x)

',j—l

— Z Qi Z aij(x) D; Dju, (x) + Zb ) Dt (%) + (%)t (X)]

= Z (L) () = 0

o que demonstra a proposi¢ao no caso em que £ =1 ou 2. [ ]

Na secao seguinte daremos algumas defini¢oes para problemas que en-
volvem EDP’s e apresentaremos alguns exemplos classicos objetivando fixar

ideias.
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Capitulo 2. Preliminares 16

2.2
Condicoes de Contorno e Iniciais

Uma grande diferenca entre EDO’s e EDP’s é a informacao suplementar
necessaria para unicidade de solugao. Por exemplo, na solucao geral de uma
EDO linear aparecem uma ou mais constantes arbitrarias que podem ser
determinadas quando impomos condigoes iniciais, isto é, fixando os valores
da solucao e de suas derivadas até certa ordem em um determinado ponto;
também podemos obter unicidade, no caso de intervalos finitos, impondo
condicoes nos extremos dos intervalos, as chamadas condi¢oes de contorno
(como nos problemas de Sturm-Louville - que veremos mais adiante!). A
situacao para EDP’s é fundamentalmente distinta. Mesmo no caso linear, a
solucao geral, quando é possivel encontré-la, envolve funcoes arbitrarias das
variaveis independentes, de modo que existe um grau de generalidade muito
maior com relagao a forma da solugao.

No caso de EDP’s, cujo espaco de varidveis independentes é multidimen-
sional, procuramos solucoes definidas em um aberto €2 C R". Nesse contexto,
torna-se natural substituir os extremos do intervalo (caso n = 1) pela fronteira
012 da regiao 2. Quando impomos condigoes sobre o valor da solucao e de suas
derivadas na fronteira da regido (condi¢ées de contorno) temos um problema
de valores de contorno ou, simplesmente, problemas de contorno. Condigoes de
contorno aparecem frequentemente na descricao de fenémenos fisicos estacio-
narios, isto é, independentes do tempo. Encontraremos muitas vezes condigoes

do tipo

au(x) + 52—2 = f(x),z € 9 (2-8)
ou

onde o e B sao constantes dadas, f é uma funcao dada em 02 e — ¢é a
derivada de u na direcao normal a 9€2. No caso em que 5 =0, a condigéon(2—8)
é conhecida como condi¢oes de Dirichlet; no caso em que o = 0, temos uma
condicao de Neumann.

Em problemas fisicos dependentes do tempo, como é o caso de fenomenos
de difusao e de fenomenos oscilatorios, é muitas vezes conveniente separar a
variavel temporal ¢ das demais variaveis espaciais x,y, z. O que ocorre muitas
vezes € que os valores da solucao e de suas derivadas em relacao ao tempo até a
ordem k —1 (supondo que a EDP ¢ de ordem k em t) s@o descritos no instante
t = 0 como funcao de z,y, z, assim, generalizamos o conceito de condi¢oes
inictats impondo o valor da solucao e suas derivadas normais ao longo da
curva (n = 2) ou superficie (n = 3) inicial ¢t = 0. O problema correspondente
é um problema de Cauchy ou de valor inicial. Juntamente com as condigoes

iniciais, podemos impor condicoes de contorno, para todo t > 0, em relagao as
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variaveis espaciais: tais problemas sao chamados de problemas mistos.

Vamos tentar fixar os conceitos acima com os exemplos a seguir.

Exemplo 2.2.1 Seja Q C R® um aberto limitado (Q € o interior de um sdlido

Q). Vamos denotar por v = (x1,12,23) 0s pontos de R® e por A o operador

Pu  Pu  *u
laplaci R® (A = . Enta bl
aplaciano em R” (Au(x) 02 T o2 + 8x§) ntao o problema

u = a*Au em Q x (0,+00)
u(z,t) = 0, z€00, t>0 (2-9)
w(z,0) = f(z), 2€Q

¢ um problema misto.

A condigao u(x,t) = 0 para z € 9 e t > 0 é uma condi¢ao de contorno,
enquanto que a condi¢do u(z,0) = f(x) para z € Q é uma condicio inicial.
A funcdo f é dada, o® é uma constante positiva e procuramos uma solucao
u € C(Q x [0,400)) N C*Q x (0,4+0)), logo f tem que estar em C(Q).
Observe que, para que haja solucao, f tem que satisfazer uma condicao de

compatibilidade

f(x) =0,Vz € 99. (2-10)
Cabe observar que em problemas mistos, a condi¢ao de contorno e a condi¢ao
inicial nao sao inteiramente independentes e é preciso entao que seja satisfeita
uma condicao de compatibilidade para que haja solucao. Fisicamente, o
problema (2-9) descreve a temperatura u(x,t) no ponto = e no instante ¢ do
solido € feito de material homogéneo, com difusividade térmica igual a a? e
colocado em um reservatério térmico mantido a temperatura constante igual
a zero (condigoes de contorno) com uma distribui¢ao inicial de temperatura

f(z) (condigao inicial). O problema andlogo a uma dimensao espacial é

Uy = Uy, em (0,1) x (0, +00)
uw(0,t) = u(l,t)=0,t>0 (2-11)
u(z,0) = f(z),x€]0,]]

com condi¢ao de compatibilidade

f(0) = f(1) =0. (2-12)

No lugar do sélido €2 temos agora uma barra de se¢ao reta uniforme (com

drea muito pequena em relacdo ao comprimento) e comprimento /. Supomos,
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nesse caso, que nao ha troca de calor com o exterior através da superficie
lateral da barra (os extremos correspondem a fronteira de €2 e estdo mantidos

a temperatura constante zero, pela condi¢do de contorno).

Exemplo 2.2.2 O problema para a equacdo de onda em um intervalo finito

Uy = Uy em (0,1) x (0, 400)
u(0,t) = 0=u(l,t),t>0
u(z,0) = f(x),z €0, (2-13)
u(z,0) = g(x), z €0,

pode também ser considerado como misto (condigoes iniciais u(z,0) = f(z),
u(z,0) = g(x), x € ]0,1] e condigoes de contorno u(0,t) = 0 = u(l,t), t > 0).
Note que, como a equacao de onda é de segunda ordem em relacao a variavel
temporal ¢, precisamos de duas condigoes iniciais. Para que exista solucao é

preciso que f satisfaca a condicao de compatibilidade

f(0) =0=f(). (2-14)

No contexto fisico, o problema (2-13) descreve uma corda elastica de com-
primento [, presa nas pontas, vibrando em um plano vertical (uma corda de
violdo, por exemplo); u(x,t) é o deslocamento vertical da corda no ponto z
no instante t e as funcoes f e g descrevem, respectivamente, a posicao e a
velocidade iniciais da corda.

A generalizacdo do problema (2-13) com duas varidveis espaciais fica

uy = > Auem Q x (0, 400)
U(l’l,ﬂ?g,t) = O’ (371,1'2) S an t>0
U(xl,l'z,()) = f(xlax2)7 (xlax2) S ﬁ (2_15)

w21, 22,0) = g(1,22), (21, 22) € Q

onde Q C R? é aberto e limitado, e A é o operador laplaciano em R?. A

condi¢ao de compatibilidade nesse caso é
flz1,22) = 0,V (x1, 22) € ON. (2-16)

O problema (2-15) descreve o movimento de uma membrana vibrando (como

em um tambor).
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Exemplo 2.2.3 Seja Q C R? um aberto. Entdo

Au = 0em Q
u = fem 00 (2-17)

¢ um problema de contorno e de fato um problema de Dirichlet. A equacao
Au = 0 é denominada equacdo de Laplace. Em particular, estudaremos esse

problema quando €2 for um disco.

Exemplo 2.2.4 Um outro problema de contorno para a equacao de Laplace é

Au = 0em

ou

i — 0 2-1
o fem 0 (2-18)

que é conhecido por problema de Neumann.

Exemplo 2.2.5 Podemos, ainda, combinar os problemas (2-17) e (2-18):

Au = 0em
u = fem 09 (2-19)
ou
I 0
o gem O

O problema (2-19) é denominado Problema de Dirichlet-Neumann. As
condigoes de contorno f e g sao chamadas dados de Dirichlet-Neumann.

Na préxima secao veremos que o Problema de Dirichlet-Neumann tem
solucdo unica (em uma determinada classe de fungoes) quando os dados de
Dirichlet-Neumann atendem a determinadas condigoes. Apresentaremos alguns
teoremas que revelarao em que sentido as condigoes impostas aos dados de

Dirichlet-Neumann interferem na solu¢ao do problema (2-19).

2.3
O Método de Separacao de Variaveis

O Método de Separacao de Variaveis é um método que permite encontrar
solucoes de varios Problemas de Valor Inicial ou de Contorno em EDP’s. Dado

um determinado problema, a idéia basica do método é:

1. Separe a parte homogénea (H) do seu problema, onde vale o Principio

da Superposicao;

2. Procure autosolugoes, isto ¢é, solugoes (nao nulas) do sistema (H ); no caso

do Método de Separagao de Varidveis para duas varidveis,procuramos
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solugoes do tipo u(z,y) = X(x)Y(y). Sob uma expectativa otimista,

encontraremos uma familia de solugoes - tipicamente uy, ug, U3, ..., Up, ...

3. Pelo Principio da Superposicao, qualquer funcao do tipo chun(ac, )
n=1
também serd solugao de (H); Ainda usufruindo da expectativa otimista,

procure uma solugdo do tipo u(z,y) chun x,y), ajustando os

coeficientes ¢; de maneira a satisfazer as Condlcoes do problema inicial
que nao estavam em (H). Espera-se, assim, encontrar uma solugao do

problema original.

Vamos usar o Método de Separacgao de Variaveis para resolver o seguinte

problema:

Exemplo 2.3.1 Considere a equacao de Laplace em coordenadas polares

1 1
Uy + —Uy + —ugg =0 0<r<aeld<f<2r
r r

u(a,d) = f(0) 0<6<2r

em que f € uma funcao periddica de periodo 2w e a > 0. Observe que o dominio
(a regiao S, como anteriormente), neste caso, € o interior do disco de raio
a > 0. Vamos procurar solugoes do tipo u(r,0) = R(r)O(0). Se existem tais

solugoes, elas devem satisfazer:

1 1
R'O©+-RO+ —-RO"=0 (2-20)
r 72

1
multiplicando a equagdo (2-20) por 7‘2% e separando R e ©, temos:
T'QRH + T’R/ _ @l/
R e

Como r e 0 sdo varidveis independentes, a equagao (2-21) nos diz que

(2-21)

ambos os membros dessa iqualdade tém que ser constante, isto €,

7,QR// + T’Rl @//

S Y
R S}
Dai, extraimos duas EDO’s:
"+ =0 (2-22)
d , )\R
2-2
LRy =2 (223

Note que queremos © periodica de periodo 27 ja que, em coordenadas polares,

0 =« e = a+ 271 representam o mesmo ponto e, portanto, u deve assumir o
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mesmo valor para 0 = a e 0 = a+ 2w. Assim, o caso A < 0 nao nos interessa
(pois © seria uma combinacao de fungoes exponenciais).

No caso A = 0 temos que © € uma funcao afim, o que so € periodica
se for constante. A7 d%(rR’) =0=rR =¢ = R = cln(r) + ca. Como
In(r) — —oo quando r — 0%, para que a solugdo seja finita, precisamos tomar
c1 = 0. Assim, a unica solucao encontrada para A = 0 € uy = cte.

Enfim, se X > 0 temos ©(0) = ¢; cos(V M) +¢; sin(vVA). Como queremos
© periddica de periodo 2, precisamos tomar X = n*. Entdo temos ©(f) =
c1 cos(nf) + cosin(nf) e R(r) = cgr™ + cyr™". Novamente, para que a solugdo
seja finita quando v — 0%, precisamos tomar ¢4 = 0. Assim, encontramos as

sequintes solugoes separadas:
un(r,0) = r"(A, cos(nf) + B, sin(nh))
Superpondo tudo, esperamos ter uma solugao da forma
u(r,0) = Ag + i r" (A, cos(nf) + B, sin(nd))
n=1
Logo, tomando r = a, vem a condi¢cao
u(a,0) = f(0) = Ay + i a" (A, cos(nf) + B, sin(nf))
n=1

o que indica que esta € a série de Fourier de f. Em outras palavras, temos

Qp bn Qo . .
A,=—; B, = ot onde f(6) ~ 5 Zan cos(nf) + by, sin(nd).

27 an
n=1

FE interessante escrever esta expressao usando a forma complexa. Fica-

Qo

Ag =

riaMos ao Invés com
i0

u(r, ) = 3 en(5)n

a

n=—oo

1 2 )
onde ¢, = %/o f(@)e™dp.

Esta abordagem indica apenas que encontramos um candidato a solugao
do problema. Precisariamos, portanto, eleger esse candidato. Para isto, seria
necessario garantir sob que condig¢oes o dado inicial f serd “bem comportado”,
isto é, possuira série de Fourier e se esta série convirgira, por exemplo, para o
proprio f. Para informacoes sobre alguns resultados relevantes nesse contexto e
sobre classes de fungoes aqui ditas apropriadas ou comportadas, veja apéndice.
Para uma andlise mais aprofundada em relacao a existéncia e unicidade de

solugbes para os problemas aqui citados ou expostos, veja [7] e [6].
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3
O modelo Basico

3.1
Conducao elétrica

O objetivo da camuflagem é tornar um objeto invisivel, de modo que
os observadores que olham na direcdo do objeto nao conseguem veé-lo. As
palavras “olhar” e “ver” aqui se referem aos observadores que usam ondas
eletromagnéticas de alguma forma para descrever objetos. Por exemplo, o
observador pode iluminar ativamente o objeto com radar, ou simplesmente
fazer uso de ondas eletromagnéticas do ambiente, tais como a luz solar; nao
importa! Nesta secao, desenvolveremos um modelo matematico para uma
técnica de elaboracao de imagem conhecida como tomografia de impedancia
elétrica que faz com que seja facil ilustrar a ideia através da camuflagem.
Na proxima secao, mostraremos como disfarcar um objeto de modo que
se torne quase ou completamente invisivel para este tipo de imagem. No
entanto, as técnicas aplicaveis as metodologias de imagem eletromagnéticas
sao muito gerais. No principio, esses modelos encontraram aplicacao em
situagoes que pouco tém a ver com camuflagem ou eletromagnetismo, mas
que geralmente ocorriam em fendémenos fisicos ondulatérios; por exemplo, na
modelagem de problemas actsticos (ondas sonoras) para implementacao de
programas computacionais que corrigem falhas ou ruidos de gravacoes musicais
como também em modelos para aperfeicoamento de dispositivos silenciosos
no escapamento de veiculos automotores; ondas mecanicas, como as ondas
sismicas produzidas por terremotos. Os modelos para este tipo de onda
tornaram possivel desde investigar o interior da Terra até projetar sistemas de
alarme de terremotos que podem salvar milhares de vidas. Para problemas de
ondas mecanicas, existem também modelos aplicaveis na construgao de pontes-
que nao quebram mesmo quando ocorrem oscilacoes provocadas pelas ondas
do mar ou até mesmo do vento, como é o caso da ponte Rio-Niterdi.

Podemos pensar no modelo para o processamento de imagem definindo as
varidveis em R? ou R?, mas para esta exposicao serd mais simples trabalharmos

em um dominio limitado 2. Assumimos, apenas por conveniéncia, que €2 é
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o disco aberto unitdrio em R? e usamos coordenadas retangulares (r1,my).
Usamos 0f) para denotar a fronteira de €2, o circulo unitdrio. Suponhamos
que um objeto esteja contido em {2 e um observador externo tenta obter a
imagem deste objeto usando algum tipo de onda eletromagnética. Entretanto,
o observador se limita a trabalhar apenas em 0f). O observador injeta ondas
eletromagnaticas em (2, olha o que se exterioriza, e, em seguida, tenta deduzir

a estrutura interior.

IF Q

Figura 3.1: A regiao 2 esconde um objeto de um observador externo

Em geral, utilizam-se equacoes de Maxwell para quantificar o compor-
tamento de campos eletromagnéticos, mas isto, em principio, é desnecessario
para o problema. Alguma simplificacao pode ser obtida através da modelagem
da situacdo com a equacio da onda (uy = c*Au).

Por exemplo, as componentes dos campos elétrico e magnético no espacgo
vazio obedecem a equacao da onda. Podemos simplificar ainda mais quando
consideramos apenas estado estacionario, ou seja, quando todas as quantida-
des sdo independentes do tempo. Além disso, o interior de © (mesmo quando
“vazio”) nao consistird de um espaco vazio, mas sim de um material eletrica-
mente condutivo. Como se descreve em mais detalhes a seguir, o observador
usara correntes e tensoes elétricas previamente mensuradas para processar a
imagem do interior de (2.

Comecemos por quantificar o que queremos dizer quando mencionamos
que o interior de 2 é “vazio”. Inicialmente, definiremos alguns conceitos no
contexto fisico: um material é considerado homogéneo se as suas propriedades
fisicas sao as mesmas em todos os pontos e é dito isotrdpico se o material
nao tem propriedades direcionais. Por exemplo, um bloco de madeira pode ser
(aproximadamente) homogéneo, mas nao ¢é isotrépico, visto que a orientagao
da fibra apresenta comportamento fisico direcao-dependente. Dizemos ainda
que um material que nao é isotropico é anisotropico.

Assim, diremos que a regiao ) estd vazia se o interior de €2 € preenchido

com um material eletricamente condutor que é homogéneo e isotropico em
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relagao a conducgao elétrica; Suponhamos que esta é a condicdo em que o
observador externo espera encontrar (). Evidentemente, se colocarmos um
objeto dentro de €2, o objeto pode nao ter as mesmas propriedades elétricas
e vai alterar a forma como os fluxos de corrente elétrica seguem dentro de €.
Esta alteragao pode ser usada para a deteccao e elaboracao da imagem do
objeto do lado de fora de 2.

3.2
Conducao Isotrépica

Para quantificar tudo isso, denotemos por u(xy, z2) o potencial elétrico (a
“vyoltagem”) no ponto (z1,x2) € Q.0 campo elétrico E (um campo de vetores)
em () satisfaz E = —Vu. O campo elétrico puxa elétrons livres e impulsiona
o fluxo de corrente, porém, usaremos o modelo “cldssico de corrente”, em que
um fluxo de cargas positivas flui. Denotaremos por J o campo vetorial em €2
que descreve o fluxo de corrente. O modelo mais simples de como J depende

de E e, portanto, de u, é:

J=1E (3-1)

onde v é a condutividade, isto é, a propriedade elétrica que mede a facilidade
que um determinado material oferece a passagem de corrente elétrica quando
submetido a uma diferenca de potencial. No caso de um material isotrépico
homogéneo, ~ é simplesmente uma constante nao negativa, porém, mais
geralmente, v pode ser uma fungao de posicdo de (x1,x2), ou, no caso
anisotrépico, uma matriz; ver segdo 3.3 abaixo. A equacao (3-1) é, em certo
sentido, apenas uma versao bidimensional da lei de Ohm e postula uma relacao
linear entre o campo elétrico e o fluxo de corrente, com a corrente fluindo
sempre na dire¢ao de E. Se 7 torna-se cada vez maior (7 — +00), entdo um
excesso de corrente flui para uma determinada intensidade do campo elétrico,
ao passo que se 7 aproxima-se de zero (7 — 0), a corrente flui pouco. O caso
extremo, v = 0, corresponde a um perfeito isolante -nao importa quao forte o

campo elétrico seja, ndo havera corrente. De E = —Vu e (3-1) obtemos
J=-—Vu (3-2)

Se a carga elétrica é conservada em €2, como deve ser, se nao ha fontes

de corrente no interior, temos V - J = 0 em todo o interior de 2. Com (3-2),
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isso implica
V(yVu) =0, em Q. (3-3)

H& que se dar especial atengao ao caso em que v é constante. Nesse caso,
com ~y constante (isto é, quando (2 estd vazio), podemos simplificar (3-3) pela

equacao de Laplace:
Au =0, em ), (3-4)

onde u = u(xy, z2). Esta é a equagao diferencial parcial que deve ser satisfeita
pelo potencial elétrico v dentro de um condutor homogéneo isotrépico.

Cabe observar que as fungoes que satisfazem (3-4) sao referidas como
fungoes harmonicas. Evidentemente, qualquer fungao constante u satisfaz (3-4)
(que a partir de (3-2) corresponde a corrente zero em todos os pontos em ),
porém, o caso mais interessante ocorre quando a corrente é diferente de zero,
e isso requer um potencial nao constante em 2.

Como podemos obter um potencial nao constante dentro de 2 ? Indu-
zindo um potencial f nao constante sobre 0S2, por exemplo, fixando eletrodos

a 0f), de modo que
u=f, em 02, (3-5)

para alguma fungao f escolhida. Ou seja, a equagao (3-5) é uma condicao de
fronteira , e f é o dado de Dirichlet.

eletrodos

-

s

\O estimulo

ﬂggbw -[@

resposta e

Figura 3.2: Funcionamento tomografia de impedancia elétrica
Vejamos, entao, um exemplo cuja solucao é um potencial nao constante.

Exemplo 3.2.1 Suponhamos que parametrizassemos a fronteira do disco da
maneira usual,com x; = cosf,zo = sinf,0 < 6 < 2m. Seja f(0) =

acost + bsinf + ¢ , com a,b,c constantes, os dados de Dirichlet no ponto
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correspondente em 0S). Nestas condi¢des, a solugdo de (3-4) - (3-5) € a funcao
harménica u(xy,x2) = axy + bry + ¢

De fato, temos que Au(xy,z5) = 0, para (z1,22) = (0,0) € Q. Para
(x1,22) # (0,0), escrevamos x1 = rcosf e xo = rsind, onde 0 < r < 1 e
0 <0 < 2. Assim, u(xy(r,0), x2(r,0)) = ar cosf + brsind + c. Usando regra

da cadeia e derivando em relagdo as varidveis r e 0, temos que Au(r,0) =
% + %% + %% =0+ %(acos@ + bsinf) + T%(—arcos@ — brsinf) = 0.
Além disso, quando r = 1, temos u(1,0) = acosf + bsinf + ¢ = f(#). Logo,
concluimos que o problema equivalente: Au(r,0) = 0 para (r,0) € [0,1)x][0, 27)
e u(1,0) = f, tem por solug¢ao u(r,0) = arcos@ + brsinf + ¢, satisfazendo,
portanto (3-4) - (3-5). Observe que esta solug¢do é a superposi¢ao das solugoes

constante e n =1 do exemplo 2.3.1.

A equagao de Laplace (3-4) e a condigao de fronteira de Dirichlet (3-5),
em conjunto, constituem um problema de Dirichlet, com uma solugao tnica
u para qualquer potencial aplicado f que seja vidvel (por exemplo, continuo).
Ainda nao encontramos a presenga de um objeto dentro de €2, entao (3-4) é
apropriado apenas para um recipiente vazio em (). Em uma se¢ao posterior,
mostraremos como modelar e detectar a presenca de um “buraco” nao condutor
dentro de €.

3.3
O caso Anisotrépico

Muitos materiais apresentam propriedades fisicas anisotrépicas. No con-
texto da conducao elétrica, isto significa que, em qualquer ponto, um material
pode conduzir melhor em algumas dire¢oes do que em outras, de modo que
o modelo de condugao de (3-1) com 7 sendo um escalar é inadequado. Uma
generalizagao natural de (3-1) é assumir que, em qualquer ponto do material,
h& uma direcao de maxima condutividade e uma dire¢ao de condutividade mi-
nima. Suponhamos que o material tenha maxima condutividade vy, > 0 na
direcao do vetor unitario vy; e condutividade minima ~,, > 0 na direcao do
vetor unitario v, , entao 0 < 7, < vp. Também é natural supor que os ve-
tores de direcao, vy e v, sao ortogonais entre si. Um modelo que expoe esse

comportamento é
J =0E, (3-6)

onde o é uma matriz simétrica positiva definida 2 x 2 (¢ pode depender
da posigdo), uma vez que as matrizes positivas definidas simétricas tém

autovetores ortogonais e autovalores positivos. (Lembre-se que uma matriz
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A é positiva definida se v'Av > 0 para todos os vetores v nao nulos, onde v
¢ o transposto de v). O inverso também ¢é verdadeiro: uma matriz com uma
base ortogonal de autovetores e autovalores positivos é uma matriz simétrica

positiva definida. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.3.1 Uma matriz 2 X 2 o que modela um condutor isotropico com

condutividade (escalar) vy em todas as diregoes é:

(i 7)

Exemplo 3.3.2 Uma matriz de condutividade anisotropica o que modela um

material homogéneo com condutividade geral vy na diregao do vetor unitdrio

V2. V2

vy = i + 7}\ e condutividade v, na diregcao do vetor unitdrio v,, =
2~ 2~

—1 — ——J € dada por:

B 9 J p

(v +9m) (/v — Ym)

_ 2 5
“ (Yar = Ym) (Y1 + V)

2 2
Note que o é diagonalizdvel, isto é, 0 = PDP™' = PDP!, onde P

€ a matriz cujas colunas sao autovetores de o e D é a matriz diagonal de

autovalores (na ordem das colunas de P).
Para condugao anisotrépica, (3-6) substitui (3-1), e (3-3) torna-se
V(oVu) =0, em €. (3-7)

Se um campo elétrico E é aplicado numa direcao que é paralela a vy,
entao o fluxo de corrente resultante ¢ J = oE = vy/E tal que ||J|| = || E||.
Para um valor fixado de ||E||, esta diregdo para E (paralela a v);) maximiza
| J|I; veja a proposigao 3.3.3 abaixo. Da mesma forma tendo E paralelo a v,

minimiza [|J||.

Proposicao 3.3.3 Se o € uma matriznxn positiva definida e firamos ||v]| = 1
entdo ||ov||* é mazimizada quando v é um autovetor para o correspondente ao

maior autovalor para o.

Prova: Inicialmente, como o é positiva definida, temos uma base de au-

tovetores. Assim, seja {vy,vs,...,v,} base de autovetores de o associada aos
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n
autovalores 0 < Ay < Ay < ... < \,,. Seja v = Zakvk. Temos:
k=1

lov]|* = <ov,ov>

n n
= < E ak)\kvk, E QpALUL >
k=1 k=1
n
2y 2
= § (6773 >\k7
k=1

n

pois os v sao ortonormais. Nosso problema é, portanto, maximizar E i\’

k=1
n
sujeito a Za;f =1.
k=1
Agora, note que
n n n
Z%QMQ < Zak,?)\l; < ZakQ)\nz
k=1 k=1 k=1
n
0< )\% < ZakQ)\kQ < /\n2.
k=1
E isto prova o resultado. ]

3.4
Tomografia de impedancia

Na tomografia de impedancia tenta-se imaginar o interior de {2 através
da aplicacao de uma corrente elétrica para 0f), digamos, anexando varios
eletrodos em 0f). A corrente aplicada na fronteira induz uma variacao espacial
potencial (isto é, tensdo) ao longo do interior de €2, induzindo o fluxo de
corrente pelo interior. A corrente deve entrar ou sair de ) através dos eletrodos
conectados, e o potencial resultante sobre 92 (que pode ser medido) depende
das propriedades do interior de €. A partir deste tipo de informacao -
corrente aplicada e tensao resultante - pode-se deduzir informacoes sobre as
propriedades elétricas do interior de 2, tais como a condutividade, e, assim,
formar imagens. Veja figura 3.3 de um exemplo de uma imagem do coragao e
dos pulmoes obtidos a partir de um sistema de imagem real da impedancia.

O leitor interessado pode encontrar no apéndice uma deducao simplifi-
cada para o problema da tomografia de impedancia elétrica. Neste caso, de-
duzimos a EDP que rege o potencial elétrico u no interior de €2 a partir da
formulacao matematica da impedancia elétrica e das formas diferenciais das

equacoes de Mazwell.
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ac1EEE. g i g

.

3.0 54 40210 =50 ¥k 400

- - - -

Figura 3.3: A imagem do lado esquerdo é uma imagem de impedéancia de uma
secao transversal do tronco, feita com o coragao preenchido com o sangue
que saiu dos pulmoes do individuo. A area do coracao aparece em vermelho
neste momento por consequéncia da alta condutividade (sangue é um bom
condutor). Em contraste, nesse instante, os pulmoes tém pouco sangue e sao
mostrados em azul. Na imagem a direita, o sangue ja teria deixado o coragao
e preenchido os pulmdes, invertendo as cores. (Figura extraida de [5]-Imagens
cedidas por David Isaacson e do grupo de imagem por impedancia elétrica do
Instituto Politécnico Rensselaer, obtidas a partir de seu sistema de imagem de
impedancia ACT III)

3.5

Imageamento de regides vazias

Vejamos como alguém pode imaginar alguns tipos especiais de objetos
em {2 através da tomografia de impedancia elétrica, injetando uma corrente
e medindo o potencial resultante. Tomamos a abordagem equivalente, porém,
mais matematicamente conveniente de aplicacao de um potencial e, em seguida,
medimos a corrente resultante em 0€2. A chave é a de determinar a relacao entre
o potencial aplicado e a corrente resultante na fronteira de um objeto e como
essa funcao depende das propriedades do interior de 2.

Para comegar, suponha que () estd vazio, isto é, tem condutividade
isotropica homogénea v > 0. Suponha que se coloque um objeto nao condutor
D dentro de 2; pense em D como um vacuo, isto é, ausente de matéria. Quando
um potencial f é aplicado a 9€), a presenca do vacuo interrompe o fluxo de
corrente no interior de 2, e este efeito deve ser observado a partir da fronteira.
A quantidade observada é a velocidade com que a corrente flui em €2 em cada
ponto em 0f2. A velocidade a qual a corrente flui para fora, préximo a um
ponto p € 982, é J(p) - n(p), onde n(p) é um vetor normal unitario que aponta
para fora de 02 no ponto p. Iremos, doravante, suprimir a dependéncia de
quantidades como Vu ou n em p. Aplicacao de (3-2) mostra que a corrente

que flui para fora através de 0f2 em um determinado ponto é —yVu - n. A
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taxa em que a corrente entra por 02 é vVu - n, que é o dado de Neumann
para a funcao u. A presenca de D em 2 altera o fluxo de corrente, para que
nenhuma corrente possa fluir para dentro de D a partir de Q\D. Isso significa
que J-n =0 em 0D, onde aqui n denota um vetor normal unitario em 0D,
digamos, apontando para dentro de D (fora de Q\D). A partir da equagao
(3-2) obtemos yVu-n = 0 em 9D. Neste caso, o potencial u é definido apenas
em Q\D e obedece a equacao de Laplace 14, junto com a condigao de fronteira

de Dirichlet (3-5) em 0f2 e a condigao de fronteira adicional

YVu-n =0, em 0D. (3-8)
Como v > 0, também podemos escrever (3-8) simplesmente como
ou u
o 0, usando a notacao abreviada n := Vu - n para a derivada normal.
n n

Exemplo 3.5.1 Suponhamos que o observador aplique o potencial f(0) =
cos 0 +sin 6 para a fronteira do disco. Do exemplo 3.2.1, o potencial resultante
no interior do disco vazio € u(xy,ry) = x1 + 2. Mas se tirarmos uma bola
D = By5(0) (onde usamos B,.(p) para denotar uma bola de raio r centrada no
ponto p, e 0 indica a origem), entdo u(xy,x2) = x1 + X2 jd nao € o potencial
induzido no anel Q\D pelo potencial f, porque u nao satisfaz (3-8). Para ver
isto, note que 0D pode ser parametrizada como x1 = 5 c08 0, ro = §sin9
comn = —cosf i —sinf j. Entio Vu-n = (i+ 7 )(—cosf i —sinf j ) =
—(cos@+sinf) o que nao € identicamente nula em 0D. Na verdade, neste caso,
(71 + 22)(4x1% + 4292 + 1)

5212 4 bxo?
Veja figura 3.4 para grdficos do fluxo de corrente J para cada caso. O vdcuo

o potencial correto de dentro de Q\D € u(xy, x2) =

ndao condutor impede o fluro de corrente, e o observador mede (em coordenadas

polares (r,0)) %(1, ) = g(COSH—i—SiD 0) em 02, em compara¢ao a 8—::(1, ) =

cos @ + sin 6 para o disco unitdrio intacto.

({L‘l + $2)(4ZE12 + 41‘22 + 1)

Podemos verificar qua a fungao wu(zy,zs) = do
51‘12 + 51’22
exemplo 3.5.1 ¢é realmente harmonica em Q\D (onde D = By/,(0)) com
u=cosf +sinf em 02 e Vu-n=0em 0D. .
Inicialmente, facamos x; = rcosf, zo = rsinf, para 3 <r<le

0 < 0 < 2m. Vamos verificar que:

Upp + —Up + —2U99 =0
r r
u(l,0) = cosf+sinf em 0N
Vu-n = 0 em 83%(0).
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4 1 4 1
Com efeito, u(r,29)1: (gr + 5)(C089 + sin 931 e, entléo, Uy = (5 — ﬁ)(cosﬁ +
san), Qirr = (gﬁ)(cose + sinf), up = (g?‘ + 5)(—sin0 + cos ), ugy =
(gr + 5)(— cosf — sinf). Assim,

Uppr + —Up + —21699 =
T r

1 )
— (ﬁ+57_r_3_§_ﬁ>(0089+81n9>20

4% —1 ~ 472 +1 ~
Além disso, Vu = ( T5 5—)(cos @ + sinf)i + ( r5+ )(cosf — sinf)j e
r r
1 ~ 1 A~
n:—500592’—§sin9j.

Figura 3.4: Comparacao de solugoes no disco unitario e no anel. O gréfico a
esquerda mostra linhas do fluxo de corrente J = —yVu, onde u é a solucao
para a equacao de Laplace com condigao de Dirichlet f(6) = cos(f) + sin(6)
(o potencial aplicado pelo observador) na fronteira do disco unitario. O fluxo
mostrado no grafico do meio tem o mesmo potencial aplicado f na fronteira
exterior, com a condicao de Neumann nula do fluxo na fronteira interior do
anel 1/2 < r < 1. O grafico mais a direita compara J na fronteira do disco e
do anel, onde as setas mais curtas correspondem a J para o anel.

3.6
Problemas inversos e camuflagem

A discussao acima sugere um processamento de imagem por impedancia
para a coleta de informagoes sobre o interior de {2, neste caso, encontrar um

buraco em (2:
1. Aplique um potencial f para 02 (equacao 3-5);
2. Mega a resposta 7Vu - n em 0f2 (medir a corrente resultante).

A partir deste tipo de “estimulo-resposta” ou dados de Dirichlet-Neumann

desejamos determinar o tamanho exato, a forma e a localizacao do buraco D.
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Evidentemente os passos 1 e 2 podem ser repetidos com diferentes potenci-
ais de entrada f, que podem produzir informagoes suplementares. Imagem de
impedancia é um exemplo de problema inverso. A definigao de um problema in-
verso nao é imutavel, mas pode ser definido mais ou menos como um problema
que propoe “deduzir a causa do efeito”. No contexto das equacoes diferenciais,
essa proposta toma frequentemente a forma de deduzir os coeficientes de uma
equacao diferencial a partir do conhecimento das solugoes, ao invés do mais
tradicional problema “direto” de encontrar a solu¢ao para uma equagao dife-
rencial especifica com coeficientes conhecidos. Nesse caso, o problema inverso
¢ deduzir qual regiao interior D poderia ter rendido a atual fronteira medida
para o potencial f aplicado (em vez de serem dados D e f, e pedir para calcular
a atual fronteira resolvendo a equagao diferencial). Problemas inversos desta
forma muitas vezes ocorrem em aplicagoes onde se quer deduzir a estrutura
interior a partir de medigoes exteriores.

Vamos retratar a definigao de problema inverso no contexto da tomografia

de impedancia elétrica. Consideremos entao as equagoes:

V-(=oVu)=0 em £ (3-9)
u=f em 0N (3-10)

ou =
0o = J em 09 (3-11)

em que o dado de Dirichlet f é o potencial elétrico em 02 (estimulo) e o dado
de Neumann J é a componente normal ao contorno do fluxo de corrente elétrica
na fronteira 02 (resposta).

Primeiramente, o problema direto consiste na determinacao do potencial
elétrico u no interior do dominio e da resposta J no contorno, supondo-se
conhecidas a distribuicao de condutividade o e o estimulo f aplicado neste
contorno. Denotaremos o potencial f aplicado por ugp;.. Com isso, pode-se
resolver as equagoes (3-9), (3-10) e (3-11), gerando como resposta os valores
dos fluxos de corrente J medidos no contorno, que denotaremos por J,eq.
Matematicamente, a resolucao do problema direto pode ser vista como uma

transformacao dada através do seguinte operador

‘zuaplic (U) = Jined (3—12)

que representa o processo de transformar as informagoes dadas por ugpiic € o
na resposta dada por J,,eq.

Por sua vez, no problema da tomografia de impedancia elétrica, a

distribuicao de condutividade ¢ no interior do dominio €2 nao é conhecida. As

unicas informagoes que podem ser acessadas sao os dados de estimulo-resposta
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no contorno do dominio. Entao, devemos tratar o problema como um problema
inverso que consiste na inversao do operador dado pela equagao (3-12), ou seja,
dados os valores do potencial w4y aplicado e do fluxo de corrente J,,.q medido,
determina-se a distribuicao de condutividade ¢ no interior do dominio:
‘Z;alplic(Jmed) =0 (3-13)

Em resumo, o problema direto corresponde a resolugao da equagao (3-9)
considerando-se conhecidas a distribuicao de condutividade o e uma condicao
de contorno (equacao (3-10)). Ja o problema inverso consiste em resolver
a equacao (3-9) considerando-se conhecidas as duas condi¢oes de contorno
(equagoes (3-10) e (3-11)), porém desconhecida a distribui¢ao de condutividade
o no interior do dominio.

Neste momento, podemos considerar termos em maos o inicio de uma
capa primitiva. Se quisermos esconder um objeto condutor dentro de €2, nds
simplesmente escavamos um buraco nao condutor para algum raio p > 0 em
2 e colocamos o objeto dentro. O objeto é, assim, eletricamente isolado do
exterior e nao pode ser visto com a imagem de impedancia. Infelizmente, o
proprio buraco pode ser visto, por isso, um observador sabera que algo esta
sendo escondido, mesmo que ele nao possa dizer o que é. No entanto, essa ideia
é o inicio de uma camuflagem vidvel, mas primeiro precisamos analisar mais

cuidadosamente a equagao de Laplace em um anel Q\B,(0).

3.7
Solucao para equacao de Laplace no anel

Vamos supor D = B,(0), semelhante ao painel central na figura 3.4, com
p < 1. Nosso objetivo é determinar p usando imageamento por impedancia.
Uma maneira facil de fazer isso ¢é resolvendo a equacao de Laplace com
condigoes de fronteira (3-5) - (3-8) de forma explicita para ver que o valor
de p é, de fato, codificado nos dados de Neumann yVu - n em 0€2. A solugao
para equacao de Laplace, pode ser obtida com uma separacao de varidaveis em
coordenadas polares que desenvolveremos abaixo.

No que segue, suponhamos v = 1, embora seja apenas por conveniéncia.

O dominio Q\ D é um anel, por isso é conveniente escrever a equacao de

Laplace (3-4) em coordenadas polares

Pu  10u 1 0%u

D Tt I -14
8r2+7‘8r+r2392 0 (3-14)

onde u = u(r,0) é o potencial em Q\D. Usando (3-14) é simples verificar

el k6 o k] ko

que as solugoes 1, In(r), , para k € Z, sao harmonicas para
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r > 0 e, consequentemente, sobre o anel Q\ D. Construiremos, assim, a solugao

relevante u(r, 0) com o argumento de superposigao destas fungoes,

u(r,0) = co + doln(r) + Z (cxr™ 4 dgr=IF) ek (3-15)
keZ\{0}

escolhendo corretamente os ¢ e d,.
A condigao de fronteira de Dirichlet v = f em OS2 significa u(1,0) = f(0),

que é,

cot+ Y (cx+di)e™ = f(0) para 0 €[0,2m). (3-16)
kez\{0}

Isto parece a série de Fourier dos dados de Dirichlet f. Podemos assumir,
entao, que f é bem comportada, isto é, continua e diferenciavel por partes, de
modo que sua série de Fourier converge pontualmente para f. Neste sentido,

podemos expandir f em uma série de Fourier como

1

27 Jo

f(0) = Z fre™ onde f, = 7 F(O)e

keZ
Ao combinar os fp com os termos correspondentes a esquerda em (3-16),

concluimos
co=fo e cx +dp = fi, para k€ Z\{0}. (3-17)

Para completar o cdlculo, usamos as condigoes de fronteira de Neumann (3-8),

U
que assume a forma — = 0 em 0D (utilizando o fato de que o campo de

or
vetores n em 0D aponta radialmente em dire¢ao a origem, entao (;% = B—f
ao longo desta fronteira interna. Formalmente, tomando a derivada termo a
termo de (3-15) em relacdo a r e avaliando em r = p temos
do - k-
—+ Z | | (cpp® =t — dpp™ =1 = 0 para 6 € [0,27).  (3-18)
keZ\{0}

A equacao (3-18) pode ser interpretada como a série de Fourier da fungao
identicamente nula, cujos coeficientes de Fourier sao iguais a zero, por isso,

podemos concluir que
dy=0 ¢ | k| (cp® ™ —dpp =1y =0 para k € Z\ {0}. (3-19)

Resolvendo (3-17) e (3-19) para ¢ e di, e substituindo em (3-15) para se obter

a solucao para a equacao de Laplace no anel que satisfaca as condigoes de
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fronteira (3-5) e (3-8):

u(r,0) = (T puiguo . Py (3-20)
A 2|k 2|k :
=1+ p?H 1+ p2lkl

para todo r € [p,1] e § € [0,27); u é indefinida dentro de D. A partir de

(3-20), podemos facilmente calcular os dados de Neumann em 052, observando

0
que — = — nesta fronteira externa, onde r = 1:
on  Or
du Z | k(1= P2|k|) k6
keZ

Podemos calcular a solugdo para a equagao de Laplace no disco aberto (sem
0 “vdcuo” D) usando o mesmo procedimento, mas omitindo os termos n(r) e
Ikl etk o (3-15). Como se poderia esperar, a solugao acaba sendo exatamente
0 que se obtém a partir de (3-20) com p = 0. A mesma observagao vale para
os dados de Neumann em (3-21). Deve-se ressaltar que é preciso assumir que
f é suave o suficiente para que a série de Fourier (3-21) convirja de forma
significativa, por exemplo, pontualmente para alguma funcao continua.

Nesse contexto, vejamos no exemplo a seguir como o raio p do buraco

pode ser codificado através da informacao obtida com os dados de Neumman.

Exemplo 3.7.1 Podemos determinar o potencial u(r,8) no anel p < r <1

ou
a_n(17 0)7

vendo, assim, como o raio p do buraco é codificado nesta informagao.

0
que satisfaz u(1,0) = cosf e a—u(p, 0) = 0, e em sequida calcular
n

2, 2
— 1
Temos, a priori, u(r,0) = %COS 0. Note que, f_1 = f1 = 7 Pois
, L ou ou
f =cosO éreal, fo =0, eu(l,0) = cosb. Além disso, %(p, 0) = E@’ 0) =
2 _ 2 1 2
ucos@ =0, e @(1,9) = wcos@.
2+ ) on e

3.8
Capa Inadequada

Como mencionado acima, a maneira pela qual podemos tentar ocultar
um objeto dentro de € é abrindo um espaco D = B,(0) para algum 0 < p < 1
adequado, dispondo ali o objeto, isolando-o, assim, eletricamente de 0. O
observador nao pode reunir qualquer informacao sobre o objeto, uma vez que
os dados de Neumann sao dados por (3-21) e ndao dependem do que esta dentro
de D. Infelizmente, a expressao em (3-21) mostra que os dados de Neumann a
direita sao claramente dependentes de p. Se p > 0, o observador provavelmente

estard ciente de que algo suspeito esta acontecendo.
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Para quantificar isso, denotaremos por ug a solucao para a equacao de
Laplace em 2 com dados de Dirichlet ug = f, quando nenhum vacuo D esta
presente ({2 estd vazio). Seja u a solugao em Q\D com D = B,(0), u = f em
092, e a condigao de fronteira (3-8). Queremos calcular apenas quanto os dados
de Neumann para u e uy diferem em termos de p. A diferenca nos dados de

Neumann para u e ug é, a partir de (3-21),

ou Ou k(1 — p?IF)
on1:0) = G10) = I e = 5 e
kEZ
2 | k| p*H ko
= =) TS (3-22)
kez 1+ p2lk|

Uma maneira conveniente de medir o valor da diferenca é considerar a

norma de L?(09):
ou Oug ou Oug 9
—(1 1 2 1 ——(1
10400, = 00,0 = [ 1 24010~ G210 2 a9
ou 8u0 2 4/€2 A1kl 2
/0 T (1:0) = G0 P a0 =2 s e 629

em que a tltima linha decorre de (3-22) e identidade de Parseval (ver apéndice).

k|
De (3-23) e do fato que m <ptse0<p<lel|k|>1, vemos que
8u 8u0 4k2 Akl
510 = 5 (0 Mizom = 272 sy | e
< 8%2 Kot | fiP=4p'2r Y K| fi]?)
keZ keZ

ou
52 1,0) Ban

A dltima igualdade no lado direito acima segue por considerarmos p = 0 em
(3-21) e usando a identidade de Parseval. Tomando a raiz quadrada de cada

expressao acima nos leva a:

ou 8u0

0u0

(1 0) || 200y < 20° || —(1 0) |l r200) (3-24)

Em suma, se o orificio for pequeno, a diferenca entre os dados de Neumann
serdo pequenos, proporcional a p*(isto é, & 4rea do orificio). Se o observador
mede os dados de Neumann com precisao finita, podemos esconder o objeto,

fazendo p tao pequeno que perturba os dados de Neumann a um nivel abaixo
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do limite de precisao - mas somente se o objeto se encaixar! Se o observador
fizer as medicoes dos dados de Neumann em precisao alta o suficiente, entao
(3-24) ditard um valor para p muito pequeno para esconder nosso objeto, e,
assim, essa abordagem nao funcionara.

Com essas ideias, vejamos através do exemplo abaixo quanto os dados
de Neumann para u e ug diferem em termos de p. Consideremos para tanto u

satisfazendo as condigoes como no exemplo 3.7.1.

Exemplo 3.8.1 Podemos calcular || g—u(l,Q)—%(l 0) || z2(a0) sendo o dado
n
de Dirichlet f(6) = cos®b.
. (r* = p?)
Inicialmente, observemos que uy(r, ) = rcosf, u(r,0) = ————= cos @,
1+ )
1 — 2
e, assim, %(1,6) = cosf, %(1,6’) = ﬁcos@. Logo,
1— p2 2 (] _ 2
HMCOSQ—COSHH%Q = / |wCOSG—COSQPd9
1+ p? (00) o  1+p?
2T _2p2 )
- /0 (1+p2 cos 0)°df
4 2
= A / cos? 0df
(L+p%)? Jo
4 4 4
_ 0 / (1+C0829)d0: 4p -
1+ p?)? 2 (1+p%)?
ou Oug 0%)

(1-
—(1,0) — o — (L,0) |lz2(00)= ||Tp2c039—c0s9|]L \/_

8 (09) 1 _|_ 1L 2

Pode-se ainda pensar em uma generalizacao para o exemplo 3.7.1 com o

seguinte:

Exemplo 3.8.2 Se o coeficiente de Fourier f; € nao nulo, entdo podemos, em

principio, determinar p, a partir da fronteira dada, avaliando a integral

2m ou
I= 1,0)e"*do
a0
1-p* I
(L+p%) 21h
partir dos dados de Dirichlet).

Com efeito, usando (3-21) e o argumento de ortogonalidade das fungoes

e entao resolvendo para p (note que fi estd bem definida a

e™ em [0,2n], isto ¢,

2m —
/ G imd _ 2m, se n=-—m
0 0, se n#—m

temos
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e, logo obtemos
2 au
I = —(1,0)e™*db
/0 ( aﬂ( Je

|k| 1_ 2|k|) 1k0N —10

keZ
k| (1— p* 2 1—p?
Z | :’l( 2I$| )fk;/ elkee—ledg — (1 p2)f127_[_ (3_25)
Py +p 0 +p
1—p? 1
Portanto, como f1 é nao nulo, (3-25) resulta em (1=p) =
1+ p? 21 f1

Neste contexto, quanto os dados de Neumann diferem em termos de p?
O seguinte exemplo nos mostrara que, de fato, os dados de Neumann para u e

ug devem diferir em pelo menos uma quantidade proporcional a p?.

Exemplo 3.8.3 Se o coeficiente de Fourier fi é ndo nulo (e note que f_, = f1
se f € real), entao

ou 8u0

| Gn(l 0) — 8_(1 0) || 200> —————

42| fi|

1+ p?

> 27| fi] p?

para p < 1.
Consideremos que f € real e, portanto, f_1 = fi. Logo, |f_1| = | f1|.

Temos, assim, que

ou 8U0

4]{32 4|k
I 510 = (0 lsmy = 273 s | e P
keZ

4p*| foa|? o 4p*| f1]? _ 167 f1]p?
(14 p2)? (1+p%)*  (1+p?)?

v

2

logo, extraindo a raiz quadrada em ambos os membros da desigualdade acima,

@(1,0) — Ouo 4\/_|f1|p > 27| fi]p?, para

chegamos a || o 5 —(1,0) 200> (1+p)

p<1.
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4
Construcao da Camuflagem

O que precisamos é uma maneira de inserir um grande buraco em
2 enquanto fazemos com que pareca um buraco muito pequeno para um
observador externo, ou simplesmente, nenhum! Mostraremos como fazer isso
no caso D = B %(0), embora funcione para um orificio de qualquer raio
menor que 1. A chave é cercar o buraco D com um anel de material que
tenha uma condutividade anisotropica adequada. As propriedades desejadas
desta condutividade anisotropica podem ser deduzidas a partir de um simples

argumento de mudanca de varidveis.

4.1
Mudanca de Variaveis

Usaremos ), para denotar o anel aberto Q\B,(0) (a linha superior

indica o fecho da bola). Escolha p € (0, 5) e seja u uma solucao duas vezes
continuamente diferencidvel para a equacao de Laplace em §2,, com dados
de Dirichlet f em 09 e condigdo de fronteira de isolamento (3-8). Seja ¢
uma funcao invertivel de ﬁp em Q% , suponha que ¢ e ¢~ sendo duas vezes
continuamente diferencidveis. Denotaremos por x = (x1,22) as coordenadas

retangulares em 2, e y = (y1,%2) as coordenadas retangulares em Q%, com

y = ¢(x). Assuma que ¢ leva a fronteira interna || x ||= p de Q, na fronteira
interna || y ||= 5 de 21, ¢ também leva || x||=1em]| y||=1, e que a derivada
de ¢
oy O
— 83:1 8%2
DA =\ o Op
3x1 8ZE1

¢ nao singular em ﬁp.

Defina uma fungao v em Q1 por v(y) = u(¢ ' (y)), ou equivalentemente,
v(o(x)) = u(z). Ou seja, v é simplesmente a funcao “pushed forward” de Q,
para o dominio €2 1 pela fungao ¢.

Como Au = 0 em Q,, v satisfaz uma certa equacao diferencial em Q%, 0

foco do seguinte lema.
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Lema 4.1.1 Com base nos pressupostos acima, a fun¢ao v(y) satisfaz a

equacgao diferencial parcial:
V- (o(y) Vo) = 0 (41)
em S, onde o(y) denota a matriz 2 X 2

_ Dé(x)(Dg(x))"

) = Taet(Do(a)) | (42

avaliado em x = ¢~ *(y).

Prova: Certamente a prova deste lema pode ser feita aplicando-se o Laplaci-
ano em x para os dois lados da equagao u(x) = v(¢(x)) e usando a regra da
cadeia, porém, torna-se trabalhoso e confuso. A maneira mais elegante é ob-
ter a prova através do teorema da divergéncia. Inicialmente, a regra da cadeia

aplicada a u(z) = v(¢(z)) produz

oy n 0y Gyl 0x4 8y2 ’
Oy On 00 o o

922 = By 0 ) T Gy 3y, 00D

Essas equagoes podem ser escritas de forma mais compacta como V,u(x) =
(D¢ (x))'V, v(¢(x)), onde D¢ é como acima definido, V,, refere-se ao gradiente
em (r1,x9) e V, refere-se ao gradiente em (yi,y2).

Seja w(z) uma funcdo continuamente diferencidvel definida em Q, com
w = 0 em 98, e defina w em € através de w(y) = w(¢ (y)) (ou
w(z) = w(p(x)). Assim, vale que V,w(z) = (Dé(z))"V,w(p(z)). Como

Azu=0em Q, (A, é o laplaciano nas coordenadas x) temos:

/Q w(x)Ayu(z)dr = 0. (4-3)

Note que wAu = V, - (wV,u) — V,wVu. Logo, substituindo em (4-3) e

aplicando o teorema da divergéncia para o primeiro termo, obtemos:

/ wVu - nds — / V,w - Vudr = 0.
o0, Q

P

Como w = 0 em 92,, a primeira integral acima ¢é igual a zero, entao:

/ (V,w)'V,udr = 0
Qp
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j& que Vow - Vyu = (V,w) ' Vau. Logo, como Vu(z) = (Dé()"V,o(e(z))

e Vow(x) = (Dg(x)) 'V, w(p(x)), podemos escrever a tltima equagio como:

|, T ) (Do) (Do) Ty (o(de =0
Agora, fazendo uma mudanca de variaveis para o sistema de coordenadas v,
com ¢(x) =y edr = ]detc(l—%gzﬁ)\’ encontramos:
| ) 0w )y =0 (-4
3

com o(y) definida como no enucniado do lema. Além disso, temos que:

(a(y)Vyo(y)
=V, u(y) - (o(y)Vyo(y) =
= (V,w(y))(o(y)Vyv(y) + w(y)Vy - (a(y)Vyo(y)

=V, - (W(y)o(y)Vy(y) — w(y)Vy - (0(y)Vyo(y)).

Substituindo (4-5) no integrando em (4-4), encontramos

/Q Y, - (@()o )V, o))y — / FW)V, - (0(4)Vyo(y))dy = 0.

1 1
2 2

Logo, pelo teorema da divergéncia, para a primeira integral do lado
esquerdo acima, e pelo fato de que w = 0 em 0f) 1, segue que esta integral

¢ igual a zero, e, assim, obtemos

/Q TV, - (0(4)V,0(y))dy = 0. (46)

1
2

A fungao w(y) é arbitraria (ja que dado qualquer w poderfamos ter escolhido
w(r) = w(¢p~'(r)) tomado sobre €,), entdo (4-6) vale para qualquer w
continuamente diferencidvel. Afirmamos que isto forca V, - (o(y)V,v(y)) a
ser identicamente nula em €2 1.

Com efeito, seja h(y) = V, - (oc(y)V,v(y)). Note que, a partir dos
pressupostos em ¢ e u, a funcao h é continua em 2 1. Suponhamos que, em
contradicao com a afirmacao de que h é identicamente nula em Q%, h(yo) > 0
para algum ponto yy. Como h é continua, temos que h(y) > 0 qualquer que seja
y € Bs(yo) C {2, para algum 0 > 0. Podemos escolher uma fungao w(y) >0

que é positiva em Bjs(yg) e w(y) = 0 fora de Bs(yo). Como resultado, o produto
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w(y)h(y) > 0 em Q1 e w(y)h(y) é ndo identicamente nula. Mas, entao, a
integral em (4-6) ndo pode ser igual a zero, uma contradigao. Conclui-se que

h(y) =V, (o(y)Vyu(y)) =0 em {21, e isto prova o lema. u

A comparagcao de (4-1) a (3-7) mostra que v pode ser considerado como o
potencial elétrico dentro de Q% correspondente a condutividade anisotropica o.
E esta observagao que nos permitird projetar uma condutividade anisotrépica
para encobrir a bola B% (0). A proposigao a seguir nos fornecerd algumas
informacoes relevantes sobre a matriz o.

Proposicao 4.1.2 A matriz o(y) definida por (4-2) é simétrica e positiva

T

definida para cada y, isto é, satisfaz w” o(y)w > 0 para cada vetor w € R? ndo

nulo.

Prova: Com efeito, fixemos y = ¢(x) para algum x € Q,, e denotemos

porquS(:L‘) —Deoly = o = dl; ?D> detl( 5 (DD =

det(D)(DT)T( ' = det(D)DDT = 0. Dai, 07 = ¢ mostrando que o é

s . , . - -
simétrica. Além disso, podemos mostrar que se w # 0 entao w'ow > 0.

. T = = T T (DDT)
De fato, seja v = D' w, para w nao nulo. Entao, w' ow = w' —=w =
|det(D)|
1

- -~
—— 9Ty, Como w # 0, D é ndo singular e v7'v > 0 segue que w’ ow =
|det (D))

. Logo, o7 =

T

WUTU > 0, concluindo que o é positiva definida. Portanto, como y € Q
e

1
2
¢ arbitrario, segue que o(y) ¢é simétrica e positiva definida para cada y. [

4.2
Criando a capa

As propriedades necessérias a partir da camada do material anisotrépico
em volta de D = Bi(0) podem ser deduzidas ao considerarmos fungoes
2

¢:Q, =0 1 com a seguinte féormula:

x (4-7)

tal que y = ¢(x) signifique y; = wgﬁl e Yy = %x% onde 1 é uma

funcao escolhida de maneira que:

1
L. ¥(p) = 5 (¢ leva a fronteira interna de €2, na de Q%);

1 1
2. paraum 6 € (0, 5) temos ¥(r) = r para B +0 <r <1 (entdo ¢ fixa uma

1
vizinhanga 3 + 3 < ||z|| <1 de outra fronteira em ||z| = 1);
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3. A fungao 9 é duas vezes continuamente diferencigvel, com ¢'(r) > dy > 0

para algum dy, entao 1 sera estritamente crescente e invertivel.

O mapeamento ¢ simplesmente “empurra” pontos de €2, radialmente para

fora da origem, pelo menos para p < ||z| < 5 + 0. H4 muitas maneiras de

fraudar essa v, por exemplo,

'1+ ) ( ) < <1
— r— r<-—
2 T1_gpV TP PET=Y
_ 1 1
(r) =13 g(r), §<r<§+5 (4-8)
1
r, §+5§7’§1

onde g(r) é uma funcao escolhida adequadamente para interpolar suavemente
entre as duas regides em que v é uma reta. A formula precisa para g nao é
importante no momento. Um tipico 1 e o mapeamento resultante de {2, para

Q% é mostrado na figura 4.1.

1
Sob tal mapeamento ¢ temos y = x em uma vizinhanca 3 +6<r<1

da fronteira exterior, e entdo u = v nesta regido. A funcio v = uo¢ ! também

tem dados de Neumann zero na fronteira interior ||y|| = 5 Especificamente,
temos:
ov ov 0 1
— = — (lembre que — = — em |yl =<=)
O jy)-4 Ollyll - o Ollyl 2
_Ollzl| Ou
Ollyll ozl =,
(1—=2p) Ou
= 0,
onde utilizamos |ly]] = (||z||) e o primeiro caso em (4-8), que produz
Ayl _ Oll=|] _ (1 —2p)

= em ||z|| = p, por isso =
Ollzll (1 —2p) ’ Ol 9

O leitor interessado encontrarda no apéndice um exemplo de como se
obter uma tipica funcao v construindo uma interpolacao através da féormula

de Taylor.
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wir)

1
17245
12482
12
p 12 1725 1
. , - _ ol e
Figura 4.1: Um exemplo de uma fungao ¢(x) = I x, onde ¥ (r) é definida
X

via (4-8). Note que ¢ leva o circulo de raio r no circulo de raio ¥ (r).

4.3
A condutividade ¢ é uma camuflagem aproximada

Afirmamos que a condutividade o definida por (4-2) pode ser usada para
encobrir o vacuo D em qualquer grau desejado, com p sendo um parametro que
controla a qualidade da camuflagem. Para isso, note que a matriz o corresponde
a escala de condutividade 1 em €1 quando lly|| > §+5 , isto é, numa vizinhanga
da fronteira exterior e, como observado acima, v e u sao iguais nesta regiao. Isso

significa que u e v tém precisamente os mesmos dados de Dirichlet e Neumann

1 1
em 0. Na “regiao de camuflagem” 5 < llyl| < 3 + 9, a quantidade o(y)
corresponde a uma condutividade anisotrépica. A luz da estimativa (3-24) e
v Ou 20
— = — em 0f) vemos que
on  On q
8u0

ov
||%(1>0) - %(LQ)HL?(aQ) =/’

Juo

7 (1,0)] 200 (4-9)

mesmo que v seja o potencial de uma regiao 21 com um orificio central com
2

1
um raio —. Fazendo p tender a zero, podemos tornar os dados de Neumann
~2 7’ . . Ve
para v tao proximos dos dados de Neumann para uy quanto queiramos - é
possivel tornarmos a regiao com buraco de tamanho 5 parecer tao vazia como

gostarfamos! Veja a figura 4.2 como exemplo.
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|
=

Figura 4.2: Comparacao de solugoes descamufladas e camufladas nos anéis.
Os graficos da esquerda e do meio mostram o fluxo das linhas de corrente
J = —yVu, onde u é uma solucao da equacao de Laplace com condicoes de
Dirichlet f(6) = cos(f) + sin(f) (o potencial aplicado pelo observador) na
fronteira exterior dos anéis com condutividade constante. O grafico a direita
mostra fluxos de linha da corrente J = —yVv para o circulo aproximadamente
camuflado com condutividade anisotrépica o correspondente a p = 10

4.4
Comportamento na regiao de camuflagem

E extremamente interessante examinar o comportamento de o no interior

1 1 1
da regiao de camuflagem 5 = lyll < 5t §, préoximo de ||yl = 3 Esta

regido corresponde a p < |[|z] < 30 © primeiro caso de ¥ em (4-8). Em
particular, vamos examinar os autovetores e autovalores de o, correspondentes
as condigoes de condutividade maxima e minima.

De (4-7) podemos deduzir alguns resultados que tornam a compreensao
de o, a partir de D¢, mais interessante. Escreva ¢(x) = (y1, y2) como definido

acima. Agora, pela regra da cadeia, obtemos:

T = (D D g V), Dy g
Vi = (D, DD,y D DDy

A partir de (4-10) e (4-11), encontramos

D¢ = (M _M)< LGS ) + MI’ (4-12)

72 3 T122 a:% r
em que I é a matriz identidade e r = ||z|| = v '(||y||). Em particular, note
D¢)?

que D¢ é simétrica, de modo que a partir de (4-2) temos 0 = ————.
|det(Dg)|
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As proposigoes a seguir sao tteis para estudarmos os autovetores e

autovalores para o.

Proposicao 4.4.1 Sewv é um autovetor com autovalor p para uma matriz nao
2

singular An xn, e B=———, entdo v também é um autovetor de B, com

et Al|”
12
et Al

autovalor X =

A A
Prova: De fato, como Av = uw, temos que Bv = |det Al (Av) = ||5et;}1|| B
2
1

|det A||

v
[det Al

= M. Portanto, v é autovetor de B com autovalor A =

Proposicao 4.4.2 A matriz 2 x 2 com entradas 3, 1115, 25 como acima
em (4-12) tem autovetores (ortogonais) w1, zs]" e [—xo, 1], com autovalores

r? = ||$||2 e 0, respectivamente.

Prova: Com efeito, o resultado segue imediatamente através das seguintes

verificagoes:

2 3 2
r]  T1x2 X1 - T+ 1175 9. 9 T - o [ *1
2 - 2 3 - [$1+.CL'2] - ‘|$H
T1Ta2 X, To TiT2 + T5 To To
:1:% T1T2 —T9 —x%xz + x%xz 0 0 —T9
T1To a:% T —xlxg + xlzg 0 T

Se podemos calcular os autovetores e autovalores para D¢, entao pode-
mos utilizar a proposicao 4.4.1 para encontrar essas quantidades para o. Os

autovetores e autovalores para D¢ seguem facilmente da proposigao 4.4.2: a

/
multiplicacdo da matriz com entradas x%, etc, por (dj (27") — Kg)) e a troca
r r
r
por (@)I mostra que D¢ tem também autovetores v; = [z, 25]" e vy =
[—29, 21]" com autovalores correspondentes ju; = (¢ (r) — ¢§j’)>+ ¢§T) ='(r)

e iy = @ Note também que det(D¢) = 0.

Em seguida, a partir da proposicao 4.4.1, descobrimos que ¢ tem auto-
vetores v, = v; e vy = vy (0 mesmo que D¢, mas remarcado para indicar
quais serao as dire¢oes de maxima e minima condutividade). Os autovalores

correspondentes ou condutividades sao:
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o rY(n)

" M b2 P(r)
(4-13)

ar wy _ ()

e Y (r)

Em particular, as condutividades sao inversas umas das outras! O vetor
v, aponta radialmente para fora da origem e vy, é tangente a qualquer circulo
centrado na mesma origem. Na verdade, num ponto x; = rcosf, xo = rsinf
também podemos ter v,, = (cos 0)i+ (sin )7, desde que os autovetores possam
ser rescalados. Similarmente, podemos tomar vy, = (—sinf)i + (cosf)j. Se

usarmos (4-13) para examinar o comportamento de ¢ na regiao interior da

1 1 9 1 .
camuflagem 5 < lyll < = + 2 (correspondente a p < ||z|| < 5) e utilizarmos

2
(4-8), descobrimos que as condutividades desta regiao sdo dadas por:
2rd
Yon(T)

T 1+ 210 —2p—26p’
(4-14)

14270 —-2p—20p 1
B 2rd ()

Note que podemos expressar os autovalores em termos de y através de r =

Y (7)

Y '(||ly||). Na superficie interna ||y|| = 5 (correspondente a r = p) em 5
temos
~2po 1—=2p
Quando p tende a zero, vy =~ 35 ¢ grande, entao a condutividade na
p

dire¢@o tangencial a circunferéncia ||y|| = 5 é muito grande. Da mesma forma,

Ym = 2pd tende a zero neste caso, entao a condutividade na diregao normal é
1

baixa. Fisicamente, um “raio” (na verdade, um elétron) se aproxima de ||y|| = 5

e ¢ desviado em diregao a alta condutividade, encaminhado tangencialmente

em torno da bola B%(O), entao ejetado para o outro lado para continuar seu

caminho. Por exemplo, observe os fluxos perto de R = % no grafico a direita
na figura 4.2.

Pode parecer surpreendente que os autovalores para o definidos por (4-2)
sejam inversos. Seria uma falha da transformacao radial ¢? Nao! A proposicao

a seguir ratifica esse resultado.

Proposicao 4.4.3 Se A é uma matriz 2 X 2 nao singular, entao a matriz
AAT

= m tem autovalores inversos.
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Prova: Com efeito, a matriz M é simétrica e positiva definida. Logo, se pu; e
lo sao os autovalores de M entao detM = piqpio. Assim,

AAT 1 _det?A

= detM = det = detA)(detAT) = =
Haftz = e N gera]) = Taerap Pt et AT) = 5553

Portanto, pipe = 1. ]

O leitor atento poderia indagar sobre a possibilidade da relacao inversa
entre os autovalores de o ter surgido da hipdtese feita anteriormente com a
condutividade constante v unitaria e se esta escolha particular nao poderia
estar “burlando” de alguma forma os resultados. Na verdade, se considerarmos
~v > 0 e diferente de 1 os autovalores vy e 7,,, de fato, nao serao mais inversos
um do outro, porém, ainda serao inversamente proporcionais. Isto é, a luz dos

exemplos 3.3.1 e 3.3.2, na regiao de camuflagem a matriz

.
0 Ym

em que P representa a matriz de autovetores, deve ser semelhante a matriz

~ <7 O)
o= .
0 v
Assim, Vs - Y = det(o) = det(5) = v%. Ou seja, v = 7* - i Com efeito,
nao ha perda de generalidade ao considerarmos v = 1. "
Observacgao 4.4.4 (A camuflagem perfeita)
E natural considerar p — 0% para obter a capa de invisibilidade perfeita.

Isso realmente pode ser feito!l. No entanto, se observarmos os autovalores
para o, vemos que de o, temos que 7, avaliado na fronteira interior ||y|| =
3 tende para zero com p — 0, enquanto vy tende para infinito; ambos
autovetores mantém-se inalterados. Isto corresponde a condutancia perfeita
ao redor de ||y|| = %, isolamento perfeito através desta curva, o que pode
nao ser fisicamente realista. Ainda assim, tornando p pequeno, mas diferente
de zero, podemos obter um manto “prdatico” de qualquer forca desejada sem

comportamento singular.

Observacao 4.4.5 (Condutores anisotrdopicos e metamateriais)

Embora muitos materiais naturais tém condutividade anisotrdpica, como
criar um material com propriedades anisotropicas desejadas? Uma abordagem
consiste em utilizar materiais isotropicos, homogéneos e introduzir microestru-

tura periodica, por exemplo, colocar buracos ou rachaduras no material em um
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padrdo especifico, mas em uma escala muito pequena. Ao impor uma micro-
estrutura periodica obtém-se um material que, macroscopicamente, parece ter
propriedades anisotrdpicas. A teoria matemdtica envolvida em analisar como
microestruturas periodicas criam certas propriedades macroscopicas € chamada
homogeneizacao e as técnicas se aplicam em muito mais do que conducao elé-
trica; elas podem ser aplicadas a muitas situacoes que envolvem um sistema
fisico regido por equagoes diferenciais.

Nao vamos entrar em detalhes sobre a homogeneizag¢ao aqui, mas como
um exemplo, em (5) os autores citam a discussio a respeito da possibilidade
de se obter um material condutor que aparece macroscopicamente para ser
um condutor elétrico anisotrdopico através da introducao de fendas periodicas
em um condutor isotropico homogéneo. FEspecificamente, considere a caiza
— < x1,15 < € em R% com condutividade isotrépica . Introduzimos
uma rachadura isolante na caiza; a fenda € linear com centro em (0,0), e
encontra-se em angulo o com relagao a horizontal. Os autores mostram que
se “azulejarmos” uma regido 2 no plano com uma colecao destas cairas 2 por
2¢ e fazendo € — 0, a regiao () tem condutividade anisotrdpica o eficaz de
formula:
sin?(a) — sin(«) cos(a)
o=~ —vR
— sin(a) cos(a) cos?(a)
onde R é um parametro que depende do angulo o e do comprimento da fenda
em relag¢ao a largura da caiza. Ao ajustar o angulo e comprimento das fissuras
(em relagdo ao seu espagamento), bem como vy, pode-se, em principio, obter
qualquer perfil de condutividade anisotropica. Resultados semelhantes podem
ser obtidos através da introducao de orificios periodicos ou outras formas
(Bryan, K.; Vogelius, M., apud, Bryan, K.; Leise, T., 2010).
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Conclusao

E fato que existem atualmente intimeras técnicas para elaboragao de ca-
pas ou dispositivos de invisibilidade, com variadas abordagens fisicas e mate-
maticas muitas vezes um tanto complexas. Entretanto, neste trabalho optamos
por uma explicacao acessivel a nao especialistas e aqueles que possuem conhe-
cimento restrito em Calculo Vetorial, Séries de Fourier, Equacoes Diferenciais
e Algebra Linear.

O objetivo da camuflagem aqui abordado foi o de tornar um objeto invi-
sivel a detecgao de energia eletromagnética ao seu entorno com um “metama-
terial” especialmente projetado que redireciona as ondas eletromagnéticas ao
seu redor. Para tanto, mostramos como disfarcar ou camuflar um objeto con-
tra a deteccao de tomografia de impedancia, uma técnica de processamento de
imagem bem recente. Em suma, nossa abordagem para a camuflagem foi fazer
com que um circulo grande parecesse pequeno.

Nesse contexto, descrevemos a ideia essencial por tras da abordagem da
“Transformacao 6ptica” da camuflagem em duas dimensoes para imagem obtida
através da tomografia de impedancia. Cabe observar que a transformacao aqui
referenciada é a funcao ¢ da segdo 4.1, que determina, por meio de (4-2),
as propriedades necessarias a condutividade de camuflagem. Optamos em
expor essas informagdes no ambito bidimensional por simples conveniéncia.
Nao obstante, de forma a tornar-se mais realista, essas ideias ainda podem
ser aplicadas as equagoes de Maxwell em trés dimensoes (para uma visao
geral dessas equagoes, veja pp. 358-361 de [19]), em frequéncias nao nulas,
e utilizando uma mudanca singular de varidveis a fim de alcancar uma
camuflagem perfeita ao invés de uma quase-camuflagem.

Uma pergunta chave a ser feita é acerca da possibilidade de camuflar so-
bre uma grande faixa de frequéncias, ao invés de meramente em uma frequéncia
particular, pois a faixa de frequéncia pode ser severamente restrita para algu-
mas formulacoes de camuflagem. Contudo, os problemas dessa natureza sao
primeiramente fisicos e de engenharia, nao matematicos. Ao se evitar os me-
tamateriais, cujas propriedades dependem da ressonancia, recentemente, pes-

quisadores descobriram que a camuflagem para uma série de frequéncias no
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espectro eletromagnético pode ser de fato possivel e até capaz de funcionar
para a luz visivel.

O campo da camuflagem tem se mostrado extremamente ativo, com mui-
tas ideias interessantes surgindo. Por exemplo, em 2009 cientistas apresentaram
um dispositivo que encobre um objeto a distancia (o dispositivo é projetado
especialmente para um determinado objeto em uma distancia especifica em
relagdo ao dispositivo de camuflagem). Também pode-se gerar efeitos de ca-
muflagem através da ressonancia anomala localizada, que ocorre perto de uma
“superlente”, um metamaterial com indice de refracao negativo que produz re-
solugao mais fina do que o comprimento de onda da luz a ser utilizado a fim
de gerar a imagem.

O tema da camuflagem tem sido também explorado em outros contextos
além de ondas eletromagnéticas, como por exemplo ondas de elasticidade
e ondas de matéria (camuflagem quantum). O estudo nessa tematica deve
seguir o mesmo caminho que toda pesquisa bem sucedida e que alcancou
aplicabilidades no mundo real trilhara: teve sua infancia, possivelmente esta
passando pela adolescéncia, e, provavelmente, chegara a fase adulta. Conta a
lenda que, no século XIX, quando Michael Faraday fazia uma demonstracao
sobre sua mais nova descoberta, a inducao eletromagnética, foi perguntado
por um dos presentes: “Mas, para que serve tudo isso 7”. Faraday, entao,
prontamente respondeu: “Para que serve uma crianga recém nascida ?”.

O assunto da camuflagem sugere muitos projetos de pesquisa interessan-
tes para serem investigados. Listamos a seguir algumas sugestoes abertas para
possiveis diregcoes de pesquisa. Cabe ressaltar que nenhuma reivindicagao ¢é
feita ou implicita sobre a facilidade ou até mesmo a possibilidade de resolve-
las. Em particular, a area esta evoluindo rapidamente, com muitas pessoas

trabalhando em ideias relacionadas ao primeiro projeto a seguir:

1. Nossa abordagem para camuflagem era fazer um buraco grande parecer
um pequeno buraco. Podemos fazer o inverso, um pequeno buraco pare-
cer grande? Mesmo mais genericamente, pode esta técnica de mudancga
de variaveis ser usada para disfarcar, em vez de esconder D? Por exem-
plo, pode D = B 1 (0) se fazer parecer como uma elipse ou alguma outra

forma? Quais sao as limitagoes?

2. Seria possivel construir uma “camuflagem direcional” que torna um objeto
(aproximadamente) invisivel de algumas diregoes, totalmente visiveis dos
outros? Pense em algum tipo de dispositivo que vocé carregue para

a batalha, para que da frente (onde seus inimigos estdo) vocé estd
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invisivel, mas por tras (onde seus aliados est@o) vocé estd visivel. (Este
conceito é baseado em uma pergunta feita por J. Christopher Tweddle

na Universidade de Evansville)

. Outra forma de energia que tem sido utilizado para a imagem é o calor.

Suponha que v(z1, 9, t) satisfaga a equagao do calor v, —Au = 0 no disco
unitdrio Q@ = B1(0) (aqui v é a temperatura de §2). Para simplificar,
suponha que v é tempo-harmonica, isto é, v(zy,xs,t) = “ u(wy, xo).
Entao Au + wu = 0. Um observador examina o interior de {2 impondo

ou
uma temperatura v = f em 0f2, entao mede o fluxo de calor I em
n
09). Podemos encobrir um vazio D = B%(O), utilizando a técnica para
obtencao de imagem por impedancia? Se w = 0 é o mesmo problema,

entao supomos que w > 0.
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A
Alguns resultados pertinentes

Al
Impedancia elétrica e formas diferenciais das equacoes de Maxwell

A impedancia elétrica Z é uma grandeza normalmente usada em circuitos
elétricos e mede a razao entre a voltagem efetiva V., aplicada no circuito e a

corrente elétrica efetiva Iy que o atravessa:

Ver
I.s

7 =

Conceitualmente, a impedancia elétrica mede a oposicao total que um
dado circuito apresenta a passagem da corrente elétrica. Para um circuito
resistivo e capacitivo de corrente alternada, ela também pode ser expressa
como o inverso da soma de dois termos, uma parte real representando o termo

resistivo e uma parte complexa representando o termo capacitivo:

% =o(z,w) + we(z,w)

em que x representa a posicao, o a condutividade elétrica, € a
permissividade elétrica (propriedade elétrica que mede a facilidade com que as
cargas elétricas do material se separam sob a agao de um campo elétrico) e w
a frequéncia angular da corrente elétrica (w = 27w f -onde f é a frequéncia em
Hz).

Na Tomografia de Impedancia Elétrica é possivel construir uma imagem
do objeto a partir da sua condutividade o ou da sua permissividade . No
entanto, consideraremos o meio puramente condutivo de forma que possamos
desprezar os efeitos capacitivos, e, consequentemente, o termo de permissivi-
dade elétrica. Dessa forma, o imageamento ¢é feito exclusivamente pela condu-
tividade elétrica do objeto.

A formulacao matematica da Tomografia de Impedancia Elétrica corres-
ponde, essencialmente, a EDP que rege o potencial elétrico no interior de €2 e

as condicoes de fronteira adequadas que representam o processo de “estimulo-
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resposta”’. A deducao da EDP se faz a partir das Equacoes de Maxwel

V.-E = g (A-1)
0B
E = —— A-2
V x T (A-2)
V-B = 0 (A-3)
E
VxB = ,uJ—uaaa—t (A-4)

em que E é o campo elétrico, B o campo magnético, J é a densidade de corrente
elétrica, p é a densidade de carga elétrica, ¢ é a permissividade elétrica e
i ¢ a permeabilidade magnética. Para diminuir a complexidade do modelo,
podemos fazer algumas aproximacgoes. Uma delas é desprezar os possiveis
efeitos da inducgao eletromagnética, uma vez que podemos aplicar frequencias
de correntes ou tensoes relativamente baixas. Assim, podemos igualar a zero
todas as derivadas em relacao ao tempo das equacoes de Maxwel. Além disso,
outra simplificacao a considerar no problema de tomografia de impedancia
elétrica é a inexisténcia de fontes internas de campo magnético. Com isso, as
equagoes resumem-se na relacao entre o campo elétrico E e a densidade de

carga elétrica p

o 1)

Por sua vez, pelo fato de E = —Vu, a lei de Ohm em (3-1), para condutividade
o, e por considerar que nao hé fontes internas de corrente (logo, p=0),
concluimos que a equagao V(—oVu) = 0 em 2 é a equagao principal no
problema da tomografia de impedancia elétrica. Como vimos anteriormente,
esta EDP rege o potencial elétrico u(z1, x2) no interior de 2, sendo o(xq,x2)

a condutividade elétrica dos pontos internos do dominio.

A.2
Teorema da Divergéncia e as lIdentidades de Green

Embora os resultados dessa secao sejam validos em R", estudaremos
apenas o caso n = 2. Inicialmente enunciaremos o Teorema de Green no plano e
demonstraremos o Teorema da Divergéncia. Ainda nessa secao, descreveremos
algumas formulas, as chamadas identidades de Green, que sao muito titeis em
EDP. Demonstraremos essas identidades em R?.

Um teorema fundamental para o estudo das EDP’s lineares é o Teorema
da Divergéncia. Como o Teorema da Divergéncia em R? é um coroldrio do
Teorema de Green, vamos lembrar, do curso de célculo, o enunciado deste

teorema. (para mais informagoes, veja [19].
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Teorema A.2.1 (Teorema de Green) Seja Q C R? aberto, conexo e limitado,

e sejam P,Q : Q — R funcdes continuas. Suponha que:
1. 09 é uma curva fechada simples (isto €, sem auto-intersegoes) retificdvel;

2. as derivadas parciais @, e P, existem e sao limitadas em €;

3. as integrais duplas / Q. dxdy, / P,dxdy existem.
Q Q

Entao a integral de linha / (Pdzx + Qdy) existe e
ont

/(Qx — P))dzdy = / (Pdz + Qdy). (A-5)
Q o0+
Intuitivamente, a orientacao positiva de 0€2 é tal que andando em cima

de 0N a regiao () esta sempre a nossa esquerda.

Figura A.1: Orientacao positiva de 0f2.

O teorema de Green, como enunciado acima, supoe que o dominio §2
seja simplesmente conexo (isto é, sem “buracos”). No caso em que {2 tem um
niumero finito de “buracos”, podemos reduzir ao caso do teorema A.2.1 usando
curvas auxiliares como na Figura A.2: a integral sobre €2 se escreve como uma

soma finita de integrais sobre regioes sem “buracos”.

Figura A.2: O teorema de Green também é valido para dominios multiplamente
CONexos.

Antes de enunciarmos o teorema da divergéncia, vamos introduzir a

nocao de normal externa. Suponha que €2 é aberto, conexo e limitado, tal
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que 0f2 é uma curva suave, isto é, admite uma parametrizacdo continuamente
diferencidvel « tal que o vetor velocidade o’ (t) nunca se anula. Mergulhe Q em
R? considerando, por exemplo, 2 contido no plano z = 0 e defina
—
Ay = O X (A-6)
o/ (t) x k
onde ? = (0,0,1) e x é o produto vetorial em R*. Se a parametrizacio a dé
uma orientagao positiva a 02, n definida como em (A-6) é a normal externa
unitaria (veja a Figura A.3 - na figura, o vetor ? “sai” do papel). Calculando

explicitamente o produto vetorial em (A-6) se «a(t) = (z(t), y(t)),

. T T %
) x k=2 y@t) 0 |={),—2(),0)
0 0 1

Voltando para R?, a férmula (A-6) fica:

t) = !
NCZOERTI0)

Vamos convencionar que, sempre que falamos em mnormal unitdaria a

= (/' (1), =2/ (1)) (A-T)

curva a no ponto t, estaremos nos referindo a n(t) definida por (A-7). Como
observamos acima, no caso de curvas fechadas orientadas positivamente, n é
a normal externa unitaria. Note também que podemos definir n por (A-7) a
menos de um numero finito de pontos se o for uma uniao finita de curvas

suaves.

%HUW

s

Figura A.3: Se a parametrizacdo o dd uma orientagao positiva a 99, n(t) é a
normal externa unitdria no ponto «(t).

Uma curva suave pode ser sempre parametrizada pelo comprimento

. ds : .

de arco pois 5 = |&/(t)] > 0. Em particular, se f : U C R* — R ¢
uma fungao seccionalmente continua e « : [a,b] — U é uma curva suave,

entao a integral de f ao longo de a em relagao ao comprimento de arco é

b !
/fds = / fla®)|o/ (t)|dt = /0 f(B(s))ds, onde | é o comprimento de « e
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B s e 0,]] = a(t(s)) € U é a reparametrizacao de o pelo comprimento de

arco.

Teorema A.2.2 (Teorema da Divergéncia) Seja Q@ C R? aberto, conexo e
limitado, cuja fronteira OQ é uma unido finita de curvas suaves. Seja F : Q) —
R? um campo vetorial de classe C* em Q. Entdo
/V-Fda:dy:/ F -nds (A-8)
Q o9

onde n € a normal externa.

Prova: Sejam aj, ..., as curvas que compoem 0JS2, onde «; : t € [a;, b;] —
(z5(t),y:(t)) € R* dao uma orientacdo positiva a 9, i = 1,....,k. Se Q for
simplesmente conexo, 0 é uma curva simples fechada seccionalmente C?,
logo retificavel e portanto o Teorema de Green é véalido em (2. Se () nao for
simplesmente conexo, como Jf) é composto por um numero finito de curvas
suaves, {2 tem um numero finito de “buracos” e portanto, usando curvas
auxiliares (veja figura 34), Q pode ser decomposto em um numero finito de
subconjunto abertos, conexos e limitados (e partes de suas fronteiras, o que
nao altera a integral dupla) que satisfazem as condigoes do teorema A.2.1,
logo o teorema de Green é vélido em (). Portanto, se F' = (F}, Fy), tomando

P =—F, e = Fy, podemos aplicar o teorema de Green para obter

Q

/ V- Fdxdy = /(OIQ — 0, P)dzdy
Q

= /89+(de+62@)

— Z/_(de—l—@dy)
z; .

> / [ Ei®)i(0) + Fi(a()yi (0]t
7,:1 ’bl

- / (Fy(es(t). Fleu0) - (1), —(0)ds
k b;

_ Z/ Flau(t)) - 7)oy (1) |dt

k (o)
- Z/ F-h}ds:/ F -7ids

Teorema A.2.3 Seja Q C R? aberto e conexo em que vale o teorema da

divergéncia e sejam u,v € C*(Q). Entdo valem as sequintes identidades:
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/(UAU + Vv - Vu)dzdy = U@ds, (A-9)
Q o On

ou ov
/Q(UAU — ulAv)dzdy = /ag(v% — u%)ds, (A-10)

0 : o . L -
onde — ¢ a deriwada direcional na direcao da normal unitdria externa n.

on
Prova: Para demonstrar (A-9), seja ' = vVu. Entao F' é um campo vetorial

de classe C' em Q e
V-F=V-(wVu)=Vuv-Vu+vAu.
Aplicando o teorema da divergéncia, obtemos

/(Vu -Vu + vAu)dzdy = / V - Fdxdy
Q Q

= / F-ﬁds:/ vVu - nds = v@ds
o0 o0 on

Agora, para provar (A-10) basta usar (A-9):

/(UAu — uAv)dxdy = /(UAu + Vv - Vu)dzdy — /(uAU + Vu - Vou)dzdy
Q Q Q
ou ov

= —ds — —ds.
Uan s 89uan s

A férmula (A-9) é conhecida como a primeira identidade de Green,

enquanto que (A-10) é a sequnda identidade de Green.

Corolario A.2.4 Sejam Q C R? aberto e conexo em que vale o teorema da

divergéncia e u € C*(Q) tal que Au = 0 em €. Entdo valem as sequintes

ou
*dady = —d A-11
[ ivupdedy = [ ugtas (A-11)

identidades:

—ds =0 (A-12)
a0 0
Prova: Para provar (A-11) basta tomar u = v em (A-9); e quanto a (A-12),

basta tomar v = 1 em (A-10). u

Corolario A.2.5 Sejam Q C R? aberto e conexo em que vale o teorema da
divergéncia, f € C(0Q) e g € C*(00Q). Entdo o problema

u € C*Q),
Au = [ em £, (A-13)
u = g em Of)
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tem no mdximo uma solucao.

Prova: Se u e v sao solugoes de (A-13), seja w = u — v. Entao w é solugao de

w € C*Q),
Aw = 0 em £,
w = 0 em Of.

Como w = 0 em 012, de (A-11) temos / |Vw|*dzdy = 0 e, portanto, como
Q

w € C*(Q), Vw =0 em Q, logo w é constante em Q (uma vez que €2 é conexo)

e w =0 (pois w = 0 em 0f2). n

Nosso préximo objetivo é provar a chamada terceira identidade de Green.
Para simplificar a notacao, denotaremos os pontos em R? por letras gregas &,
n, etc. Por exemplo: U C R? aberto e limitado, e f : U — R integravel em U,

escrevemnos

/U F(z,y)dzdy = /U 7(€)de

A fungdo F : R?\ {0} — R definida por

F(§) = 5lnlél, €0, (A-14)

é dita solugdo fundamental de Au = 0 em R
Seja F' a solucdo fundamental de Au = 0 em R? Para cada & € R?
denotamos por F¢ a funcao Fe(n) = F({ —n) definida para n # . Com essa

notacao, vejamos alguns resultados:

Lema A.2.6 Sejam £ € R*, R >0 e g: B(£; R) — R. Se g € limitada e Feg
¢ integrdvel em relacao ao comprimento de arco ao longo de qualquer circulo
centrado em & de raio r € (0, R), entdo
lim / Fegds = 0. (A-15)
r—0+ dB(€,r)

Prova: Seja M > 0 tal que |g(n)] < M, Vn € B(§; R). Entao, se 0 < r < R,

/ Fegds — / F(& = n)g(n)ds(n)
OB(&;r) |E—nl=r

_ for o(m)ds(n)

27 Jig—nj=r

|Inr|

= | Fegds| < M

ds(n) = Mr|lnr| — 0
OB (&) 27 Jig—nj=r
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quando r — 0. ]

li L ds = A-16
lim e 5, 94 q(&), (A-16)

0 . o o L
em que n denota a derivada direcional na direcao da normal unitaria externa
n

~

n.

Prova: Se ¢ = (a,b) e n = (z,y), entao:

Fe(n) = —ln|§ 0l = —ln\/ (& —a)?+(y — ),
@QW)==§%§E%@
R
Além disso, se n € OB(&;r), parar € (0, R), |[E—n| =ren(n) = ’Z—:z, entao

aF& _ -n S
/ )a—ngds = 4 e VEe(n) - 1(n)g(n)ds(n)

OB(&r
1 n—& n—¢
- . d
21 Jiepi=r 1§ —n|? Ié“—nlg(n) ()
1

= — g(n)ds(n),

277 Jig—nj=r

que é o valor médio de g sobre o circulo de raio r. Queremos mostrar, entao,

que o valor médio de g sobre o circulo de raio r centrado em £ tende ao valor

de g no centro, g(¢), quando r — 07. De fato, como g é continua em B(&; R),

g € uniformemente continua, logo, dado € > 0, existe § > 0 tal que

n.m € B(&R), In—n'| <d=|g(n) —g(n)| <e

entao, se 0 < r < 9,

[ Pt g = I [ (o)~ o(E)dsn)
0B(&r) |§—nl=r
1

- lg(n) — g(&)|ds(n) < e,

2mr |E—n|=r

o que prova (A-16). u
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Lema A.2.8 Dado £ € Q, seja R > 0 tal que B(§;R) C Q. Para cada

r € (0,R), seja Q. = Q— B(&;r). Entao, qualquer que seja g € C(Q), eziste o

limite
lim / Fe(n)g(n)dn. (A-17)
r—0+ Q,

Prova: Seja
1) = [ Fmtmn (A-18)

E claro que a integral em (A-18) existe se 0 < r < R, pois Frg € C(Q,).
Como g € C(Q) e Q é compacto, g é limitada, logo existe M > 0 tal que
lg(n)] < M,¥n € Q. Sejam 0 < s < t < R, entdo

[1(t)—1(s)| = | . Fe(n)g(n)dn|
M t s

21 Js<ie—n|<t

|in|& — nl|dn.

Para calcular essa tltima integral, introduzimos um sistema de coordena-
das polares centrado em & (ver Figura A.4): n =&+ (rcosf,rsinf), s <r < t,
0 <6 < 2r. Entao

t 2w t
/ lIn|¢ — n||dn = / rdr/ db|lnr| = 27T/ r|lnr|dr.
s<|€—n|<t s 0 s

Por outro lado, lim+(rlm“) = 0, logo a funcao rinr é limitada perto de zero,
r—0

isto é, existe N > 0tal que 0 <r <1 = 0 < rinr < N. Dado € > 0 tome

0= ]\jN: se {r,} C (0,R) é tal que r, — 0 quando n — 400, entdo existe
no € Ntalque n,m > ng = |rp,—rp| <8 = |[I(r,)—1(ry)| < MN|r,—r,| <€

e portanto, pelo critério de Cauchy, existe liIP I(r,). Como I(r,) tem limite
n—-+0oo

qualquer que seja a sequéncia {r,} C (0, R) convergindo a zero, existe o limite

de I(r) quando r — 0*.

Agora estamos prontos para abordar a terceira identidade de Green:

Teorema A.2.9 (Terceira Identidade de Green) Seja Q@ C R? aberto e
conexo em que vale o teorema da divergéncia e sejau € C*(Q). Entdo, qualquer

que seja & € €,

) = [ WGE = SiRds+ [ Rt suto)an (A19)
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Prova: Inicialmente, fixemos £ € €2 e tomemos R > 0 tal que B(§; R) C Q.
Como no lema (A.2.8), se 0 < r < R, Q, = Q — B(&r). Observe que
00, = 0Q U IB(&;r) e que a orientacdo positiva de 0f),. coincide com a
orientagao positiva de 92 e com a orientagao negativa de dB(;r) (veja Figura
A.5); em outras palavras, se n é a normal externa unitdria a 9, e n é a
normal externa unitaria a 0B(&;r), entao n = —n em dB(; ). Usando o fato
que AFg(n) = 0sen € Q, e aplicando a segunda identidade de Green com

v = [, obtemos:

/FgAudn = /(FEAU—UAFg)dT]
ﬁr

Q'r
8u 8F§

— _ u — Ou , .. .

Como €2 é compacto e Vu-n = 7 é continua em (2, 7 é limitada, logo, pelo
n n

lema A.2.6,

ou

F-—ds = 0.
)gans

lim
r=0" Jop(gr

Além disso, como u é continua em ), pelo lema A.2.7

. OF
lim U—— =
r—0+ dB(&r) on

u(§),

e, pelo lema A.2.8, como u € C*(Q), existe o limite

lim FgAudn:/FgAudn.
r Q

r—0t Jq

O resultado segue tomando o limite quando r — 07 em (A-20). n

Figura A.4: Sistema de coordenadas polares centrado em &.
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Figura A.5: A orientagao positiva de 0f2, coincide com a orientagao positiva
de 092 e com a orientacao negativa de 9B(&;r).

A.3
Identidade de Parseval

Nesta secao apresentamos um resultado muito 1util que relaciona de
maneira interessante uma fungao e sua série de Fourier, e que pode nos auxiliar
na estimativa de séries: a identidade de Parseval. Para isto, lembramos que
Cper(2l) denota o espago das fungdes f : R — R continuas e periddicas
de periodo 2, e SCpe(2]) 0 espago das fungdes reais periddicas de periodo
2l que sao seccionalmente continuas em qualquer intervalo [a, b]. Lembramos

também que nesses espacos podemos introduzir o produto interno < f,g >=

/ flx dx Vejamos, entao, alguns resultados.

Teorema A.3.1 Seja {f,}nen uma sequéncia em Cc([a,b]) e suponha que
a sequéncia {f,} converge uniformemente em [a,b] para uma fungio f €

Cc([a,b)). Entao, qualquer que seja g : [a,b] — C seccionalmente continua,

b b
[ gt =t [ f@gla)d.
Prova: Para uma demonstracdo, veja [19]. No caso mais geral, quando ja
feito um curso de teoria da medida e integracao, pode-se aplicar o teorema da

convergéncia dominada; ver [3] e [18]. u
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Teorema A.3.2 Suponha que f € Cp.,(21) € diferencidvel em (—1,1) a menos
de um nimero finito de pontos, com f' € SCpe.(2l). Entio a série de Fourier

de f converge uniformemente em R para f.

Prova: Para uma demonstragao, veja [19]. n

Teorema A.3.3 Sejam f,g € Cpe,(21) e suponha que f € diferencidvel em

(=1,1) a menos de um nimero finito de pontos, com f" € SCper(21). Entao

2% <fg>= Y fm)gn). (A-21)

onde f(n) denotam os coeficientes de Fourier complexos da f e analogamente

para g(n). Em particular vale a identidade de Parseval

Sl =3 1wl (A-22)

n=—oo

Prova: Pelo teorema A.3.2, a série de Fourier de f converge uniformemente

para f; aplicando entao o teorema A.3.1, obtemos:

1 1 prong
ﬂ<f7g> = 5 7lf($)9(95) z
1 &KX
= 2_l Z f(n)/_lg(l.)emmcldx
Jr:oi/o\O 1 1
- 3 T | ataemitas
+00 P
= Y f)an)
1, ., 1 L U NP,
Agora, note que o If|[* = oo < f.f >= D J)f() = [fn)fF.

O teorema A.3.3 é vélido em situagoes bem mais gerais. Por exemplo, as
férmulas em (A-21) e (A-22) continuam validas se f,g € SCp.,(2[), e até para
uma classe maior de funcoes - f € L? (basta usar argumentos de densidade!).

Na sua forma real, a equagao (A-21) torna-se

+ Y (anA, +b,B,) (A-23)

onde a,, b, e A,, B, sao os coeficientes reais de Fourier de f e g respectiva-

mente; assim, a identidade de Parseval pode ser reescrita sob a forma

1 CL2 +oo
7Hf\|2 = 50+Z(@i+bi)- (A-24)
n=1
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A.4
Um exemplo de interpolacao
1

1
Vamos escrever as condigoes em ¢(r), ¢'(r) e ¢"(r) em r = ger=g+ )

que torne 1 em (4-8) duas vezes continuamente diferencidvel. Neste caso

consideramos p = 10’ 0= 10’ e encontramos tal ¢ (polinémio de grau 5).
Consideremos a fungao 1 como em (4-8):
(1 N ) ( ) < 1
2 "1 g, P PET=5
1 1
Y(r) = —<r<-+6
(r) g(r), 5 <7 <3 +
1
T, —+0<r<1
\ 2

Verifiquemos, entao, as condigoes em g(r), ¢'(r) e ¢"(r) que torne ¢ duas vezes

continuamente diferenciavel. Assim, devemos ter:

1 1 0 1 1

1 9(5)—§+1_2p(7“—p)eg(§+5)—§+5,
1 5 1 B

2 9(5)—1_2[) 9(§+5) L
w1 _ //1 _

1
Por exemplo, podemos tomar g(r) = Z zxr* e considerar p = § = 0 A partir

k=0
das condigoes listadas acima, afim de obtermos os coeficientes z; devemos

resolver o seguinte sistema linear:

(

0,5°25 4+ 0,5%, +0,5%23 + 0,522 4+ 0,521 + 2 =0,55
0,6%25 + 0, 6%z, + 0,623 + 0,622 4+ 0, 621 + 2 =0,6
5-0,5%54+4-0,5°24 +3-0,5%03 +2-0,500 +0,5-2, +0-29p =0,125
50,65 4+4-0,6°24+3-0,6%03+2-0,600+0,6-21+0-29 =1
20-0,5%c5 +12-0,5%04 + 60,503 +2-0,520 +0-21 +0-29 =0
20-0,6%x5 +12-0,6%24+6-0,6253+2-0,629+0-214+0-2g =0
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Vamos reescrever o sistema na forma Ax = b, onde

0,3125
0, 6480
2,5
4,32

0,03125 0,0625 0,125 0,25 0,5
0,07776 0,1296 0,216 0,36 0,6
0,500 0,75
0,864 1.08 1,2 0,6

3 3

4,32 36 1,2 0

Zs
Ty
Z3
T3

X1

Zo

0,55
0,6
0,125
1
0
0

1 0,5

1 0

o O O O = o=

Com ajuda de um computador, calculamos detA = 0,001403928 > 0 e,

portanto, encontraremos A~! para, entdo, obtermos z = A~'b.

AT =

logo

—46,15621 46, 15621

55, 69516

84,61972 —84,61972 —102,1078

—54,10534  54,10534

58, 62044

23,84738 —23,84731 —8,775835

—22,30884  22,30884

—1,080671

9,109390 —8,109390 0, 04800246

—44,83563261
82,19865976
—47,83510266
8,998410178
—0, 1705557525
0, 6287604495

—54,10534  —1,412893 4,639127
99,19312 0,9236371 —7,116177
—57,86793 0, 7882199 3,401051
11,28776  —0,6033386  —0,4524377
—1,150914 —0,01623160 0,02002239
0,4782297  0,04684856 —0,02224473
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Portanto, g(r) = —44,83563261r° + 82,19865976r* — 47,83510266r° +
8,9984101787% — 0, 17055575251 + 0, 6287604495,
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