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3
Aplicacao da Metodologia

3.1
Placa fina

3.1.1
Campo de deslocamentos

Para o problema da placa fina tém-se seis deslocamentos

generalizados em cada ponto, duas translagdes uz, ; duas rotagbes em @6 e

duas rotagdes em ¢r, (i=1,2). Considerando-se pequenos deslocamentos,

. . ow . 1 ow
mostra-se que o giro no plano r-z é (/)6?:8— e no plano 6-z é (prz——% que
r r

podem ser substituidas nas equacoes (2-4) tendo:

u, (r, o, z) = Z(g—v:j (43)
U, (r, 0, z) = —Z(%g—;‘}j (44)
u, (r,0,z)=w (45)

3.1.2
Campo de deformacoes

Sabe-se que para a teoria das placas finas as deformacgodes ¢_, y,. e 7,.

sdo aproximadamente iguais a zero. Substituindo as equacgdes (43-45) de

deslocamentos, nas equacgdes (5), (6) e (8) obtemos:
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. __Zazw (46)
" or’
oo [low 10w (47)
o =% ror r’o6?
_ {2 ’w _ia_w (48)
CA roro@ r*ode

3.1.3
Funcoes descritivas dos deslocamentos e graus de liberdade

No elemento da placa, além de ter graus de liberdade translacao
perpendicular a superficie média, temos as rotagdes da secao transversal.

O campo de deslocamentos da placa fina w, & dado por um vetor de
fungGes basicas w,, , que tem como elementos duas translagbes uz, ; e duas
rotagbes @6 (i=1,2); e o vetor de fungOes adicionais w, que sao

aproximacoes das funcdes de interpolacdo polinomiais de terceiro grau. Para
descrever os deslocamentos circunferenciais tem que adicionar os vetores

wy, € w,, que resulta da multiplicagdo dos vetores w, ew, por uma

funcao trigonométrica (send).

(49)
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N (51)
Wy =9
NVl
Wyyy = Wy, sené Wy =W, senf (52)

Onde N,...N,sé&o as fun¢des de interpolagdo basicas nodais; N;...N,

sdao as funcdes de interpolacdo adicionais que permitem descrever
deslocamentos e deformagdes internas.

/——- or1 / e (P2
o Z

uzi 962 uz2

Figura 3-1: Graus de liberdade de a placa circular.

3.1.4
Funcoes Nodais

As funcdes de forma polinomiais de uma viga que descrevem o0s quatro
graus de liberdade da placa a partir dos deslocamentos nodais sao
polinbmios cubicos que tem graus de liberdade de rotacdo e translacao nas

extremidades correspondentes.

2 3 2 3
2 2 33
N1y 2 ©3
L L L
C3xr 2% XX
T M

Sabendo que estas fungdes de interpolagdo cumprem as condicdes
basicas do problema por ter translacées e rotagdes maximas nos nés. Os
valores de x e L na equacao (53) cumprem com as seguintes relagoes:
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3.1.5
Funcoes adicionais

As fungbes adicionais N...N, sao fungbes que fornecem

deslocamentos e rotagdes nulos nas extremidades.

X X 2 x 3 X n+3 (55)
N, ,=A+B| = |+C|=| +D| = | +| =
= (Lj (Lj (Lj (LJ

Foi adotada uma fungé&o basica polinomial de terceiro grau, no qual
precisa da determinagédo das constantes A, B, C e D e isto se da através de
condicOes apropriadas de contorno. Ou seja, as fungdes e suas tangentes

(primeira derivada) se anulam nos extremos (x=0, x=L) obtendo assim os

valores das constantes, para poder substituir na equacao 55, tendo como
resultado a seguinte expressao:

o) () >

Substituindo os valores da equacao (54) na equacgao (56) tem-se.

2 3 n+3 57
szzn(r_bJ —(l+n)(r_bj +[r—bj (57)
a-b a—>b a—>b

Onde n é o numero de polindmios adicionais que precisa para refinar o

problema.

3.1.6
Energia de deformacao da placa fina

Conhecendo o campo de deslocamentos da placa fina pode-se

conhecer a energia interna da placa. Substituindo as deformacdes das
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equaclbes (46-48) e as tensdes das equacgdes (11), (12) e (14) na equagao
(33) e integrando com respeito de h e simplificando, chega-se a seguinte

igualdade:

| ’w low 1 9°w ’ | (58)
e
orr r dr r* a6’

ap2r I w(low 1 9w
U:DOL_[O —2(1-v) 57 (;g+r—2862J rdrd@dz

2 2
+2(1_V)(1 O’w 1 awj

rorod r: o6

+% ['[" kw? rdrae

Na expressdao acima, k é o coeficiente da base elastica e Do, é o
coeficiente de rigidez da placa dado por:

EW (59)
o=
12(1-v?)

Onde v é o coeficiente de Poisson e E é o Modulo de Elasticidade do

material.

3.1.7
Matriz de rigidez da placa fina

A matriz de rigidez da placa fina sera composta com a somatéria de
energias de deformacdo da mesma. Para realizar a analise matricial destas

integrais precisamos das seguintes parcelas:

et
orr ror r’ o6’

2 2 60
{Vl}:(aw 1 ow 18wj (60)

o*w (61)

V2)= or?
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low 1 9w (62)
3= (;a— Faezj

1 o°w 1 ow (63)
vl ( o6 2%}

Entao, substituindo as igualdades (60-63) na integral (58), obtemos:

[k.]= I:IOM Do {VIH{v1}' rdédr+ I:IOZ’[ Do {V2Hv3Y rdédr (64)
+['[7" Do {v3Hv2Y rdodr+['[”" Do{va}{vaY raédr

+ J: J.OZ” k{wHw} rdéar

3.1.8
Vetor de forcas

O tipo de carga que é considerado é a carga uniforme distribuida
perpendicular na superficie media da placa. Para calcular o vetor de forcas
pode ser feita através da energia potencial de cargas externas da seguinte

forma:

[Pl=—['[" gz {w}rdrae (65)

3.1.9
Matriz de massa

A matriz de massa sera descrita pela seguinte expressao, onde p € a
massa especifica do material:
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[M]: p]wz J.:J.Oz”{w}{w}T rd@drdz (66)

-h/2

+ ﬁ—};_[h/z J.:jom{w}’r {w}’rT rd@drdz

~h/2

~h/2

2
20 [ ) ) rdeara:

3.1.10
Matriz geométrica

A matriz de rigidez geométrica para a placa circular fina pode ser obtida
pelo trabalho realizado pelas forcas constantes agindo em direcado axial do
plano médio da placa. A matriz de rigidez geométrica pode ser obtida por:

Ko )=h[' ["o, (o}, (o}, rdodr+n[ [ Lo, {u}, (4}, raoar — ©7)

3.2
Placa espessa

3.2.1
Campo de deformacoes

A deformacdo que uma placa circular espessa sofre €

.. Y0 V.. €7,. - ENtd0, substituindo as equacdes (2-4) nas equacdes (5-

6) e (8-10) obtém-se:

oo 22) o

_2(, 99 (69)
=
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__ |99  1(09, _ j (70)
Vro = {aerr(aQ &
_low do (71)
Yo: rdf 9z
y =90 0w (72)
9z or

3.2.2
Campo de deslocamentos

O campo de deslocamentos da placa espessa é dado por trés vetores

gue descrevem translacdes uz, no eixo z, rotagées @6 no eixo 6 e rotagdes
@r. no eixo r, (i=12). Como se pode ver na figura 3.1, os vetores que

descrevem estas translagbes e rotagdes sé@o: w,, ¢r, e p6,. Para o caso de

carregamento axissimeétrico interessam os seguintes vetores:

Wg — {WBe }’ ¢r€ — {¢r3e }, ¢0€ — {¢03e} (73)
WAe ¢rAe ¢0Ae
N, 0 0 (74)
0 N, 0
0 0 o N
w, = ) v, = ; =
Be N4 ¢ Be 0 ¢ Be 0
0 N, 0
0 0 N,
Nw 0 0 (75)
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Nas expressdes acima wy, @r,,,p0, sao vetores que tem como
elementos N,...N, polinbmios basicos de interpolacdo nodais, que
descrevem os deslocamentos e rotagées nodais. w,,, ¢r,,, 0, Estes sao
vetores que tem como elementos N,...N,, sdo funcdes de interpolagédo
adicionais que descrevem deslocamentos e rotacdes internas, onde Nw € o
numero de fungdes adicionais de translacdao no eixo z; Ngré o numero de
funcdes adicionais de rotacdo no eixor; e N8 é o numero de funcdes
adicionais de rotagéo no eixo 8. Dentro de cada uma das fungbes adicionais

tem-se como elementos uma fungédo par e impar. Entdo o numero total de

elementos de cada funcao adicional pode ser calculado da seguinte forma:

Nw=Nor=Np6=2(N, +N,. ) (76)

Im par

Agora, ao se considerar um carregamento ndo axissimeétrico, temos
vetores divididos em duas partes, a primeira com fungoes basicas e fungdes
adicionais que ja foi desenvolvida acima; a segunda parte que tem como
elementos o0s vetores multiplicados por a funcdo trigonométrica
(senB) ou (cos8).

WBe ¢rBe ¢03e (77)
0
We — WAe : ¢r€ — ¢rAe : ¢0€ — ¢ Ae
Wgre Py, POy,
Ware PTare 90,

Nessas equagles, Wy, Wares Pores Puzer PGsr, € 90,;, S80 elementos do

vetor que descrevem as deformagbes radiais e circunferenciais nao

{WBTe} _ {WB} (Sene); {(ﬁrBTe} _ {(ﬂrB} (COS 0)
Ware Wy Orsr, or,

(o010} e
¢0AT€ ¢0A

axissimétricos.
(78)
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3.2.3
Funcodes nodais

As funcdes de forma polinomiais de primeiro grau que descrevem 0s
seis graus de liberdade da placa a partir dos deslocamentos nodais tem
quatro graus de liberdade de rotacdo e duas de translacdo nas extremidades

correspondentes.

X X (79)
N, ,=1—-—; N,.,=—
1,2,3 L 4,5,6 L

Substituindo os valores de x e L da equacao (54) na equacao (79)

obtemos com as seguintes relacdes,

r—b. r—b (80)

3.24
Funcoes adicionais
As fungdes adicionais N,...N, sédo polindmios hierdrquicos que nao tem

um significado fisico, mas que ajudam a descrever as deformacdes dentro do
dominio da placa.

b a
( } O—m— [
nos do
elemento © ; O &
-1 0 1
Figura 3-2. Relagao de coordenadas normalizadas e coordenadas globais

E=cr+d (81)

Nesta expressdo a equagao linear relaciona as coordenadas
normalizadas com as globais. Para isso é necesséario conhecer as constantes

c e d substituindo as duas condicdes nodais que se conhecem:
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r=b —&=-1 2 2b (82)
c= ;
r=a —¢&=1 a—b a->b

Substituindo as constantes ¢ e d da equacao (82) e o valor de x na

equacao (81) obtém-se o valor de & é:

(83)

Uma alternativa prética para definir as fungdes adicionais € escolhendo

dois tipos de polindbmios pares e impares como pode se mostrar:

N :{ 1-&  n par (84)
g

— & nimpar

Esta série de polinbmios tem sempre valores nulos nos extremos do

seu dominio, substituindo o valor de £ na equagéo (83), tem-se:

N = 1_(2(;’—19)_1)2" (85)
par a_b
N, ->7:(Z(r_b)—lj[l—(w—ljsz
par= a-b a-b

3.25
Graus de liberdade

Na placa espessa serdo considerados seis graus de liberdade, duas
translacdes no eixo z duas rotacdes no eixo re duas rotagdes no eixo 6.

Que serao descritos com os vetores w,@. e @, respectivamente.

W, 0 0 (86)
0 0, 0
D LU O B O
Y=, Po=V0 (%10
0 s 0
0 0 s
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Aonde cada grau de liberdade € igual a uma fungdo nodal polinomial

W, @y, P3Py P5, P = Ny, Ny, Ny, Ny, Ny, N

3.2.6
Relacao tensao deformacao

A relacao tensao deformacéao para uma placa elastica espessa pode ser
descrita pelas equacbes (11-12) e (14-16):

_ Ez [(9¢g,) v( d¢ (87)
e (G O ]

__Ez |1, 99 aij (88)
O-'%_l—v2 L(% BHJ-H/( or
89
T =~ e a¢,-+l(a¢0_¢rj (©9)
20+v)| or r\ 06
; =_E [aiﬁ_w} (90)
" 20+v)| 9z or
E {law 8@} (91)
T, = —— L
© 20+v)|Lroe oz

3.2.7
Energia de deformacao da placa espessa

Uma vez conhecido o campo de deslocamentos e deformacdes da
placa espessa pode se enxergar a energia de deformacao da placa espessa,
sabendo que a relacéo tensao deformacdo para uma placa elastica espessa
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pode ser descrida pelas tensdes (0,,,066) que sao tensbes normais e

(0,5, c,, 0'91) que sao tensoes cisalhantes.

7

a V4 92
U= o Ot ttrs 5., ey Jraraoa: P

+%fﬁﬁwﬁrmde

Na qual a segunda parcela desta integral é a energia do apoio elastico

da placa.

3.28
Matriz de rigidez da placa espessa

A matriz de rigidez pode ser construida através do principio da energia
de deformacdo. Sabendo que a deformagdo pode ser representada de
maneira vetorial, entdo consideramos os seguintes elementos como vetores

coluna (e,.&,.7..7,..7,.) 08 modulos de elasticidade longitudinal e

transversal sdo dados por

E E (93)

E=—"F> G=
A=v7) 2(1+v)

Com os valores da equacao (93), integrando a equacao (92) de tensdes

e deformagdes torna-se:

{e.}E{e,} +vien}E{e, ) +vie, }E{en) (94

(K =[] | Hewb Eew) Hna}6lne) +{r.}6{n.Y  |rdrasa
Hr.Jo{n.}

+ Jj J?ﬂ k {w}{w}T rdrd

Aonde k é o coeficiente de rigidez de apoio elastico e w é o vetor de

funcdes de deformacéo na direcédo da aplicacdo das molas.
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3.2.9
Vetor de forcas

O tipo de carga que € considerado é a carga uniforme distribuida
perpendicular na superficie média da placa. Para calcular o vetor de forcas

utiliza-se a energia potencial de cargas externas:

[Pl=—["["q. {w}rdrae (95)

3.2.10
Matriz de massa

A matriz de massa contém a acgao inercial de um elemento devido as
aceleracbes unitarias nos graus de liberdade. Estas acdes inerciais sao
transformadas em forgas concentradas nos noés. Substituindo os
deslocamentos na equacéo (35), obtemos:

1= L2 oo Mo Y+ Hot Y +u 3o Y ) rdragaz (96)

—h/2

3.2.11
Matriz geométrica

A matriz de rigidez geométrica para a placa circular pode ser obtida
pelo trabalho realizado pelas forcas constantes agindo em direcdo axial do
plano médio da placa. Estas forcas sdo as tensbes das equacdes (40-41). A
matriz de rigidez geométrica pode ser obtida em funcdo da energia de
deformacéo das cargas externas, equacgao (39).

k=] ["["” owlo,Ho, Y raraed: (97)

hl2

+ff( Im o, 1o, He Y rdraod:

hl2
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3.3
Matriz de rigidez dos apoios

O numero total de fungdes é dado por

Ny =N,+N, (98)

Onde N, =6 que € o numero total de fungGes basicas e N, € 0

namero total de funcdes adicionais.

A matriz de apoios tera de tamanho (NTf xNTf), e para conhecer os seis

elementos da diagonal principal da matriz é preciso conhecer as condicoes
de contorno do problema utilizado o Método das Penalidades.
Terdo que conhecer as rigidezes das molas que se encargam de

restringir as rotacoes e translacdées nos nés.

K, [0 - 00| 0 (99)
NS TN R R
: 0|0 0
K, =| 0 0 K |O 0
0 0 0|0 0
0
L0~ 0 ofofo of, .,

3.4
Frequéncias naturais

As frequéncias podem ser obtidas através da solucdo da seguinte
equacao:

=[m]"[x,] (100)
Onde [M] é a matriz de massa e [K,| é a matriz elastica da placa.

Resolvendo este problema obtemos os auto valores para poder obter desta

forma as frequéncias naturais do sistema {1}={e’}.
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3.5
Carga critica

Para o calculo das cargas criticas utiliza-se a mesma formulacao ja
citada no capitulo 2, a partir disto pode se obter a seguinte formulacao para a
obtencao desta carga:

(=&, ' [k, ] 1oy

Onde se sabe que [K,] é a matriz geométrica e [K,] é a matriz elastica
da placa. Resolvendo este problema obtemos os auto valores para obter

desta forma a carga critica o sistema{A}=1{@’}.

3.6
Matriz de carga seguidora

A matriz da carga seguidora ndo conservativa que depende linearmente
dos deslocamentos é a seguinte:

(K L= —[}[," Per aras -
010 - 0 [0 0] 109
ol . : ) ) :
: . - Ky 1 0 - 0
[KL =0~ O O |O - 0
NE 0 0 0 0
0
o[- 0 0 0]0 O] (N Ny )

3.7
Carga critica dinamica

Para a obtencao da carga criticas parte-se da seguinte andlise:
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_ (104)
W=k, +x.I"[k,]

Onde se sabe que [K,] é a matriz de carga seguidora da placa.
Resolvendo este problema obtemos os auto valores para obter desta forma a

carga critica o sistema{i}={e’}.

3.8
Variacao de espessura da placa

Para o projeto de a placa circular anular pode ser considerada uma
variacdo da espessura linear, quando a espessura da placa incrementa-se

linearmente com o raio.

h:(hli};()j(r—b)mo (105)

Onde h, € a espessura interna, h, é a espessura externa da placae ae

b séo os raios externo e interno como pode observar na figura 2.3.
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