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4 Método Numeérico

As equacdes de conservacdo de massa, quantidade de movimento e energia
correspondentes a cada fase k, apresentadas no Capitulo 3, podem ser escritas

como

o(prardr) , 9(prarUrdr) _
ot + ax = SC¢k + Sp¢k¢k (4.1)

A Tabela 4.1 ilustra a correspondéncia entre a variavel ¢, os termos de

forcamento Scy, e Spy, € as equacdes de conservagéo.

Tabela 4.1 — Termos de forcamento das equag¢8es de balanco.

Equacdo )" SC, SPg.
Massa do gas 1 0 0
Massa do liquido 1 0 0
. daP

Quant mov. do gas Ug byrc + bne + bine Uy — ag EP by, + bint
Quant. mov. do liq. U, | bgrp+ by + bine Ug + by — a5 by, + bint

. , bpr,G +bdG + bdint + bq,G Tw,in
Energia do gas Tg bgc + bg,int

+ bq,int TL

Energia do liquido T, | ba, +ba,, +bgrTwin+bgint Tc | bgr + bgint

Os termos de fonte das equacgdes de quantidade de movimento, referentes a
forca de corpo (Eq.4.2), variacao de pressao hidrostatica (Eqg.4.3), atrito na parede

(Eq.4.4) e termos interfaciais de atrito e salto de pressédo (Eq. 4.4) sdo

bgrc = —ag pggsinb ; bgrL = —a,p,gsiné (4.2)
doh dh
bpe = —ag pcg cos 96—; ; b = —ay, pg cos Ha—xL (4.3)

1 1
by, = ﬂprGluGlsG ; by, = ZprLluLlsL (4.4)
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1
bint:afipGlUG_ULlSi ; bazgaLa (4.5)

Os termos de forcamento da equacdo da energia referentes a troca de calor

com a parede e interface sdo

1 1 1

bgc = @ha S P o, hy S, 5 bgine = Whi Si (4.6)
Os termos de dissipagéo sao
1 1
bq, = mfa pelUcl UG Sg ; bg, = 2CpLAfL p. |UL\UE S, (4.7)
1
bdint = mfi pelUs — UL l(Ug — UL)? S; (4.8)
Pk

e a parcela associada ao gradiente de pressdo para fluidos compressiveis, logo, s6

presente na equacao de energia do gas é
_ 0P Ly 2P oy | gy O
byre = chAaGBGTG [(at + U ax) + peg cosd ( ac T Ve )] (4.9)

A solucdo numérica das equacbes governantes do Modelo de Dois Fluidos
foi realizada utilizando-se o método dos volumes finitos (Patankar, 1980), o qual
consiste em dividir o dominio de interesse em volumes de controle. A
aproximacdo discreta das equacOes de conservacdo escritas na forma conservativa
¢ obtida ao integrar as equagdes em cada volume de controle. Uma formulacédo
conservativa garante a conservacao de massa, quantidade de movimento e energia
de cada fase para cada volume de controle e, portanto, para todo o dominio.

De acordo com recomendacdo de Patankar (1980), de forma a evitar
solucdes irrealistas e instaveis, optou-se por utilizar uma malha deslocada para as
velocidades em relagdo as outras grandezas. Isto €, as velocidades sdo
armazenadas nas faces dos volumes de controle e as demais grandezas (fracbes
volumétricas, pressdes, temperaturas e massas especificas) sdo armazenadas nos
centros dos volumes de controle. A Figura 4.1 ilustra ambos os volumes de
controle. As letras maiusculas P, W e E representam o ponto nodal principal e
seus vizinhos da esquerda e da direita, sendo o centro dos volumes de controle
onde as grandezas escalares sdo armazenas e as faces dos volumes de controle

onde as velocidades sdo armazenadas. Ja as letras mindsculas w, ww e e
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representam as faces dos volumes de controle escalares e seus vizinhos da

esquerda e da direita. A malha adotada é uniforme, com espacamento Ax.

Ax Ax
u y T i I
ww w E ‘ ww W E
(a) Volume de controle escalar (b)Volume de controle das velocidades

Figura 4.1 — Volumes de controle principal e descolado e respectiva nomenclatura.

Como mencionado, no método de volumes finitos, as equagdes de
discretizacdo sdo obtidas através da integracdo no volume de controle de cada
variavel e no tempo. llustrando para uma grandeza escalar, a equacdo € integrada
de acordo com

e At d(prardr) t+At re d(prarUy Pr) _
AJE [ 2RD gy g g O pEAOUIDD gy gy

= A [ [(Scy, + Spg i) dxdt (4.10)

A derivada temporal é integrada primeiro no tempo e depois no espaco. A
derivada espacial, por sua vez, é integrada no espacgo e posteriormente no tempo.
As variaveis armazenadas no ponto nodal do volume de controle prevalecem em
todo o volume dominio de integracdo. O esquema implicito de Euler é utilizado
para efetuar a integracdo no tempo. A equacdo resultante dividida por At é

_ 0
(pkak¢k)PAt(pkak¢k)P ADx + (praxUA ¢i)e — (prarUrA ¢idw =

(Scey, + S Pic) ,ADX (4.11)

O esquema upwind de interpolacdo é empregado para determinar os termos
convectivos nas faces do volume de controle. Detalhes numéricos adicionais das
discretizacbes das equacGes governantes sdo apresentados nas segdes

subsequentes.

4.1 Fracado Volumétrica
A equacdo discretizada de conservacao de massa da fase gasosa é

apap = aEaE + aWO(W + b (412)
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sendo os coeficientes acima apresentados obtidos através das seguintes

expressoes:
ag = ||=Fe, 0l ;  aw =|Fg, 0] (4.13)
ap = Apg, 3, + [T, Ol + || -Fg,,. o] (4.14)
af = Apl, = ; b =adal, (4.15)

Nas Eqs 4.13 e 4.14 o simbolo ||a, b|| denota 0 maximo entre a e b. O
sobrescrito “0” indica valores avaliados no instante de tempo anterior.

Os pseudo fluxos convectivos sdo definidos através dos parametros F_Ge e
F,, onde as massas especificas das faces sdo determinadas através do esquema

upwind de interpolagéo,
Fe,, = peyAl|Us,, Ol = pg, Al|-Ug,,. O (4.16)
Fo, = pepAl|Us,. Ol| = pg, All-Us,, 0] (4.17)

Uma vez obtida a fracdo volumétrica da fase gasosa, a fracdo volumétrica da

fase liquida € obtida através da relacdo apresentada abaixo.

ap,=1—ag (4.18)

4.2 Velocidade

As velocidades das fases gasosa e liquida sdo obtidas das equacdes
discretizadas das equacOes de conservacdo da quantidade de movimento. Estas
equacOes sdo obtidas empregando a Eg. (4.11) no volume de controle deslocado
de velocidades. Neste caso, no entanto, o termo de gradiente de pressao é tratado
de forma explicita, pois também é uma incdgnita. O sistema de equacdes

algébricas resultantes é apresentado a seguir.

—ay, A(Pp — Py) (4.19)

sendo os coeficientes acima apresentados obtidos através das seguintes
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expressoes:
Goje = [|=Fier Ol 5 Guwie = [IFiew, Ol alu = 450, @0, 5 (4.20)
Ak = Ay g + Ao + Qw i + SDk,, ADX (4.21)
b = a)Uyp + Scy, AAx (4.22)

Na Eq. 4.19 foi introduzido um fator de sub relaxagéo (y = 0,7) para
reduzir a taxa de variacao entre as iteraces, uma vez que a solucdo do problema é
ndo linear. O parametro Uy  corresponde a velocidade da fase k na face w na
iteracdo anterior.

A massa especifica e a fracdo volumétrica, nas faces do volume de controle

principal, séo avaliadas com interpolagéo linear

Br, = (pkW:pkp) ; Gy, = (akW;akp) (4.23)
Os parametros Fp e Fy, correspondem aos fluxos de massa nas faces do
volume de controle da velocidade, i.e., coincidem com o ponto nodal principal.
Entretanto, as velocidades ndo estdo disponiveis nos pontos nodais €, portanto, é
necessario aplicar um esquema de interpolacdo. Para garantir a conservacdo de
massa no volume de controle principal e no vetorial, utiliza-se a média aritmética

os fluxos nas faces ww, w e e para se avaliar Fp € Fy.

(F ,W+F ,e) . (F ,ww+F ,w)
Fip = Api, @y, Uy, = kz—k s Few = Apg, @iy, Uk, = % (4.24)

Few = APr,, Ak, Uk, s Fiww = APk, Tk Uk + Fie = APr, Ak, Uk, (4.25)

As parcelas dos termos de fonte Scy, e Spy, ilustradas nas Egs. 4.2 a 4.5

sdo aproximadas nas faces w, onde as velocidades sdo armazenadas. Logo, a
massa especifica e fracdo volumétrica da fase k sdo necessarias nas faces, para o
calculo dos termos de forcamento, sendo determinadas como indicado na Eg.
(4.23). Os termos associados com a variagdo da pressdo hidrostatica, devido a

variacdo do nivel de liquido séo

hi,—h
by, = =Pk, A, 9 WCOSH (4.26)
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Note que o termo de salto de pressdo sé contribui para a equacdo de
conservagdo de quantidade de movimento do liquido. Este termo possui duas
parcelas, a primeira associada com variagdes axiais do nivel do liquido presente
para escoamento estratificado e anular e a segunda parcela (b, 4,), devido a
curvatura na secdo transversal, o qual s6 existe no caso de escoamento anular.
Temos entdo que

A pt+At
At -t

P
fW b dxdt = ba,axial + ba,an (4-27)

(hLE+3 hLW—hLWW—3hLP)

bsaxiar = A0 a, (0x)2 (4.28)
~ 4 hip=—ht
boan = A0 @y, (57o—) ( . w) (4.29)

Os calculos dos perimetros molhados S, ,S;, € S;, sdo realizados atraves

das Eqgs. 3.3 ou 3.8, dependendo se o escoamento base é estratificado ou anular,
em funcdo da altura do nivel liquido h;. A espessura do filme de liquido é
facilmente obtida pela Eq. 3.10 para escoamento base anular. JA no caso de
escoamento base estratificado, o nivel de liquido pode ser obtido pela solucéo da
Eq. 3.6, utilizando um método iterativo, como o método da bissecao (Press, 1992).
No entanto, para acelerar a convergéncia, pode-se utilizar a equacao aproximada
proposta por Biberg (1999), Eq. 3.7. Os fatores de atrito sdo obtidos em funcgéo
do nimero de Reynolds de acordo com as correlacBes apresentadas na Tabela 3.1.

4.3 Pressao

A equacdo de conservacdo de massa total, obtida através da combinacéo das
equacdes de conservacao das fases gasosa e liquida, é utilizada para determinar a
equacdo da pressdo. Para esta combinacdo, ambas equacdes sdo normalizadas
pelas massas especificas de referéncia de cada fase. A normalizacdo evita que haja
predominancia da equacdo do liquido sobre a equacdo do gas, o que poderia
induzir a problemas de convergéncia (Issa e Kempf, 2003; Bonizzi, 2003,
Carneiro, 2005; Simdes, 2012). A equacdo algébrica resultante é apresentada a

sequir.
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0@y , oy , 1 (6(aapa) _I_a(aaana)) -0 (4.30)

at ox pGref at x

A discretizacdo da Eq. 4.30 ¢é obtida integrando no volume de controle
principal, assim como a equacdo de conservacdo de massa da fase gasosa. A

equacdo de discretizacdo resultante €

Ax A~ ~
Alay, —ap,) 3 +Aa, Uy, — A&, Uy, +

1

A A A
+ [A(Pcpacp ~ pg,ag,) A_f + Apg, A6, Ug, — ApraGWUGW] = 0(4.31)

pGref
Os termos de pressdo sdo introduzidos através da substituicdo das
velocidades das faces, obtidas da equacdo discretizada de quantidade de

movimento, Eq. 4.19, reescritas como apresentado abaixo.

= U, A
Ue =0 w

w kw axwl/y

ﬁkeA

ag /v

(Pp—Py) € Uke:Uke_

(Pe—Pp)  (432)

onde as pseudo velocidades ﬁkw e ﬁke obtidas através das seguintes expressoes:

Ak,eUket Ak wwUkyyy, tbkt(1=Y)(@kw/V) Uk,

Ukew = akwlY (4.33)
~ af oUkpo+af wwUky, +b1 +(1=Y)(@f /Y Uj
Uk, = aToly ¢ (4.34)

O sobrescrito “+” indica que a equagao de discretizagdo de quantidade de
movimento linear da fase k deve ser avaliada no volume de controle adjacente ao
volume de controle deslocado de interesse correspondente a velocidade w.

A massa especifica do gas no ponto nodal depende da pressdo atraves da
equacéo de estado.

P
T ZRgTg

Pq (4.39)

A equacdo de discretizacdo da pressao € obtida a partir da substituicdo das
Egs. 4.32 a 4.34 na Eq. 4.31. O sistema de equacdes algébricas resultantes é

apPP == aWPW + aEPE + b (436)

sendo os coeficientes acima apresentados obtidos através das seguintes
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expressoes:

AZﬁG A, g A%ay o,

a =
W @w/MPG  (@LwlY)

25 25
_ A"DGe UGe UG, | AT UL UL,

an = 4.38

B @Ew/MPey  @hw/v) (4.38)
. aGPAAx

ap = —pcrechTcpAt +ag +ay (4.39)

(pgpagp) Abx

bp =|a’ —a, +
P Lp Lp pGTef At

1
+

rore (Apg, a6, Us, — APc,ac,Uc,,) + (A, U, —Aa,U,,) (4.40)

4.4 Temperatura

A equacdo da energia € utilizada para a determinacdo das temperaturas das
fases gasosa e liquida. A discretizagdo desta equacdo também ¢é realizada
integrando no volume de controle principal, Eq. (4.11) resultando na seguinte

equacao de discretizacdo
akaP = aETkE + awTkW +b (441)

sendo os coeficientes obtidos através das seguintes expressoes:

co= Rl ¢ aw=lRol ; a=apfad  @a)
ap = ag + ay +ap — Spy, ADx ;b =apTQ, + Sc,,ADx (4.43)

Neste caso, os fluxos de massa nas faces do volume controle, F“ke e F"kw, séo

obtidos baseados nos pseudo fluxos de massa (Eq. 4.16 e 4.17) e utilizando

esquema de interpolacdo upwind para as fracdes volumétricas.
Fe, = iy A |[Fie, 0| — @i, A ||=Fi,,, O] (4.44)

o = a4 [[Fi, Ol = e 4 |- 0] (4.45)

e

Uma vez que a temperatura é armazenada no centro do volume de controle,
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0s termos de fonte indicados nas Eqgs. (4.6) a (4.9) sdo determinados no ponto
nodal P. Os termos associados ao fluxo de calor, Eq. (4.6), sdo diretamente
avaliados no ponto nodal principal. Porém, como a velocidade é armazenada nas
faces, e as tensOes cisalhantes sdo determinadas nas faces para serem aplicadas
nas equacOes de conservagdo de quantidade de movimento, 0s termos de
dissipacéo, Egs. (4.7) e (4.8), sdo avaliados conforme indicado a seguir

_ 1
P 4 cpkA

ba, (fewPrew Uiy [Sisy, + FicoPreo| Uk | Sk, ) U (4.46)

bdint = @(fiwﬁcwujcw - ULW|Siw + fie'5k9|UGe - ULelsie)(UGP - ﬁLP)Z (447)

Sendo a velocidade no ponto nodal central determinada através da média
aritmética dos valores da face leste e oeste:

ﬁkp — (Uk,w;'Uk,E) (448)

O termo associado com a pressdo devido a efeitos de compressibilidade, Eq.
(4.9), so é incluido na equacdo da energia do gas, pois depende de /5, coeficiente
de compressibilidade térmica,

B = —%Z—ﬁ)P (3.49)

0 qual é nulo no caso de fluido incompressivel. Para géas ideal fs=1/T¢ e para

gases reais, o coeficiente de expansao térmica foi calculado numericamente como

_ 1 pP@Te+ET)-p (P,Tc)
b= p (PTG) 8T (4.50)

onde 6 T é um valor pequeno. Neste trabalho empregou-se 6 T = 0,2 K.

O termo associado a pressdo na equacdo de energia do gas € aproximado de
acordo com

b = eePepTap {(Pr—POT+ (4.51)

prg CPGP A

[[|Te,, 0[| (P — Pw) — ||~ Tg,, 0| (P — Pp)]

+pg, g cosd [(hLP —h),) i—’: + Ug,(he, — hLW)]}
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4.5 Condi¢bes de Contorno e Iniciais

A Figura 4.2 ilustra os volumes de controle para grandezas escalar
utilizados na entrada (Fig 4.2a) e na saida (Fig 4.2b), os quais possuem a metade
do tamanho do interior do dominio, Ax/2.

Na entrada da tubulacdo, as velocidades superficiais (ou vazles) e
temperaturas de ambas as fases séo fornecidas. A fracdo volumétrica na entrada é
obtida de forma a satisfazer a equacao de conservacdo de massa do gas no meio
volume de controle indicado na Fig. 4.2a. As velocidades das fases podem ser

facilmente calculadas, a partir das velocidades superficiais e fragdes volumétricas.

JAVS Ax

< > +-—>
Ax/2 Ax/2

' ) 1
ip E EE ww w pi
[ : ® ® ® ® ®
w e w e

(a) (b)

Figura 4.2 - Volumes de controle escalar da (a) entrada e (b) saida.

A pressdo € determinada através solucdo da equacdo de conservacao global
de massa aplica ao meio volume de controle da entrada, com as vazdes em massa
das duas fases impostas na entrada.

Na saida da tubulacdo, apenas a pressdo é fornecida. Para determinar as
velocidades de ambas as fases na saida e feita uma extrapolacéo linear utilizando
os valores dos n6s W e WW (primeiros dois vizinhos internos). Ja para determinar
as temperaturas de ambas as fases se considera o escoamento como localmente
altamente convectivo, isto €, despreza-se a variacdo da temperatura no ultimo
meio volume de controle, sendo o né da saida igual ao né adjacente anterior.

Como condicao inicial, considera-se que os dados fornecidos de velocidade,
e temperatura na entrada e pressdo na saida, sdo constantes em todo o dominio. A
condicéo inicial para a fragdo volumétrica no dominio corresponde ao valor de
equilibrio. Esta grandeza na entrada é calculada de forma a garantir a conservacao

de massa.
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4.6 Malha Computacional

O espagamento da malha Ax utilizado influéncia no processo de
discretizacdo. No esquema de interpolacdo upwind ha geracdo de grande difuséo
numerica no sistema. Para contrabalancear este fato, é necessario se utilizar
malhas refinadas para atingir a preciséo desejada. A resolucdo espacial deve ser
escolhida de modo que respeite o compromisso entre precisdo dos céalculos
numéricos e 0 tempo necessario de computacdo (Carneiro, 2006). Para cada caso

de interesse, um teste de malha foi especificado.

4.7 Critérios para o Passo de Tempo

O passo de tempo em escoamentos no regime transiente deve ser limitado
de modo a atender os requisitos de precisdo temporal da solucdo. No caso de
escoamentos bifasicos, isto quer dizer que precisa ser suficientemente pequeno
para capturar as instabilidades geradas pelas golfadas ou ondulacGes de um
escoamento anular. A equacdo apresentada abaixo foi utilizada para definir o

passo de tempo.

At =C—2 (4.52)

max(|U|)

onde C é nimero de Courant, que expressa a quantidade de volumes de controle
gue uma particula de fluido consegue avancar em cada passo de tempo, Ax
representa o espacamento utilizado na malha e max(|U|) a velocidade maxima
em todo o dominio, para ambas as fases. Portanto, para um C unitario, a particula
avanca somente um volume de controle por passo de tempo. Note que, quanto
mais densa for a malha, menor sera o passo de tempo.

Logo, para a determinacdo de um passo de tempo, deve-se levar em
consideracdo a influéncia em conjunto do nimero de Courant e da densidade da
malha, assim como caracteristicas fisicas do problema e limitacGes
computacionais (por exemplo: memoria disponivel e tempo de execucdo). De
acordo com recomendacdo de Nieckele et al. (2013), selecionou-se C=0,05 para

todos os casos.
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4.8 Critérios de Convergéncia

O critério do residuo maximo é utilizado para determinara a convergéncia a

cada passo de tempo.

Resyqy = max|apdpp — (agdpr + ayw Py + b)| (4.53)

Nesta equacdo, ¢ € grandeza dependente de interesse calculada na iteracao
anterior e ap, ag, ay, € b sdo os coeficientes da equacdo de discretizacdo de ¢
calculados na iteragéo atual.

A solucéo é considerada convergida quando o residuo maximo, obtido em
todo o dominio, de todas as equacbes for inferior ao valor de tolerdncia

especificado. No presente trabalho a tolerancia especificada foi de tol=10".

ReSpay < tol (4.54)

4.9 Procedimento de Execucéao

O sistema de equacdes governantes € formado por duas equacdes para
determinar as velocidades das fases, uma para determinar a fracdo volumétrica da
fase gas, uma para determinar a pressao e duas para determinar as temperaturas
das fases. A solucdo de cada equacao € realizada através da resolucdo de matrizes
tri-diagonais pelo algoritmo TDMA (Patankar,1980). Tais matrizes sdo formadas
pelas equacBes governantes discretizadas, onde o no principal depende somente
dos nos adjacentes.

No presente trabalho, uma adaptacéo do algoritmo PRIME (Maliska, 1981),
conforme sugerido por Ortega e Nieckele (2005) foi utilizado para tratar o
acoplamento velocidade-pressao. Este mesmo procedimento foi utilizado com
sucesso nos trabalhos de Nieckele et al. (2013) e Simdes et al. (2014).

O procedimento de solucdo deste algoritmo é descrito, em detalhes, abaixo.
O fluxograma é apresentado em seguida (Fig. 4.3)

1. Definicho da geometria, propriedades, condi¢cbes de contorno,
parametros numericos de solu¢do como malha, passo de tempo, critério
de convergéncia, etc.

2. Definicdo das condicOes iniciais do problema (i.e: inicializagdo das

velocidades, pressdo, fragdes volumétricas, temperaturas).
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3. Utilizacdo da solucdo do passo de tempo anterior como estimativa
inicial para a solucéo do passo de tempo atual.

4. Determinacdo das velocidades das fases, através da solucdo das
equacOes de quantidade de movimento para gas e liquido (Eq.4.10),
utilizando o campo de pressio estimado. *

5. Determinacdo da pressao através da solucéo da equacao de conservacao
de massa global (Eq.4.30)

6. Correcdo explicita das velocidades mediante a Eq.(4.19) 2

7. Solucéo da equacdo de conservagdo de massa da fase gasosa (Eq.4.12)
para obtencdo da fracdo volumétrica do gas.

8. Solucdo da equacdo de conservacdo de energia para 0 gas e para O
liquido, obtendo valores de temperatura (Eq.4.41). ®

9. Calculo dos residuos de todas as equacdes. Se inferiores ao critério de
tolerancia determinado, o programa retorna ao “passo 3”. Se ndo, o
programa retorna ao “passo 4”, utilizando os ultimos valores calculados

como estimativas, e repete o procedimento até obter a convergéncia.

'Neste ponto, as velocidades obtidas satisfazem somente a equagdo de quantidade de movimento.
’ Neste ponto, as velocidades obtidas satisfazem a equagdo de conservagao de massa global.

* Os valores de temperatura do instante anterior sdo utilizados para o célculo do fluxo de calor
com a parede (quando a temperatura externa é imposta) e o fluxo de calor na interface.
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Método Numérico

Inicializagdo
W
t=t+AL

=/

W

Grandezas estimadas:
Valores da solugdo do passo
de tempo anterior

W

M

A 4

| Solugdo da equagio para U, I

W
| Solugdo da equacio para Uz |

| Solucdo da equagio para P |

Fim

ki

Correcao das velocidades:
F,; Uz H:_ -x Ui

h

Solucdo da equacdo para
Tg

Solugdo da equagdo para Ty,

W

Solucdo da

equagio T

W

—< ReSmax 5.10) 7 :}

Estimativa da pr

Ultimos valores calculados

axima iteracdo:

Ei

o

Figura 4.3 — Fluxograma de soluc¢éo do algoritmo TDMA.
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