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ANEXO 2 - O Algoritmo “Outer-Approximation”

Neste anexo apresenta-se brevemente o algoritmizr‘@pproximation” e
a seguir € apresentado sua aplicacdo em um exemph@rico. Esse estudo
concentrou-se basicamente no capitulo 13 do ligrbié Sun [29].

Considere o seguinte problema geral de programaéaelinear inteira

mista:

min f (x,y)
sa. g(x,y)<0,i=1....q,
xOXOR!,ydyQdz™,

(P1)

ondef: XXY - Rg:XxY -R(@(=1,.,0),hXxY -R(@(i=1,..),eZ"

denota o conjunto dos vetores inteiroskn

Considere ainda o seguinte subproblema de progéneip linear.

(NLP(y) min f (x,y)
sa. g,(x,y)<0,i=1....,q,
h(x,y)=0,i=1....1,

xOXOR,yOYyQgz™,

Para explicar o algoritmo, € necessario apresagaeguintes hipéteses:

(1) X OR] é um conjunto compacto convexo e Y é um conjunto
inteiro finito;
(i) feg (=1, ...., q) sdo funcdes convexas e difererssde (X, Yy),

ehi (i=1, ...,I) sdo funcdes lineares de (X, y);

(i) Para qualquey, a solucdo otima para todo subproblema viavel do
NLP é um ponto regular, isto €, os vetores dos gréehetas restricoes ativas na

solucao 6tima séo linearmente independentes.

As hipoteses (i) a (iii) garantem que qualquer g@tulocal do NLP € uma
solucéo global, e esta solucdo pode ser identdigesdia aplicacdo da condicéo de
otimalidade KKT (Karush-Kuhn-Tucker, Bazaraa, 20@@¢tamente.
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Defina os conjuntoSeV com relacdo as desigualdadesg. (
S={(x,y)OXxY|g(x,y)<0} eV ={ydY |[xOX talqueg(x, y) <0}

Para qualquey 7V, sejax a solugcdo 6tima paraN(P(y)) e considere as

hipéteses de (i) a (iii), segue que:

minimizarf (x,y) = minimizaf f(x,y')|g(x, y') <0}
(x,y)OS y'ov, xOX
= minf(x,yi)+DTf(Xi,yi)(X_xj
y'ov 0

sa g(x,y)+0g(x',y )(X_OX j <0
xO X

= minming
y'ov

0

X=X
0

sa. a2 f(x yi)+DTf(xi,yi)(x_xj
(40)

0= g(xi.yi)+DTg(xi,yi)(
xOX, oOR,

onde, a segunda equacdo surge da condicdo KKT dé(yiNLe sua

linearizacéo ent' s&o idénticos. Seja={i |y OV ex resolve NLPY)}.

Considere o seguinte problema MIP Mestre:

(MILP_M) minimizar a

. o (x=x") .
sa. azf(x,y')+DTf(x',y')( iJ,IDT
y-y

02 g(xi,yi)+DTg(xi,yi)(X_XilJ1‘ JT
y-y
xOX, yOv, aOR.
Seja K, y') a solucdo 6tima para 1), entdo ¢, X,y ) é uma solucdo
6tima para a equacao (38) cam=f (X, y ). Da convexidade di(x, y) e g(x, y),
para qualquer OT, o> f (X, y') e 0> g(X, y' ) implica que ¢, X, y' ) é viavel para

o (MILP_M). Portanto,@ < a" . Por outro lado, como existéal que K,y ) = (X,
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y), isso resulta da primeira restricdo do problemaeduacéo (38), temos que

a=f(x,y)=a.
Podemos verificar a viabilidade N#LFY') através de

(NLP(y))  minimizar 8
sa. L£=9(xX,y), i=1....,0
x X
Pode-se mostrar qUeLP(y') é inviavel se e somente BEPF(}) tem um
valor 6timo positivos” > 0. Seja aindaX a solucdo 6tima para a checagem de
viabilidade do problemaLPHY) modificado Entéo & inviavel para o seguinte

sistema de equacgoes:

o o [x=X
0= gj(x',y')+Dng(x',y')( iJ, j=1,.....0, para todo xJ X. (41)
y-y
Seja F o conjunto indexado de todds] Y tal queNLP(y) seja inviavel,
entdo deve-se excluir todgs O F. Portanto, incorporando a equacao (41) ao
problema MILP_M e substituindg por Y e considerando o numero de iteracdes

geradas pok, teremos:
(MILP_M)  minimizar a

i T - X=X ; K
sa. azf(xy)+0 f(x,y) S, 1aT
y-y

02 g(xi,yi)+Dg(xi.yi)[X_XIiJ’i ot
y-y

iy iy X=X k
0=g(x',y')+0g(x',y") |i0F
y-y
xOX, yOy, aOR

onde

T“={i|y' OV ex resolveNLP(y'), i =1,...,k},
F* ={i INLP(y' )éinviavel e x' resolveNLPF(y'), i =1,...,k}.

Resumindo, € necessario seguir os seguintes passasa aplicacdo do

algoritmo “Outer-Approximation”.
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Passo 1: Escolhd ¥ Y. Defina LB = -0, UB = 40, T’ = F° =@, k = 1.
Passo 2: Resolva o problema NLB(y

@i Se NLP(Y) é viavel, obtenha uma solugéo 6tinfado problema.
Faca UB = f(x*, y) e T = T O {k}. Faca UB = min {UB, UB}. Se UB = UK
ento (x*, y*) = (X, ¥9).

(i) Se NLP(Y) for inviavel, resolva o NLPFy e obtenha uma
solugao 6tima’ redefina E= F! O {k}.

Passo 3: Resolva o problema (MIP Mestre) e obtemha solucédo 6tima

k ok+1 k+1
(@ X"Y"™) FacalB*=a*. Se LE> UB, pare e (x*, y*) é a solug&o 6tima para

0 MINLP;. Caso contrério, k := k + 1 e va para 0 passo 2.

Exemplo de Aplicacéo do algoritmo “Outer-Approximat’.

(Ez2)  minimizar f (x,y) =5y +In(x+2)
sa. g,(xy)=e"-y-1<0
0,(Xx,y) =-2In(x+2) - (}ﬁ)y+ 25<0
05;(X,y) =x+2y-9<0
xO[ 025], yO[14] inteiro
A representacdo grafica da regido viavel dg¢ éEapresentada no gréafico da
Figura 19.

Ay

.
-
-

1 N N
T T T T
1 \ 2 3 4

Figura 19 — Regido viavel do exemplo numérico E,
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Para resolver (&, é aplicado o algoritmo Outer-approximation.

Iteracéo 1

Passo 1:Escolhay' = 4. SejalLB = -0, UB = +mw, T° = F° = @, k = 1. Temos o
seguinte problema NLFY):

minimizar f (x,y) =In(x+ 2) + 20
sa. g,(x,y)=e"*-3<0
0,(Xy) =-2In(x+2)+15<0
gs(X,y) =x-1<0
x[]0,25]

Passo 2:Resolvendo &LP(y') obtém-sec = 0,117 dJB' = 20.75 pard™ = {1}.
Passo30 problema Mestre (MILP_M é

mina
sa. a=(20+In(2117)+ (yzllﬂ)q)( ~0.117) +50{y - 4)

(J[/ ]mx—o.lln—(%)my—4)

02 (-2In(2117) +15) —%NEQX— 0.117) - (}Q)my —4)

0=-0.883+(x-0.117)+2{(y-4)
x[O[025], yUO[14] inteiro.

A solucdo otima para o (MILP_M é (a*, X% y?) = (6.1250.91091).
SejamLB'=0'=6.125 k=2.

Iteragéo 2

Passo 1Utilizandoy? = 1. Sejd.B = 6.125 UB = 20.75, k = 2. Temos o seguinte
NLP(y?):

min f (X, y) =In(x+2) +5
sa. g,(x,y)=e"*-2<0
g,(xY) =-2In(x+2)+ 9, <0

Js(X,y) =x-7<0
x0[0,2]


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0412210/CE


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0412210/CE

99

Passo 2:Resolvendo oNLP(Y?) que é viavel, obtém-s€=1.0802com UB? =
6.125 e pard*= {1,3}.

Passo3:0 problema Mestre (MILP_M é

mina
sa. a2(20+In(2.117))+ (%.117)@— 0.117)+5y - 4)
a = (5+In(3.0802) + 3_0802)mx—1.0802) +5y-1)

02(60'13”_ ]+ e(J?ZJHX—O.].l?)—( 4)E4y—4)
( ] 3%}[&—1.0803—( 2)Eﬂy—l)

02(-2In(2117) +15)- —Eﬂx 0.117) - (}QEﬂy 4)

02 (-2In(3.0802 + 225)-

SOZEQX 1.0802 - (}me 1)

02—0.883+(x—0.117)+2Eﬂy 4)
0>-5.9198+(x-1.0802 +2[{y-1)
x[J[0,25], yO[14] inteiro.

A solugdo otima do (MILP_W) é (a?,x3 y*) =(6.2051.0802]). Faca
LB*=¢*=6.205, k = 3. Pelo critério de parada indicado no terceiessp do
algoritmo, temosLB? > UB? (6.205 > 6.125). Logo o algoritmo termina na
solucdo 6tima dex(,y )=(1.0802, 1). O ponto em questio pode ser viaagdino
grafico da Figura 20.
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Figura 20 — Regiédo viavel e solucéo 6tima do algoritmo AO para o exemplo

numeérico E,

A Tabela 18 apresenta o resumo dos resultados das iteracdes do
exemplo apresentado quando aplicamos o algoritmo AO

Tabela 18 — Solucao do exemplo de aplicacdo do algoritmo OA.

lteracdo X % LBX UBX
1 0.1170 4 6.125 20.75
2 1.0802 1 6.205 6.125

Para este exemplo, usou-se a ferramenta de modelalpd¢MS 3.8 para a
modelagem mateméatica do problema proposto, e @sGRPLEX para resolver o
problema de programacéo linear inteira mista (MMP)_através do algoritmo
branch-and-bound e o solver MINOS para resolverablpma de programacao
nao linear (NLP() e NLPF(Y)).
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