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2. Analise limite

2.1Consideracdes iniciais

A anédlise limite vem despontando como uma ferramenta poderosa para
avaliar a estabilidade de taludes. Mas nem sempre ela recebeu a devida atencéo,
sendo ao longo de muitos anos substituida por outros métodos como o do equilibrio
limite ou o da analise elastoplastica através de elementos finitos.

O método do equilibrio limite ja é bem estabelecido entre os engenheiros
civis. Além da experiéncia acumulada durante os anos sobre esse método, ele
também se destaca por sua simplicidade. Isto porgue ele ndo leva em consideracao
nenhuma relacédo entre tensdo-deformacéo e apenas analisa a estabilidade do talude
por equilibrio de forcas e/ou momentos.

Para tanto, divide-se a massa de solo em fatias verticais, de modo a
estabelecer um sistema de forcas em cada fatia, como mostra o esquema geral
apresentado na Figura 2.1. Se a massa se divide em n fatias, o nimero de variaveis
desse problema sera de 6n-2, discriminado na Tabela 2.1. Para 0 mesmo nimero de
fatias, o nimero de equagdes possiveis de serem formadas é de apenas 4n, como
mostra a mesma tabela. Portanto, para que o sistema de equacbes ndo seja
indeterminado € preciso que algumas hipoteses sejam feitas em relacdo a essas
forcas e ao lugar em que elas atuam. S&o nessas suposi¢cdes que os diversos
métodos, como o de Janbu (1954), Bishop (1955), Mogenstern-Price (1965) e

Sarma (1973), entre outros, diferem.
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/V E’ = forcas devido a pressdo lateral

atuante no lado vertical da fatiaem
termos de tensao efetiva
Hiy Xi\q X = forgas cisalhantes atuantes no lado

vertical da fatia
<— Eiy Pw = forca devido a pressdo de dgua
B — > <« p atuando no lado vertical da fatia
W. witl W = peso da fatia
wi : KW = forg¢a horizontal atuando no centro
Xi b, de gravidade da fatia
N = for¢a normal na base da fatiaem
/ﬂ" termos de tensdo efetiva
T; U = forca devido a poropressao na base da

fatia
T = forga cisalhante na base da fatia

Figura 2.1 - Forcas atuantes consideradas no equilibrio limite.

Tabela 2.1 — Discriminacéo no nimero de equacdes e de varidveis para 0 método das fatias,
adaptado de Abramson et al. (2002).

Numero de equacdes Condicao
n Equilibrio de momento para cada fatia
2n Equilibrio de forca em duas direcdes para cada fatia
" Relacdo entre tensdo cisalhante e tensdo normal
efetiva dada pelo critério de Mohr-Coulomb
Numero de varidveis Variaveis
1 Fator de seguranca
n Forca normal na base da fatia, N'
n Localizagdo da forga normal N'
n Forga cisalhante na base da fatia, T
n-1 Forca entre fatias, E’
n-1 Forga cisalhante entre fatias, X
n-1 Localiza¢do da forca resultante entre fatias

O método dos elementos finitos também € bastante utilizado para analisar a
estabilidade de taludes. Ele € um método numérico capaz de solucionar equagdes
diferenciais para dominios de geometria e condi¢des de contorno complexas. A
técnica consiste em dividir o dominio do problema a ser analisado em pequenos
elementos, formando uma malha de elementos finitos. S&o nos vértices dos
elementos, chamados nés, que a variavel do problema sera calculada. Para a analise

em solos, a variavel que se deseja obter sdo os deslocamentos e a partir deles se
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calculam as tensdes e as deformacdes. E importante ressaltar que também é possivel
criar elementos com nos tanto nas arestas quanto no seu interior.

Existem diversas formulacdes que permitem montar a equacao a ser resolvida
para cada elemento, como a dos residuos ponderados, a variacional e a direta.
Apesar de diferentes, todas essas abordagens consideram que o valor da variavel
em qualquer ponto dentro do elemento pode ser aproximado por uma fungdo que
depende dos valores das variaveis nos nos. Esta funcao é geralmente polinomial e
é conhecida como funcao de forma.

As equacdes para cada elemento sdo entdo reunidas de maneira a preservar
a compatibilidade e a continuidade entre os nés de elementos adjacentes. Para que
o0 problema global possa ser resolvido € preciso ainda atribuir condi¢des de contorno
e condicdes iniciais (estas Ultimas apenas para o caso de problemas transientes). As
condicBes de contorno sdo prescritas nos nés, onde se atribui o valor da variavel
(condicéo de Dirichlet) ou do seu gradiente (condi¢do de Neumann) naquele ponto.

Como se pode concluir, a analise de deslocamentos ou tensbes por
elementos finitos ndo calcula diretamente o fator de seguranca, tdo utilizado para
avaliar a estabilidade em problemas geotécnicos. Para isso, Zienkiewicz et al.
(1975) propuseram que os parametros de resisténcia, coesdo e angulo de atrito,
fossem sucessivamente reduzidos até que ndo houvesse mais convergéncia na
solucdo com elementos finitos, ou seja, até que o equilibrio ndo pudesse mais ser
mantido.

Ao contrario do método do equilibrio limite, a analise de deslocamentos
através de elementos finitos permite levar em conta o histérico de tensdes do solo.
Dessa maneira, a analise de uma escavacao ou da construcdo de um aterro sera
diferenciada da de um talude natural, visto que a distribuicdo de tensdes ira variar
para cada caso desses (Abramson et al., 2002). Outra grande diferenca na
abordagem com os elementos finitos é a de necessitar de um modelo constitutivo
que relacione as tensdes com as deformagdes. Esse modelo constitutivo pode
englobar endurecimento ou amolecimento do material assim como um material com
lei de fluxo ndo-associada. Também se pode enfatizar que néo € preciso estabelecer
previamente uma superficie de ruptura, como feito no caso de se aplicar equilibrio

limite. O mecanismo de colapso é gerado como um resultado na analise por
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elementos finitos segundo o método da reducéo dos pardmetros de resisténcia do
solo.

Esta também € uma vantagem da analise limite, como serd visto mais
adiante. Antes restrita a teoria de plasticidade de materiais metalicos, a
aplicabilidade da andlise limite na mecénica dos solos s6 comegou a ser mais
estudada a partir dos anos 1950, ap06s a publicacdo de Drucker e Prager (1952).
Como ja havia sido publicado por Drucker et al. (1952), neste outro trabalho
Drucker e Prager também apresentam os dois teoremas da plasticidade que a analise
limite tem por base: o teorema do limite superior e o do inferior.

A andlise limite tem por objetivo determinar limites para a carga de colapso
de um sistema. Um limite superior para a carga de colapso podera ser calculado
(igualando-se a taxa de trabalho das forcas externas a taxa de dissipacdo das forcas
internas) se for possivel estabelecer um campo de velocidades no sistema que
obedeca as condi¢des de contorno e que apresente compatibilidade entre velocidade
e deformacao. E de se esperar que se possa assumir varias configuracdes diferentes
gue atendam a esses critérios, também chamado de um campo cinematicamente
admissivel. Para cada possivel configuracdo dessas, sera calculada uma carga de
colapso, que sera sempre maior do que a carga de colapso real, ou seja, serd um
limite superior. Portanto, a carga de colapso que mais se aproximara da carga de
colapso real sera a menor carga de colapso que podera ser encontrada seguindo
essas restricoes.

O teorema do limite inferior segue 0 mesmo raciocinio. Enquanto for
possivel encontrar uma carga para a qual o sistema permaneca em equilibrio,
atendendo ao critério de ruptura do material e as condi¢des de contorno do sistema,
esta carga sera inferior a carga real de colapso. Da mesma maneira do que se verifica
ao aplicar o teorema do limite superior, varias configuracdes podem ser assumidas
para obedecer as especificagdes acima, formando um campo estaticamente
admissivel. O corpo ndo ira romper nessa situacdo e, portanto a carga imposta nesse
sistema sera sempre menor do que a carga real de colapso. Quanto maior a carga
que continue a fazer parte de um campo de tensdes estaticamente admissivel, mais
proxima estara da carga real de colapso.

Drucker (1953) resume a ideia dos dois teoremas como se ele fosse um

sistema capaz de se adaptar as condi¢des a que € exposto: “um sistema elasto
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plastico perfeito (...) ira, por um lado, fazer o melhor para distribuir as tens@es para
evitar o colapso e, por outro lado, ir4 experimentar o colapso se qualquer modo
cinematicamente compativel existir”.

O teorema da unicidade complementa os dois teoremas da plasticidade ao
garantir a existéncia de uma solugdo Unica para a carga de colapso. Dessa maneira,
embora os campos de tensdo e de velocidade encontrados ndo sejam Unicos, a carga
de colapso o &, como discutem Davis e Selvadurai (2002) e Menezes (1990).

Algumas hipdteses sobre o comportamento do material sdo, no entanto,
necessarias para que esses teoremas tenham validade. Para essas condicOes a anélise
limite pode ser provada rigorosamente (Davis e Selvadurai, 2002). Essas hipéteses

serdo desenvolvidas nos itens a seguir.

2.2 Hip6teses da analise limite

2.2.1. Lei de fluxo associada

A lei de fluxo associada também é conhecida como condi¢do de normalidade.
Ela é uma relacéo entre a taxa de deformacéo e as tensfes do material quando ha
deformacdes plasticas.

O que difere as deformacOes plasticas das elasticas é que as Ultimas sdo
recuperaveis quando ha descarregamento. Ja as plasticas sdo deformacGes
permanentes. O comportamento elastico permite que as deformacgdes sejam
descritas segundo relac6es constitutivas que relacionam o estado de tensdo com as
deformacdes. No entanto, isto ndo consegue ser feito quando o material ja apresenta
deformagbes plasticas visto que cada valor de tensdo ndo necessariamente
correspondera a um unico valor de deformacéo. A lei de fluxo supera este problema
ao utilizar as taxas de deformagdes ao inves das deformacoes.

Para que a lei de fluxo tenha validade é importante fazer uso de outra
suposicdo, que é a hipdtese de Saint Venant. Esta hipdtese propde que as diregdes
das taxas de deformac&o principais sejam as mesmas que as das tensdes principais
do material. Este é realmente 0 caso se 0 material for isotrépico e se a taxa de
deformacéo plastica depender apenas das tensdes (Davis e Selvadurai, 2002).

A base para o entendimento da lei de fluxo associada é que a taxa de trabalho

plastico, trabalho este exercido pelo estado de tensGes do material, deve ser


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221668/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1221668/CA

25

maximizada para um dado estado de tensfes ou para uma dada taxa de deformacéo
plastica. Para compreender as decorréncias disso, e consequentemente se chegar a
lei de fluxo associada, Davis e Selvadurai (2002) fazem uma analogia do
comportamento do material com o de um bloco na horizontal submetido a duas
forcas, Fx e Fy (Figura 2.2), que seré apresentada a seguir.

A

Z

Fy

v

Fx

Figura 2.2 — Desenho esquemético de um bloco submetido a duas forgas.

O critério para o bloco comecar a deslizar sera de:
sz + l:‘yz = (MgU)Z (2.1)

Nesta equacao, g ¢ a gravidade, p € o coeficiente estatico de atrito do solo e
M a massa do bloco.

Este critério é analogo a um critério de ruptura e se for plotado nos eixos FX,
Fy sera um circulo de raio Mgu, como mostra a Figura 2.3 a seguir:

A

Fy, vy

v
‘Critério de ruptura’ Y v

Fx, vx

Mgp.!

Figura 2.3 — Critério para o deslizamento do bloco.

Para descobrir o sentido da velocidade a que o bloco estara sujeito se for

submetido segundo as forcas Fx e Fy, tem-se que aplicar o conceito de que a taxa
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de trabalho realizada por essas forcas, quando o bloco desliza, serd a maior possivel.
Essa taxa de trabalho, anéloga a taxa de trabalho pléstico j& que corresponde ao

caso em que as forcas tocam o circulo, pode ser descrita como:

W = Fyvy + Fyvy (2.2)

Como ja foi dito, a taxa de trabalho deve ser maximizada. No entanto ela
também deve atender a Eq.(2.1). Esta restricdo pode ser adicionada ao problema ao

se inserir o multiplicador de Lagrange, y:
AT — 2 2 2
W = Fyvy + Fyvy — y(F % + Fy? — (Mgp)?) (2.3)

Para obter 0 maximo da taxa de trabalho, deriva-se I em relagdo a Fx e a Fy

e aiguala a zero, obtendo-se:

A

— = vy — 2YF, =0 -~ vy = 2yF, (2.4)
0F,

oW .

a_Fy = vy, — 2yF; = 0 = vy, = 2yF, (2.5)

Duas coisas podem ser concluidas desse exemplo. A primeira delas é que as
componentes da velocidade sdo proporcionais ao gradiente do “critério de ruptura”.
Isso resulta na segunda conclusdo que é a de que a direcdo da velocidade é
perpendicular a este critério para o bloco deslizar, como ilustra a Figura 2.3.
Convém ressaltar que os eixos de forca e velocidade coincidem, como prevé a
suposicdo da hipotese de Saint VVenant.

A logica para um material cujo critério de ruptura é funcdo apenas do estado
de tensdes e no qual se supde valida a hipotese de Saint Venant € a mesma. Quando
0 estado de tensdes atingir o critério de ruptura, que é funcdo das tensdes no corpo,
f(oij), havera deformacdes plasticas. O trabalho plastico realizado por essas tensdes
sera sempre 0 maximo, e portanto a direcdo da taxa de deformacdo, &;, sera
perpendicular a envoltdria nesse ponto. A lei de fluxo associada é entdo definida
por:

f(ci]-) <0
y=0 (2.6)
f(o;)-v=0

&jj = YTH
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y € um escalar ndo negativo, chamado de multiplicador plastico.

Vale ressaltar que esta condicao s6 pode ser valida se o critério de ruptura for
convexo. No mais, a lei de fluxo associada esta diretamente ligada ao conceito de
material estavel definido por Drucker (Eq.(2.7)). Como explica Davis e Selvadurai
(2002), se deformaces plasticas irdo ocorrer de maneira que a estabilidade do
material seja preservada, entdo as taxas de deformacBes plasticas precisam
satisfazer a condicdo de normalidade. Tanto os critérios de ruptura convexos,
quanto o postulado de material estavel sdo condi¢cGes necessarias para que 0S

teoremas da plasticidade estejam bem embasados e serdo discutidas a seguir.

2.2.2. Material estavel

Drucker define um material como estavel se um incremento de suas tensdes

resulta em trabalho positivo feito por elas, ou seja, se:
Ac-Ae =0 (2.7)

Este conceito também se aplica no caso de um ciclo de carregamento
envolvendo deformagdes plasticas. Segundo a definicdo de material estavel, a taxa
de trabalho plastico realizado ao longo de um ciclo de carregamento deve ser ndo
negativa. Isso resulta na seguinte desigualdade, que tem implicacdo tanto na

suposicdo da convexidade do critério de ruptura quanto na lei de fluxo associada:
(o5 —0f) & =0 (2.8)
Chen (1990) demonstra 0 passo-a-passo para se chegar a Eq.(2.8). Nessa
equacdo, oj; € um estado de tensGes para o qual o material atinge a envoltoria do
critério de ruptura, c?j é 0 estado de tensdo do material ao se iniciar o ciclo de
carregamento e sf; é a taxa de deformacdo plastica. Na mesma publicacdo, o autor
tambeém explica as implicagOes geradas pela suposi¢do de material estavel.
Para isso, considera-se o vetor AB = (oy; — of}) e outro BC = &f}, como ilustra
a Figura 2.4. A Eq.(2.8), condigéo de material estavel, requer que o angulo entre
esses dois vetores seja agudo. Visando satisfazé-la independentemente das tensdes
escolhidas é preciso que BC seja perpendicular ao critério de ruptura, como define

a lei de fluxo associada. Mais uma vez essa dedugdo s6 pode ser concluida se o
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critério de ruptura for convexo (Figura 2.4b). O proximo item apresenta o critério
ruptura convexo que sera utilizado ao longo deste trabalho.

a) b)

Figura 2.4 — Desenho esquematico visando o conceito de material estavel e de critério de ruptura

convexo, adaptado de Chen e Liu (1990).

2.2.3. Critério de ruptura convexo

Desai (1984) salienta que no ambito da teoria da plasticidade, os critérios de
ruptura sdo usados como critérios de escoamento. Os critérios de ruptura sao
fungdes que permitem identificar quando o material comega a apresentar
deformacdes plasticas. Para estar de acordo com a lei de fluxo associada e, portanto
com o conceito de material estavel, os critérios utilizados dependem apenas do

estado de tensdes do material, ou seja:

g(o) <0 (2.9)

O estado de tensdes atinge a envoltoria de ruptura se

g(oy) =0 (2.10)

Quando isso ocorre, entdo ha deformacdes plasticas. Para o caso do estado de
tensbes estar abaixo da envoltoria, 0 material apresenta apenas deformacoes
elasticas (se seu comportamento for elastico perfeitamente plastico) ou néo
apresenta deformacdes (se for um material rigido plastico perfeito). Vale lembrar

que ndo existem estados de tensdes para 0s quais g(oij) > 0.
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O critério de ruptura utilizado ao longo deste trabalho sera o critério de
Drucker-Prager (1952) em trés dimensdes. Optou-se pela convencdo de sinais em
que tensdes de tracdo sdo positivas. Este critério é expresso em funcdo dos
invariantes do tensor de tensdes ou do tensor de tensdes desviadoras.

O tensor de tens@es é o estado de tensbes em determinado ponto. A partir dele
é possivel obter a tensdo atuante em qualquer plano neste ponto, visto que ele
informa as tensdes normais e cisalhantes em trés planos ortogonais. Sendo esses
planos denotados por X, y e z, o tensor de tensbes, T, € uma matriz simétrica da
forma:

Oxx Txy Txz
[T] = [Tyx  Oyy  Tyz| = Tyx = Tyy; Tox = Txzs Tzy = Tyz (2.11)
Tyx sz Ozz

O tensor de tensdes, T, pode ser decomposto em dois tensores também

simétricos: o tensor de tens@es hidrostaticas, p — Eq.(2.13), composto apenas pela

tensdo média na diagonal principal, e o tensor de tens6es desviadoras, s — Eq.(2.14):

[T] = [p] + [s] (2.12)
Onde,
om O 0
0 0 op
Sxx SXy Sxz Oxx — Om TXy Txz
Szx  Szy Szz Tzx Tzy Ozz — Om

A tensdo média, o,,, € a média das trés tensdes normais:

Oxx T Oyy + Oz

: (2.15)

Om —

O conceito de invariante de um tensor, seja ele de tensées ou de tensdes
desviadoras, provém do fato de os invariantes serem coeficientes que dependem
apenas do valor das componentes do tensor, independente do eixo de coordenadas
escolhido. Por essa caracteristica eles sdéo comumente utilizados nos critérios de
ruptura.

O primeiro invariante do tensor de tensdes (l1) é a soma das componentes da

diagonal principal do tensor:
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[} = 0gx + Oyy + 04 (2.16)

O segundo invariante do tensor de tensfes desviadoras (J2) é a metade da

soma dos quadrados das componentes do tensor de tensfes desviadoras (Sij):

R

i=1 j=1

N| =

Sij (2.17)

J> também pode ser escrito em termos das componentes do tensor de tensdes:
1 2 2 2 2 2 2 218
5 = g[(cx—cy) + (ox —0,)° + (Gy—GZ) ]+rxy + Tz” + Ty (2.18)

O critério de Drucker-Prager tem um formato regular (um circulo se visto do
plano octaédrico) e forma um cone, como mostra o grafico do critério na Figura 2.5,
que tem como eixo as trés tensdes principais. Vale ressaltar, no entanto, que a
denominagdo 61 ndo implica em o1 Ser sempre a tensdo principal de maior valor. O

critério de Drucker-Prager é fungdo de dois outros parametros, a ¢ k:
J2+ad; —k<0 (2.19)

Essas constantes do material, o e k, podem ser determinadas
experimentalmente e também podem ser relacionadas com o0s pardmetros de
resisténcia do critério de Mohr-Coulomb, ¢, a coesdo, e ¢, o angulo de atrito (Chen,
1990). Para tanto, basta coincidir a superficie do cone ao longo da aresta desejada.
Se esta aresta for o meridiano extensivo, como mostra a Figura 2.6a, essas

constantes do solo se relacionam da seguinte maneira:

_ 2seng (2.20)
V3(3 + sen¢) '
6cC - cos
® (2.21)

B V3(3 + seng)
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02
02 03

03

Figura 2.5 — Formato do critério de Drucker-Prager, adaptado de Chen e Liu (1990).

Se a aproximacao for feita para os dois critérios coincidirem no meridiano

compressivo (Figura 2.6b), entdo:

2sen@ 299

O=— .
V3(3 — sene) (222)

6C * Cos®
k=—" 2.23
V3(3 — seng) (223)
a) o1 b) o1
02 03 02 03

Figura 2.6 — Correspondéncia entre envoltorias para determinagdo dos parametros de resisténcia.

Para melhor entender o que seriam esses meridianos, a Figura 2.7 mostra o
gréafico do critério de Mohr Coulomb tendo como eixo as trés tensdes principais. Se
a vista for perpendicular ao plano octaédrico, entdo o formato do critério € um
hexagono irregular. Como explica Davis e Selvadurai (2002), em cada vértice da

Figura 2.7a e, consequentemente, em cada aresta da Figura 2.7b, se localizam as
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linhas de simetria, correspondendo a condi¢do em que duas das tensfes sao iguais.
Por exemplo, na aresta identificada por 1 na Figura 2.7a, 6; > 0, = 03. Enquanto
que esta aresta equivale ao meridiano compressivo, a aresta 2 € um meridiano

extensivo, onde o, < 0, = 03.

o1
a) b)

o1

02 03

Figura 2.7 — Formato do critério de Mohr-Coulomb, adaptado de Davis e Selvadurai (2002).

Hé& ainda a possibilidade de relacionar esses parametros quando se esta em

um estado plano de deformagdes, como desenvolve Drucker e Prager (1952). Neste

Caso:
tang
%79 + 12tan2g) 12 (2.24)
3c
(2.25)

k =
(9 + 12tan?p)1/?

2.2.4.Comportamento plastico perfeito do material

Para que os teoremas da plasticidade tenham validade é importante que o
material exiba um comportamento rigido plastico perfeito ou elastico perfeitamente
plastico (Figura 2.8 a e b, respectivamente).

Como nesses casos ndo ha endurecimento nem amolecimento, o estado de
tensdes nao pode ultrapassar o critério de ruptura, resultando no fato de o vetor de
tensdes incremental ser tangencial ao critério de ruptura quando ocorrem

deformacgbes plasticas (Chen, 1990). Ao contrario dos materiais que exibem
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endurecimento, o critério de ruptura no caso perfeitamente plastico é fixo no espago
de tensdes, ndo sendo dependente do histdrico de carregamentos.

Apesar de poder se mover ao longo da envoltoria antes do instante do colapso,
prova-se que o estado de tensdes permanece constante no colapso. As deformacdes
se processam, portanto, sem incremento de tensbes. Este comportamento
perfeitamente pléstico confere deformacgdes exclusivamente plasticas no colapso,
chamado colapso pléastico. Isso sugere que o fator de colapso sera 0 mesmo para
materiais elasticos perfeitamente plasticos ou para materiais rigidos perfeitamente
plasticos.

Esta caracteristica de no colapso plastico ndo haver incremento de tensdes ou
forcas em materiais perfeitamente plasticos € utilizada na prova dos teoremas dos

limites inferiores e superiores (Davis e Selvadurai, 2002).

a) b)

Figura 2.8 — a) Comportamento rigido plastico perfeito e b) elastico perfeitamente plastico.

2.2.5.Principio das poténcias virtuais

Apesar do material se deformar indefinidamente sem incremento de tensodes,
como considera a hip6tese do comportamento do material ser perfeitamente
plastico, no instante do colapso assume-se que a geometria do corpo ndo muda
significativamente. Por isso, é possivel aplicar o principio das potenciais virtuais na
prova dos teoremas da plasticidade. Este principio relaciona um campo

estaticamente admissivel, em equilibrio, com um campo cinematicamente


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221668/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1221668/CA

34

admissivel, ou compativel (Chen, 1990). O principio das poténcias virtuais iguala
a taxa de trabalho de um deslocamento virtual realizado por forgas externas com o
a taxa de trabalho interno, associado com as deformac6es virtuais, resultantes dos

deslocamentos virtuais (Davis e Selvadurai, 2002).
2.3 Analise limite como um problema de otimizacao

Os dois teoremas da plasticidade sdo provados rigorosamente se as hipoteses
apresentadas anteriormente sdo levadas em consideragdo. Esta prova pode ser
acompanhada no trabalho de Drucker et al. (1952) e reorganizada em Chen (1975;
1990) e Davis e Selvadurai (2002).

A seguir sera mostrada porque a determinacdo de um carregamento de
colapso através da analise limite pode ser colocada como um problema de

programacao matematica.

2.3.1. Analise limite pelo teorema do limite superior

Como ja foi definido anteriormente, um limite superior para o carregamento
de colapso é aquele para o qual um campo cinematicamente admissivel pode ser
encontrado e no qual a taxa de trabalho das forgas externas (W,, Eq.(2.26)) no corpo

é igual ou maior que a taxa de dissipagéo de energia interna (P, Eq.(2.27)).

W, = f WAF; dV + f 1;Fg; dV + f WAT; dA + f U;To; dA  (2.26)
\% \% A A

\%

u; sdo os deslocamentos, sendo u; a taxa de deslocamento, ou velocidade. F, T e To
sdo carregamentos externos. Enquanto F é uma forca de corpo, T e T, séo forgas de
superficie. A diferenga entre T de T, é que a primeira esta sujeita @ majoracdo
através do fator de colapso, enquanto que T, representa as for¢as que séo fixas. O
mesmo padréo é adotado para diferenciar F de Fo.

Dentre as diversas configuragcdes possiveis, aquela que gera o menor

carregamento € a que mais se aproxima do carregamento real de colapso. Por isso
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se deseja minimizar o fator de colapso, A. Fator de colapso ¢ um fator multiplicador
que ird majorar os carregamentos responsaveis pelo colapso do corpo de maneira
proporcional. Na aplicacdo do limite superior, este fator de colapso sera funcdo da
taxa de trabalho das forcas internas e da taxa de trabalho das forcas externas fixas
(Anderheggen e Kndpfel, 1972; Makrodimoupolos e Martin, 2005b).

Isto se caracteriza como um problema de otimizagao, pois se deseja minimizar
uma funcdo sujeita a um campo de deformacdes que atendam a lei de fluxo,
Eq.(2.28), e as equacdes de compatibilidade, Eq.(2.29), ambas no dominio V, além
das condig0es de contorno, em S, de velocidade, Eq.(2.30):

E.p _ yaf(cll) Y = 0se f(o-lj) <0 em V (2 28)
) aGij Y = 0se f(o-lj) =0 .

L 1(on  0i, v )%

81] B 2 aX] aXi em ( . )

;=0 emS (2.30)

2.3.2. Analise limite pelo teorema do limite inferior

Segundo o teorema do limite inferior, 0 corpo ndo podera sofrer colapso se
apresenta um campo de tensdes cinematicamente admissiveis, atendendo em todo
dominio ao critério de ruptura. O carregamento encontrado nessas condi¢fes sera
um limite inferior do carregamento real de colapso. Dentre as diversas
configuracdes, aquela que gera 0 maior carregamento na estrutura sera a mais
préxima da condi¢édo do colapso.

Da mesma maneira do colocado para o limite superior, este também é um
problema de otimizacdo. Procura-se maximizar o carregamento (ou o fator de
colapso, A) de maneira a atender as condi¢des de equilibrio, EQ.(2.31), e a0 critério
de ruptura, Eq.(2.32) no dominio em V, assim como as condi¢Ges de contorno, em
S, de forgas, Eq.(2.33). E possivel optar por fazer uso da equacio do principio da
taxa de trabalho virtual como alternativa ao uso das equagdes de equilibrio. Quando
isto ocorre, a formulacdo é chamada de fraca. Esta equacéo sera a apresentada, ja
que foi a utilizada neste trabalho:
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f O'ijéijpdV:J. l'li7lFidV+f U;Fo; dV +
v v v

(2.31)
+ f UIATI dA + f iliTOi dA emV
A A
g(ci]-) <0 emV (2.32)
TOi = O'ijni emS (233)

A notacao é a mesma que a utilizada na secédo anterior, 2.3.1 e n é um vetor

unitario normal ao contorno.

2.3.3. Formulag8es numéricas para a analise limite

Visando tornar o célculo do fator de colapso por analise limite mais eficaz,
desde os anos 1970 se comegou a combinar a analise limite a métodos numéricos.
Técnicas do método dos elementos finitos sdo usadas para discretizar o dominio de
maneira a mais facilmente formular campos estatica ou cinematicamente
admissiveis. Além disso, 0 uso da programacdo matematica juntamente a isto
permite achar a carga de colapso de maneira mais eficiente.

Diversas formulagdes numéricas foram implementadas desde entdo. Elas
diferem no problema a ser resolvido (pelo principio cinematico, apresentado em
2.3.1, estatico, em 2.3.2, ou misto), no fator de colapso encontrado (podendo ser
um limite superior, inferior, o fator de colapso exato ou ainda, 0 aproximado) e
também no tipo de problema de otimizacdo (linear ou ndo linear, dependendo do
critério de ruptura utilizado).

A dualidade entre os teoremas da plasticidade é um conceito bem
estabelecido, tanto para o problema continuo quanto para o discreto (Christiansen,
1981; Borges, 1991). Portanto, independentemente do problema objetivar
maximizar o fator de colapso, segundo o teorema do limite inferior, ou minimizar,
como estabelece o do limite superior, o fator de colapso obtido serd o mesmo.
Borges (1991) enfatiza em sua tese que existem quatro maneiras equivalentes de se
resolver o problema de andlise limite. Além das duas formulac¢des ja& mencionadas,

a estatica e a cinematica, Borges (1991) apresenta a resolucdo através de uma
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formulacdo mista ou ainda pela solugdo das equacdes advindas das condicGes de
otimalidade de Kuhn—Tucker.

Como explicam Anderheggen e Knopfel (1972), Christiansen (1981), Borges
(1991) e Ciria (2004), serdo majoritariamente os espacos de interpolacao escolhidos
para discretizar a tensdo e/ou a velocidade no dominio 0s responsaveis por se
encontrar um limite superior ou inferior seguro. Para cada espaco de otimizacéo
escolhido, serdo calculadas as matrizes do problema. Nada impede que matrizes
provindas de um espaco de interpolacéo puramente cinematico sejam utilizadas na
formulacdo estética, resultando em um limite superior seguro. O trabalho de
Krabbenhoft et al. (2005) € particularmente interessante para exemplificar esta
questdo. No entanto, na maior parte dos trabalhos desenvolvidos, limites superiores
sdo encontrados segundo a formulacdo cinematica, limites inferiores provém da
formulacdo estética e solucbes aproximadas sdo resultados de formulagfes mistas.

Para garantir que a analise limite gere um limite superior seguro é preciso
assegurar que a lei de fluxo sera respeitada em todo o dominio, apesar de ela ser
imposta em apenas alguns pontos. Também se deve assegurar que a taxa de
dissipagdo de energia, calculada através do modelo discreto seja a mesma do
dominio continuo (Ciria et al. 2008). Ao mesmo tempo, sabe-se pelo teorema em
questdo que é possivel haver descontinuidades no campo de velocidade. No entanto,
a componente normal a superficie de descontinuidade deve sempre ser continua.

Para respeitar essa continuidade, muitos autores fazem uso de elementos em
que as velocidades variam linearmente (Anderheggen e Knopfel, 1972; Silva e
Antdo, 2007). Atrelado a isso, outros permitem que ocorram descontinuidades no
campo de velocidade (Bottero et al., 1980; Sloan e Kleeman, 1995; Pastor et al.,
2000; Lyamin e Sloan, 2002a; Ciria, 2004; Krabbenhoft et al., 2005). A insercéao
dessas descontinuidades visa contornar o fendmeno conhecido por locking
(Nagtegaal et al., 1974), quando materiais puramente coesivos sdo analisados. J&
Makrodimopoulos e Martin (2007) sugerem o0 uso de um campo quadratico de
deslocamento em que as deformacdes dentro de cada elemento variam como uma
combinagéo linear do valor de deformagéo dos vértices do elemento. Dessa forma,
garantem que o limite encontrado serd um limite superior rigoroso. Os mesmos
autores também propuseram a insercdo de descontinuidades no campo de

velocidade nesse mesmo tipo de elemento (Makrodimopoulos e Martin, 2007).
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Visando gerar limites inferiores estritos, deve-se discretizar as tensées no
dominio de tal maneira que, apesar de ser aferido apenas em alguns pontos, o
equilibrio seja garantido em todo dominio. O mesmo deve ser assegurado para a
satisfacdo do critério de ruptura em todo o dominio. As formulagdes mais
difundidas fazem variar linearmente as tensdes nos elementos (Anderheggen e
Knopfel, 1972; Basudhar, 1979). Assim como as formulagdes usadas na
determinacéo do limite superior do fator de colapso, alguns autores possibilitam o
aparecimento de descontinuidades no campo de tensdes (Lysmer, 1970; Bottero et
al., 1980; Sloan, 1988; Lyamin e Sloan, 2002b; Ciria, 2004; Makrodimopoulos e
Martin, 2006).

Ja a solucdo ndo rigorosa ndo atende rigorosamente a nenhum dos dois
teoremas, ndo sendo portanto um limite inferior nem superior. Casciaro e Cascini
(1982) foram um dos precursores dessa técnica, também utilizada por Christiansen
e Andersen (1999) e estudada profundamente por Borges (1991) e Zouain et al. (e.g.
Zouain et al., 1993; Zouain et al. 2014). O fator de colapso assim encontrado sera
necessariamente inferior ao limite superior e superior ao limite inferior. Dessa
maneira, ele estara mais proximo do fator de colapso real.

Zouain et al. (2014) demonstram que existe uma relagéo clara entre os fatores
de colapso provindos de espacos de discretizacdes mistas que ndo geram limites
rigorosos. Por exemplo, se o espaco de interpolacdo de velocidades é aumentado,
mantendo-se constante a interpolacdo das tensdes, o fator de colapso diminui, ou

seja:
A(03 —LB) < A(63 —v7) < A(03 —v6) < A(v6 — UB)

Neste ordenamento, A € o fator de colapso, 63 € a identificagdo para o espago
de discretizacdo em que a tensdo varia linearmente no elemento (Figura 2.9c)), v6
a discretizacdo em que as velocidades variam quadraticamente (Figura 2.9a)) e v7,
0 mesmo que v6 porém com adi¢do de uma fungéo relativa ao ponto no meio do

elemento (Figura 2.9b)).
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@ velocity
O stress

Figura 2.9 — Tipo de discretizagdo dos elementos finitos a)o3-v6 e v6-UB; (b) 63-v7 (c) 63-LB,
por Zouain et al. (2014).

Araujo (1997) apresenta uma minuciosa revisdo das diversas formulacGes
propostas, destacando as diferencas dos algoritmos utilizados para solucionar o
problema de otimizag&o. Sloan (2013) desenvolve uma breve revisao histérica das
solucBes por anélise limite, realcando as situagfes nas quais as técnicas foram
aplicadas (tuneis, escavacoes, taludes e fundacdes).

Além da classificacdo dos limites encontrados e o principio utilizado para
resolver o problema, as formulagGes também diferem pelo tipo do problema de
otimizacdo. Nos primeiros trabalhos (Lysmer, 1970; Anderheggen e Knopfel, 1972;
Bottero et al., 1980; Sloan, 1988;) buscava-se linearizar os critérios de ruptura a fim
de se obter um problema essencialmente linear.

A principal contra partida dessa linearizagdo era o tempo requerido para
resolver problemas de grande escala. Por isso, alguns autores (Basudhar, 1979;
Zouain et al., 1993; Christiansen e Andersen, 1999; Lyamin e Sloan, 2002a;
Krabbenhoft e Damkilde, 2003) procuraram fazer uso de técnicas de otimizacao
que pudessem lidar com o carater ndo linear dos critérios de ruptura.
Makrodimopolous e Martin (2006) organizaram as diferencas entre essas solucdes
propostas. Alguns desses algoritmos se mostraram suficientemente eficientes para
que casos tridimensionais fossem analisados através deles (Lyamin e Sloan, 20023;
Lyamin e Sloan, 2002b; Silva e Antéo, 2007; Sloan, 2013)

Ainda mais recente é o uso de otimizadores especificos para lidarem com
critérios de ruptura na forma conica quadratica (Drucker-Prager, Von Mises e
Tresca e Mohr Coulomb em estado plano de deformacgdes). Quando as equagdes de
desigualdade sdo colocadas nessa forma, o problema de analise limite sera um
problema de programacdo coOnica de segunda ordem. O algoritmo de pontos

interiores, especifico para este tipo de problema, se mostrou um método eficiente e
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robusto para problemas de grande escala. Apesar de alguns autores ja terem
proposto a sua aplicagdo em problemas tridimensionais (Makrodimopoulos e
Martin, 2006; Krabbenhoft et al., 2007), ainda se vé pouco uso da programacao
conica quadratica nesse tipo de problema. Cruz (2013) analisou um caso em
condicBes tridimensionais e comprovou a eficicia do método. Aplicacdes
bidimensionais podem ser encontradas nos trés artigos citados anteriormente e
ainda em Ciria (2004).

Neste trabalho a programacdo coénica quadratica foi escolhida para
solucionar o problema de otimizagdo da analise limite para casos tridimensionais.
Por isso, este assunto serd aprofundado no item a seguir.

Também atual é o uso da programacdo semidefinida. Assim como a
programacdo cénica quadratica, seu algoritmo de solucdo se baseia no fato das
desigualdades do problema apresentarem um formato cénico. S6 que neste caso, 0s
cones ndo sdo quadraticos, sdo cones de matrizes positivas semi definidas. Esta
abordagem se mostra ideal para analisar tridimensionalmente materiais que
obedecem ao critério de Mohr Coulomb (Krabbenhgft et al., 2008; Martin e
Makrodimopoulos, 2008).

Este trabalho tem como objetivo analisar através da analise limite problemas
tridimensionais segundo a programacdo conica quadratica. Além de exemplos em
solos sem poropressao, as situacdes em solos saturados ou parcialmente saturados
também foram consideradas. Os efeitos da poropressdo nos solos saturados ja foram
incorporados em trabalhos tais como o de Miller e Hamilton (1989), Michalowski
(1995) e Corfdir (2004), segundo o principio do limite superior e Cruz (2013) e
Tapia Morales (2013) através do limite inferior. Kim et al. (1999) e Sloan (2013)
introduzem a poropressdo na analise limite com as duas formulacdes. No entanto,

nenhum deles consideram os efeitos da poropressao em problemas tridimensionais.

2.4 Analise limite como um problema de otimiza¢&o cénica quadratica

2.4.1. Otimizac&o cOnica quadrética

Os avangos mais recentes nas técnicas de otimizacdo foram direcionados
para a solucdo de problemas convexos como descreve a Eq.(2.34). Neles, a fungéo

objetivo, f(x) e as funcdes de restricao de desigualdade, c(x), sdo convexas enquanto
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que as de igualdade, h(x), sdo necessariamente lineares. Além disso o dominio do
problema, X, ao qual pertencem as variaveis x, € um sub conjunto convexo de R"
(Ben-Tal e Nemirovski, 2001).

Minimizar: f(x) x € X
Sujeito a: h (x) =0 k=1..m (2.34)
gx)<o0 I=1..p

onde m e p sdo o numero de restricdes de igualdade e de desigualdade
respectivamente.

Um problema convexo é classificado como de otimizagéo conica quadratica
(ou de programacédo conica de segunda ordem) quando a funcdo objetivo e as
funcbes de igualdade sdo lineares e as restricdes de desigualdade obedecem a
funcBes que caracterizam um espaco conico quadratico. Também se pode dizer que
as variaveis do problema pertencem ao espaco conico quadratico, K. A Eq.(2.35) é

a forma padrao desse tipo de problema, colocada em notacéo matricial:

Minimizar: ctx
Sujeito a: Ax=Db (2.35)
XEK

a matriz A e os vetores ¢ e b sdo dados, enquanto que X € o vetor de varidveis. X
pertence ao espaco conico quadratico, que, por sua vez, esta contido no dominio

R". O espaco conico quadratico define-se por:

K ={xeRJ/IL,x2 <x} (2.36)

Vale ressaltar que, como x € R", entdo necessariamente x; = 0.

Um grande progresso para a solugdo de problemas convexos foi o
desenvolvimento do método de pontos interiores (MPI). Como relata Ciria (2004),
no trabalho pioneiro de Karmakar (1984, apud Ciria, 2004), ele foi aplicado a
problemas de programacdo linear e possibilitou a solucdo deles em tempos
polinomiais. Isso quer dizer que o tempo de solugdo do problema cresce segundo
um polindbmio que depende do tamanho do problema. Se comparado com 0 método
Simplex, cuja a eficiéncia de tempo nos piores casos é exponencial, esta foi uma
grande conquista.

O metodo dos pontos interiores foi estendido para outros tipos de problemas
convexos e um trabalho importante nesse sentido foi o de Nesterov e Todd (1994,
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apud Ciria, 2004). Como explica Ciria (2004), as variantes dos MPI seguem a
mesma logica. A solucdo 6tima é procurada apenas na regido vidvel das solugdes.
Para isso, adiciona-se a funcao objetivo uma funcéo de barreira cuja finalidade é
retornar valores tendendo ao infinito a medida que as variaveis se aproximam da
fronteira. S&o essas fungdes de barreira, apropriadas para cada espago conico, 0
principal motivo da eficiéncia do MPI. Neste trabalho um solver comercial foi
utilizado para solucionar o problema de otimizagédo proposto. O MOSEK (2012)
faz uso do método primal-dual de pontos interiores proposto por Andersen et al.
(2003).

Como se verd com detalhes no proximo capitulo, a resolucao por analise
limite segundo o teorema do limite inferior pode ser colocada como um problema
de programacéo conica de segunda ordem. Nos primeiros trabalhos que tratavam
da solugdo numérica de analise limite, o critério de ruptura era linearizado visando
resolver através da programacdo linear. No entanto, verificou-se que alguns
critérios de ruptura poderiam ser colocados na norma conica quadratica. E o caso
dos critérios de Drucker-Prager e de Mohr Coulomb em estado plano de
deformacdo, por exemplo. Atraves de uma transformacdo linear do tensor de
tensdes em um vetor auxiliar, é possivel colocar o critério de ruptura na forma
conica quadratica, funcdo desse vetor auxiliar. Essa transformacdo e suas

consequéncias na restricdo de equilibrio serdo detalhadas no item 3.5.
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