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Resumo

Hoshina, Thomas Yoiti Sasaki; Menezes, Ivan Fabio Mota de. Otimiza-
cao topologica com refinamento adaptativo de malhas poligo-
nais. Rio de Janeiro, 2016. 52p. Dissertacao de Mestrado — Departa-
mento de Engenharia Mecanica, Pontificia Universidade Catélica do Rio
de Janeiro.

A otimizagao topolédgica tem como objetivo encontrar a distribuicao mais
eficiente de material (6tima topologia) em uma determinada regido, satis-
fazendo as restricoes de projeto estabelecidas pelo usuario. Na abordagem
tradicional atribui-se uma varidavel de projeto, constante, denominada den-
sidade, para cada elemento finito da malha. Dessa forma, a qualidade da re-
presentagao dos novos contornos da estrutura depende do nivel de discretiza-
¢do da malha: quanto maior a quantidade de elementos, mais bem definida
serd a topologia da estrutura otimizada. No entanto, a utilizacao de malhas
super-refinadas implica em um elevado custo computacional, principalmente
na etapa de solugdo numérica das equagoes de equilibrio pelo método dos ele-
mentos finitos. Este trabalho propoe uma nova estratégia computacional para
o refinamento adaptativo local de malhas utilizando elementos finitos poligo-
nais em dominios bidimensionais arbitrarios. A ideia consiste em realizar um
refinamento da malha nas regides de concentragao de material, sobretudo nos
contornos internos e externos, e um desrefinamento nas regioes de baixa con-
centracao de material, como por exemplo, nos furos internos. Desta forma, é
possivel obter topologias 6timas, com alta resolucao e relativamente baixo custo
computacional. Exemplos representativos sao apresentados para demonstrar a
robustez e a eficiéncia da metodologia proposta por meio de comparagoes com
resultados obtidos com malhas super-refinadas e mantidas constantes durante

todo o processo de otimizagao topoldgica.

Palavras-chave
Refinamento adaptativo de malhas; Otimizacao topologica; Ele-

mentos finitos poligonais; Diagrama de Voronoi.
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Abstract

Hoshina, Thomas Yoiti Sasaki; Menezes, Ivan Fabio Mota de (Advisor).
Topology optimization with adaptive polygonal mesh refine-
ment. Rio de Janeiro, 2016. 52p. MSc. Dissertation — Departamento
de Engenharia Mecanica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio de
Janeiro.

Topology optimization aims to find the most efficient distribution of
material (optimal topology) in a given domain, subjected to design constraints
defined by the user. The quality of the new boundary representation depends
on the level of mesh refinement: the greater the number of elements in the mesh,
the better will be the representation of the optimized structure. However, the
use of super refined meshes implies in a high computational cost, especially
regarding the numerical solution of the linear systems of equations that arise
from the finite element method. This work proposes a new computational
strategy for adaptive local mesh refinement using polygonal finite elements in
arbitrary two-dimensional domains. The idea is to perform a mesh refinement
in regions of material concentration, mostly in inner and outer boundaries,
and a mesh derefinement in regions of low material concentration such as
the internal holes. Thus, it is possible to obtain optimal topologies with high
resolution and relatively low computational cost. Representative examples
are presented to demonstrate the robustness and efficiency of the proposed
methodology by comparing the results obtained herein with the ones from the
literature where super refined meshes are held constant throughout all topology

optimization process.

Keywords
Adaptive mesh refinement;  Topology optimization;  Polygonal finite

elements;  Voronoi tessellation.
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1
Introducao

Neste capitulo, sao apresentadas a importancia da otimizagao topolo-
gica, a escolha da utilizacao de elementos poligonais e a motivagdo para se
implementar uma técnica de autoadaptacao de malhas de elementos finitos.

Os problemas de engenharia estao intrinsicamente associados a diversas
variaveis e restricbes e os projetos estruturais nao sdo uma excecao. Uma
estrutura é um sistema capaz de transmitir esforcos mecanicos estaticos ou
dindmicos. Para aumentar a eficiéncia de um projeto estrutural busca—se, em
geral, encontrar o menor custo possivel, satisfazendo seus estados limites, ou
seja, busca—se uma solucao “6tima”.

A otimizagao estrutural é um problema de minimiza¢ado (ou maximiza-
¢ao) de uma fungao com relagao as variaveis de projeto (tamanho, forma e
topologia) satisfazendo as equagoes de estado e as restrigoes em suas variaveis.
Em geral, ela é categorizada em: dimensional, geométrica ou topoldgica. A
otimizacao dimensional consiste na modificacdo das dimensoes das se¢oes dos
elementos; a otimizacao de forma busca uma definicdo 6tima dos contornos da
estrutura; e a otimizacao topoldgica consiste na modificagdo da topologia da
estrutura.

No contexto atual de projeto, devido a exigéncia da qualidade dos
resultados e pela crescente escassez de recursos e de tempo, a otimizagao
topoldgica tem uma importancia cada vez maior. Trata—se de um método
computacional que permite projetar uma estrutura mecanica no interior de
um dominio predeterminado com base em um critério de custo, maximizando
a rigidez e minimizando o volume, por exemplo.

Para utilizacao do método de otimizagao topoldgica, técnicas de analise
numérica sdo empregadas. Uma das mais aplicadas na engenharia é o método
de elementos finitos (MEF). Uma etapa do processamento do MEF ¢é a dis-
cretizacao do dominio do problema, ou seja, a geracao da malha de elementos
finitos na qual serd buscada a solucao.

As malhas tradicionais como triangulares e quadrangulares geralmente
apresentam problemas como checkerboard e one—node connections (ver Talischi
et al. (2010) (1)). Neste trabalho serd utilizada uma malha poligonal baseada

no diagrama de Voronoi. Sua caracteristica principal é uma estrutura formada
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Capitulo 1. Introducio 14

por poligonos convexos arbitrarios. Esta estruturagdo permite reduzir e até
mesmo eliminar os problemas encontrados nas malhas tradicionais.

O presente trabalho tem como objetivo principal apresentar uma meto-
dologia para se obter a topologia 6tima com alta resolucao e relativamente
baixo custo computacional de uma estrutura bidimensional. Alcancar resulta-
dos em alta resolucdo permite uma visualizacdo mais precisa da estrutura e
estende sua aplicacao a diversas possibilidades desde a industria civil até a area
médica, ver Lotti et al. (2006) (2), por exemplo. Como a otimizacao topoldgica
busca formas de aplicar material apenas onde é necessario, a estrutura final
desenvolvida terd uma melhor utilizacdo da matéria prima, diminuindo seu
custo de produgao, além de apresentar uma maior rigidez e um menor peso.

Tendo em vista esse objetivo, foi implementada uma estratégia autoa-
daptativa na qual regides compostas essencialmente por vazios ou sélidos sao
desrefinadas e regioes de transicdo entre vazios e sélidos (contornos) sio re-
finadas. Desse modo, foi possivel reduzir o custo computacional e a memoria
utilizada.

Os demais capitulos deste trabalho estao distribuidos da seguinte forma:

O capitulo 2 apresenta uma visao geral sobre: otimizacao topoldgica,
método de elementos finitos e malhas poligonais, incluindo uma breve descri¢ao
dos problemas numéricos encontrados em malhas tradicionais. O capitulo 3
apresenta a proposta de uma nova estratégia computacional para o refinamento
adaptativo local e sua implementacao, utilizando elementos finitos poligonais.
O capitulo 4 apresenta os resultados de quatro exemplos de topologias obtidas
pelo codigo implementado e uma comparacao com resultados que utilizam
malhas super-refinadas e mantidas constantes durante todo o processo de
otimizacao. Sao apresentadas aqui solugoes envolvendo ou nao a aplicagao
de iteragoes de Lloyd (ver Talischi et al. (2010) (1)) na adaptagdo da malha
de elementos finitos. Finalmente, as principais conclustes e sugestoes para

trabalhos futuros sao apresentadas no capitulo 5.
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2
Otimizacao Topoldgica

A otimizagao topoldgica é um tipo de otimizacao estrutural que tem
por objetivo determinar a distribuicdo 6tima de material no dominio do
projeto. Para tanto, é minimizada uma funcao objetivo dado um conjunto
de cargas e condi¢oes de contorno. Além da topoldgica, existem outros tipos
de otimizagdo como otimizacao dimensional ou paramétrica, que apresenta
uma forma fixa definida e procura variar as dimensoes da estrutura (areas
das segdes, por exemplo), e otimizagdo de forma ou geométrica, que tem por
objetivo definir as curvas de contorno para minimizar uma dada funcao de
desempenho. Comparada aos outros tipos de otimizacao estrutural, ver Fig.
2.1, a otimizagao topoldgica permite a insercao de dreas vazadas (furos), o que

confere a estrutura uma maior flexibilidade e liberdade na topologia final.

PO =

rEL

Figura 2.1: (a) Otimizagdo paramétrica ou dimensional. (b) Otimizagao de
forma ou geométrica. (c) Otimizacao topoldgica. Fonte: Bendsge et al. (2002)

(3)-

Para efetuar o processo de otimizagao topoldgica, deve—se inicialmente
selecionar o dominio desejado e, em seguida, distribuir o material por todo
dominio da estrutura. Depois, através da aplicacdo de um algoritmo de

otimizacao, caso haja convergéncia, obtém-se a topologia 6tima. Uma vez
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que a distribuicao 6tima pode nao ter um nivel de refinamento desejado para

fabricagdo, had uma etapa muito importante de verificagao da topologia obtida,

ver Fig. 2.2.
Dominio Inicial Dominio Discretizado Topologia obtida
v m 3 ]
Fabricacao -

Verificacdo Interpretacdo

Figura 2.2: Procedimento tipico de projeto estrutural por otimizacao topolo-
gica. Fonte: Silva (2001) (4).

A formulagao matematica do problema de otimizagao topoldgica consiste
em encontrar a distribuicao de material p para todo ponto x do dominio €2,
resultando num subdominio {2¢ que minimiza a fungdo objetivo ¢, sujeita a

uma restricao de volume da estrutura Vg, ou seja:

min : c(p(x), u(p(x))) = fu(p(x))

st V(p(x) = /Q p(x)dV <V,
com: K(p(x))u(p(x)) =f (2-1)

0, se vazio (auséncia de material)
onde : p(x) =
1 se cheio (total presenca de material)
onde ¢ representa a flexibilidade da estrutura (em inglés, compliance); K, a
matriz de rigidez global da estrutura; f, o vetor de forcas externas aplicadas e

u, o campo de deslocamento.
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2.1
Métodos de Elementos Finitos

O Método de Elementos Finitos é atualmente uma das formas mais di-
fundidas de resolucdo numérica de problemas modelados por meio de equa-
¢oes diferenciais parciais como, por exemplo, andlise de estruturas sélidas e
escoamento de fluidos. Esse método consiste na discretizagdo de um dominio
continuo em subdominios menores, conhecidos como elementos. Estes elemen-
tos sdo conectados por nés e, mantendo as caracteristicas do dominio original,
permitem que modelos matematicos solucionem as equacgoes diferenciais des-
critas pelas propriedades desses elementos. Devido a sua natureza numérica,
uma quantidade significativa de dados é armazenada durante o processo de
execugao, assim como o tempo necessario para solugdo cresce com o tamanho
da malha a ser analisada. Além desses problemas, a malha exerce um papel
fundamental no resultado final da solugao obtida.

As malhas podem ser classificadas como estruturadas e nao—estruturadas,
ver Fig. 2.3 e 2.4. As estruturadas sao mais simples de serem geradas, porém
possuem menor capacidade de adaptagdo a geometria do dominio. Para se
obter uma melhor definicdo dos contornos utilizando malhas estruturadas, é
necessaria a utilizacao de elementos menores, aumentando a quantidade de
elementos para preenchimento do dominio. As malhas nao—estruturadas, por
outro lado, possuem alta capacidade de adaptacao aos contornos e uma ge-
racao de malha mais complexa. Uma forma de se reduzir a complexidade da
geracao de malhas nao—estruturadas, é efetuar a decomposicao em elementos
triangulares e quadrangulares. No entanto, elas se tornam vulneraveis a ins-
tabilidades numéricas quando usadas na otimizagao topolégica em conjunto
com métodos de densidade (ver Saxena (2008) (5), Talischi et al. (2009) (6) e
Talischi et al. (2010) (1)).

L 2 . L . .

= » ¥ * - L i

Figura 2.3: Malha estruturada. Figura 2.4: Malha nao—estruturada.
Fonte: Batista (2005) (7). Fonte: Batista (2005) (7).
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Os aspectos numéricos encontrados na otimizagao topoldgica sao:

— O tabuleiro de xadrez (em inglés, checkerboard) é uma instabilidade
numérica que ocorre no processo de otimizagdo topoldgica formando
regides com material (ilustrado com elementos de cor escura) e sem
material (ilustrado com elementos de cor branca) na forma de um
tabuleiro de xadrez, conforme mostrado na Fig. 2.5. Este problema ocorre
com elementos de baixa ordem associados com métodos de densidade e
pode ser resolvido com a utilizagao de elementos de alta ordem ou de

métodos de regularizacao.

.y
.

T
TIaT

Figura 2.5: Exemplo de Checkerboard. Fonte: Talischi et al. (2008) (8).

— Conexao né a né (em inglés, one—node connection) é um outro problema
comum gerado por meio de instabilidades numéricas nas malhas de ele-
mentos finitos convencionais. Alguns dos elementos presentes na solucao
terao apenas um né em comum, ver Fig. 2.6, o que invalida utilizagao

pratica dos resultados obtidos.

T

1
1+
1T

THHH

I . .. 88, mEsa nuas
T

1
T

+ v
- . T ' .

Figura 2.6: Exemplo de One-node Connection. Fonte: Talischi et al. (2008) (8).

— A dependéncia da malha é um fato frequentemente observado na solucao
de problemas que utilizam o método dos elementos finitos (ver Silva
(2001) (4)). Quanto mais refinada a malha, maior serd a resolucao da
solugdo, e quanto menos refinada, menos detalhes serao encontrados
na topologia final. Entretanto, da mesma forma que é esperado uma
melhoria da resolugao, novos membros da estrutura também podem ser

criados, como mostrado na Fig. 2.8.
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Figura 2.7: Exemplo de diferenca de resolucao por dependéncia de malha.
Fonte: Zhou et al. (2012) (9).

Figura 2.8: Exemplo de criacdo de novos membros para resultados de um
mesmo problema de otimizagao com alteracao da malha: (a) malha com 1200
elementos, (b) malha com 1875 elementos e (¢) malha com 3000 elementos.
Fonte: Kiyono (2008) (10).

Com o objetivo de reduzir os problemas apresentados acima, neste
trabalho foram utilizadas malhas de elementos finitos poligonais associadas
com a técnica de penalizagdo SIMP (que serd apresentada na préxima secao).
As malhas poligonais por construgao nao permitem o aparecimento de conexoes
n6 a n6 nem instabilidades do tabuleiro, enquanto o modelo de material SIMP

reduz o problema da dependéncia da malha.
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2.2
Malhas Poligonais

Este trabalho tem como base o cédigo PolyMesher para geragao de
malha de elementos finitos poligonais (Talischi et al. (2012) (11)). A geragao
é construida a partir de um conjunto de sementes que tecera uma malha
determinada pelo diagrama de Voronoi. O diagrama de Voronoi é um grafo
dual da triangulacdo de Delaunay, ver Hjelle e Dachlen. (2006) (12).

Dado um conjunto de pontos P, conhecido como sementes, a triangulagao
de Delaunay DT(P) é dada quando nenhum ponto x € P estd no interior
de uma circunferéncia formada por qualquer tridngulo pertencente a DT'(P),
conforme mostrado na Fig. 2.9. Seu grafo dual é o diagrama de Voronoi, que
particiona o plano ao conectar os centros das circunferéncias da triangulacao

de Delaunay, tal como ilustrado na Fig. 2.10.

Figura 2.9: Representacao das li- Figura 2.10: Representacao do di-
nhas da triangulacao de Delaunay agrama de Voronoi tracejado em
em preto. Fonte: Wikipedia (2016) vermelho. Fonte: Wikipedia (2016)
(13). (13), adaptado pelo autor.

O diagrama de Voronoi tece um grafo no plano ou no espago com a
seguinte propriedade: se a distancia entre um ponto x e uma semente p ¢ menor
que a distancia entre x e todos os elementos de P — {p}, entdo z pertence a
célula da semente p (ver Fig. 2.11). Dessa forma, cada semente possui uma
célula associada e estard em seu interior. Assim, o numéro de células é igual ao
numero de sementes. Também, é possivel identificar que, para um vértice da
tesselagao possuir 4 arestas conectadas, é necessario que dentro do conjunto de
sementes haja 4 pontos circunscritiveis e que, no interior dessa circunferéncia
circunscrita, nao exista nenhuma outra semente. Esse fato reduz e até elimina
os problemas do checkerboard e one—node conection visto que dois elementos

da malha estardo sempre conectados por mais de um noé.
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Figura 2.11: Representacao das células do diagrama de Voronoi formado por
20 sementes. Fonte: Wikipedia (2016) (14).

O uso de elementos poligonais numa malha nao—estruturada conta ainda
com a adicional vantagem de possuir alta capacidade de adaptagao aos con-

tornos das solucoes e dos dominios.

2.3
Refinamento de Malha

O refinamento de malha é amplamente utilizado na literatura para
permitir melhores solu¢oes dos problemas numéricos sem que haja um elevado
aumento no custo computacional e na memoria utilizada. Visando obter uma
melhor resolugdo, critérios de refinamento da malha foram definidos para
aumentar a quantidade de elementos nos contornos.

Por sua vez, foram também adotados critérios de desrefinamento com
o intuito de limitar o aumento excessivo de noés e de elementos. Esse proce-
dimento permite uma reducao do custo computacional para armazenamento
de dados e tempo de processamento. Existem outros métodos que combinam
refinamento de malha com otimizacao de layout (ver, por exemplo, Wang et
al. (2013) (15), Wang (2002) (16) e Ramm et al (1998) (17)).

A solucgao do problema de otimizacao topologica desejada é uma distribui-
¢ao binaria de material, ou seja, 0 (auséncia de material) ou 1 (total presenca
de material), porém essa implementagao requer o uso de algoritmos de otimiza-
¢ao discreta, tornando a abordagem numericamente instavel. A técnica SIMP
(Solid Isotropic Material with Penalization) de Bendsge et al. (1995) (18) e
Bendsge et al. (1999) (19) é definida por uma fungdo paramétrica associada
a densidade do material. Ela auxilia a determinagao de uma solugao discreta,

evitando a escala de cinza, ilustrada na Fig. 2.12, porém transforma a funcao
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objetivo. Essa alteragdo pode permitir que um minimo alcangado seja local e
nao global (Cardoso (2000) (20)). De modo a evitar que um minimo local seja
determinado, ¢é utilizado o método da continuacao. Esse método consiste em
executar diversas vezes o procedimento de otimizagao, mesmo obtendo resul-
tados com densidades intermediarias de material, e a cada passo de execucao,
aumentar o expoente de penalizacdo p de modo a minimizar as densidades

intermediarias.

Figura 2.12: Representacao da escala de cinza.

A formulagdo matematica do problema de otimizacao topoldogica utili-
zando a técnica SIMP consiste em encontrar a distribuicao de material p para
todo ponto x do dominio €2, resultando num subdominio {25 que minimiza
a func¢do objetivo ¢, sujeita a uma restricio de volume da estrutura Vs e a
penalizacao do tensor de material C por um fator exponencial p, ou seja,
C = [p(x)]PCy. O problema pode ser, entao, escrito como:

min s o{p(x), u(p(x)) = Fu(p(x)

st.: Vip(x) = /Q p(x)dV <V,
com = K(p(x))u(p(x)) = £
onde: 0 < p(x) <1

onde ¢ representa a flexibilidade da estrutura (em inglés, compliance); K, a
matriz de rigidez global da estrutura; f, o vetor de forgas externas aplicadas,

u, o campo de deslocamento, e Cy, o tensor de material para p = 1.
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Implementacao do Refinamento Poligonal Autoadaptativo

Neste capitulo, é descrita em detalhes a implementacao numérica da abor-
dagem adaptativa proposta. Utilizando uma malha inicial de elementos finitos
poligonais gerada por um conjunto de sementes de Voronoi, sao inseridas e
removidas sementes a cada passo de adaptatividade de forma a aprimorar a
qualidade dos contornos internos e externos e reduzir o custo computacional
envolvido no processo de otimizacao. A cada etapa de otimizacao, o método de
penalizacao SIMP é aplicado de forma a evitar uma convergéncia prematura
nas iteracoes de otimizacao através da penalizacao de densidades interme-
diarias pelo pardmetro p > 1. Desse modo, sao intercalados um processo de

otimizacao com um processo de adaptacao da malha.

3.1
Processo Adaptativo

A Fig. 3.1 apresenta um algoritmo basico do processo de otimizacao
topoldgica. Apds a definicao da regiao escolhida pelo usuario, é estabelecida
uma malha inicial com uma distribuicao de material. Iterativamente, essa

distribuicao evolui até encontrar a solugao topoldgica étima.

=

sim

Figura 3.1: Fluxograma basico de otimizacao topologica.
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Nesse trabalho, o processo adaptativo é efetuado na malha de elementos
finitos, transformando-a por meio da adi¢ao e remocao de sementes de Voronoi.
A adigao de sementes permite um melhor refinamento nas regioes de contorno,
enquanto que a remocao de sementes especificas (desrefinamento) reduz o
custo computacional na analise de elementos finitos. O fluxo desse processo

¢ esquematizado na Fig. 3.2.

Definicéo da Regiao
de Projeto

Distribuiggo Inicial
de Material

Atualizagéo da Malha de Analise de Elementos
Elementos Finitos Finitos

Adicéo e Remocéo de

Sementes de Voronoi BRI G

Selegédo de Elementos

para Refino e Desrefino Convergéncia

Adaptacédo da Malha de
Elementos Finitos Resultado da

Topologia Final

Figura 3.2: Fluxograma de otimizacao topologica considerando o processo de
adaptacao de malha.

A seguir, serao descritas as trés etapas da adaptatividade da malha de
elementos finitos: a selecao de elementos para refino e desrefino, a adicao e a

remocao de sementes de Voronoi e a atualizacao da malha.

3.1.1
Selecdao de Elementos para Refino e Desrefino

Para a descricao do processo de refinamento e desrefinamento da malha,
as seguintes defini¢bes sdo necessarias e estao representadas graficamente na
Fig. 3.3:

— Um elemento e; é dito sélido caso sua fracdo volumétrica p., € [ps,1],

onde ps > 0,5 é um limite inferior de densidade definido pelo usuéario;

Um elemento e; é dito vazio caso sua fracao volumétrica p., € [0, p.],
onde p, < 0,5 é um limite superior de densidade definido pelo usuario;
— Um elemento e; é dito preenchido caso sua fragao volumétrica p., €

[op, 1], onde p, € [py, ps] ¢ um valor de densidade definido pelo usuério;
— Para um elemento e;, sdo ditos vizinhos todos os elementos da malha

€i1,€i2, ... ,€,m que possuem uma aresta em comum com e;.
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( Um elemento ¢; € dito sélido ) ( Um elemento ¢; € dito vazio )
caso sua fragdo volumétrica p,; € [ps, 1], caso sua fragdo volumétrica p,, € [0, p, ],
onde p; > 0,5 é um limite inferior de densidade onde p, < 0,5 ¢ um limite superior de densidade
definido pelo usuario definido pelo usuério

Ps solido vazio Pv

X C—— I ¢ C— )
(a) (b)

( Um elemento ¢; é dito preenchido h ( L. . A
~ g Para um elemento e;, sdo ditos vizinhos
caso sua fracdo volumétricap,, € [pp, 1],
, i - todos os elementos da malha e; 1, €; 5, ..., 8 1
onde p,, € [py, ps]é um valor de densidade o ’
.. L que possuem uma aresta em comum com e;
definido pelo usuario
vazio Pw Pp preenchido Ps sélido €ia a37 €im
iz a5
& J \ J

(c) (d)

Figura 3.3: Defini¢oes de (a) elemento sdlido; (b) elemento vazio; (c) elemento
preenchido; e (d) elementos vizinhos.

Os critérios de selecao dos elementos da malha para o processamento de
refinamento/desrefinamento sao aplicados de tal maneira que nenhum elemento
pode ser marcado por um critério caso o mesmo ja tenha sido marcado por um

critério anterior.

3.1.1.1
(1) Controle do Processo Adaptativo

O primeiro critério do processo adaptativo limita o refinamento e desrefi-
namento da malha pelo tamanho das células, ndao permitindo que um elemento
e; com area A., seja refinado caso A., < A, nem desrefinado caso A., > A az,
ou seja, Amin € Amer nd0 definem respectivamente a menor e maior area que
um elemento pode ter na malha, e sim os parametros a partir dos quais os
elementos nao serdo mais candidatos ao refinamento ou desrefinamento. O ob-
jetivo desse critério é impedir um refinamento descontrolado em determinadas

regioes do dominio.

3.1.1.2
(1) Gradiente de Fracdo Volumétrica

O segundo critério tem por finalidade refinar a malha nas regioes com
certa variacao ou gradiente de fragdo volumétrica. Caso dois elementos vizinhos

> Ap, isto é, se o gradiente de fracdo volumétrica

e; e e; satisfacam ‘ Pe; = Pe,
entre e; e e; for maior que um valor Ap, pré-definido, ambos sdo marcados
para refinamento.

A Fig. 3.4 mostra um exemplo de dois elementos marcados para refi-

namento e a Fig. 3.5 apresenta todos os elementos que foram marcados para
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refinamento.

— @

Figura 3.4: Os elementos com contorno azul possuem p = 1 e p = 0,438.
Considerando Ap = 0, 333, ambos sao marcados para refinamento.

m B

I100% - Total presenca de material
Figura 3.5: Todos os elementos com contorno azul estdao marcados para
refinamento, considerando Ap = 0, 333.

3.1.1.3
(111) Desrefinamento de Elemento Central

O terceiro critério é de desrefinamento, no qual um elemento sélido
envolto por elementos sélidos é marcado para desrefinamento. O mesmo
fundamento vale para um elemento vazio que, cercado de elementos vazios,
é marcado para desrefinamento.

Quando um elemento e; e seus vizinhos sao todos sélidos ou todos
vazios, apenas e; ¢ marcado para desrefinamento. Entao, se o elemento e; é
solido e seus elementos vizinhos e;1,€;9,...,€;, também o sao, o elemento
e; ¢ marcado para desrefinamento ou, ainda, se o elemento e; ¢ vazio e seus
elementos vizinhos e;1,€;9,...,€;, também o sao, o elemento e; ¢ marcado
para desrefinamento.

De forma a impedir o desrefinamento de um conjunto de elementos
vizinhos na mesma iteragao e, consequentemente, criar um elemento muito
maior que os demais, nao ¢ permitido desrefinar um elemento caso um de seus
vizinhos j4 esteja marcado para desrefinamento.

A Fig. 3.6 mostra um exemplo de um elemento sélido marcado para
desrefinamento, enquanto a Fig. 3.7 apresenta todos os elementos sélidos que

foram marcados para desrefinamento.
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—_—\ O

Figura 3.6: O elemento central com contorno amarelo possui p = 1 e seus
vizinhos com contorno vermelho possuem p = 1. Considerando p, = 0, 950!, o
elemento central com contorno amarelo é marcado para desrefinamento.

0% - Auséncia de material

100% - Total presenca de material

Figura 3.7: Todos os elementos com contorno amarelo estdo marcados para
desrefinamento, considerando ps = 0, 950.

A Fig. 3.8 mostra um exemplo de um elemento vazio marcado para
desrefinamento, enquanto a Fig. 3.9 apresenta todos os elementos vazios que

foram marcados para desrefinamento.

Figura 3.8: O elemento central com contorno amarelo possui p = 0 e seus
vizinhos com contorno vermelho possuem p = 0 ou p = 0,004 ou p = 0,011.
Considerando p, = 0, 0502, o elemento central com contorno amarelo é marcado
para desrefinamento.

3.1.1.4
(1V) Refinamento de Elemento Preenchido

O quarto e tultimo critério tem por objetivo refinar a malha onde ha
fracao de material superior ao valor definido pelo usuario e que ainda nao tenha

sido marcado para desrefinamento, permitindo um refinamento da malha onde

1ps é um limite inferior de densidade definido pelo usuério.
2p, é um limite superior de densidade definido pelo usuério.
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m B

'100% - Total presenca de material
Figura 3.9: Todos os elementos com contorno amarelo estao marcados para
desrefinamento, considerando p, = 0, 050.

exista algum elemento com densidade intermediaria que ainda nao tenha sido
definido como vazio ou cheio. Ou seja, caso o elemento e; seja preenchido
e nao tenha sido marcado para desrefinamento, ele é entdao marcado para
refinamento.

A Fig. 3.10 mostra um exemplo de um elemento marcado para refina-
mento, enquanto a Fig. 3.11 apresenta todos os elementos que foram marcados

para refinamento.

— \ &

Figura 3.10: O elemento com contorno azul possui p = 0, 516. Para p, = 0, 3333,
o elemento com contorno azul é marcado para refinamento.

0% - Auséncia de material

100% - Total presenga de material

Figura 3.11: Todos os elementos com contorno azul estdo marcados para
refinamento para p, = 0, 333.

3.1.2
Adicao e Remocao de Sementes de Voronoi

Para a geracao da malha poligonal utilizada neste trabalho, é necessario

um conjunto de pontos, chamados de sementes e distribuidos inicialmente no

3pp € um valor de densidade definido pelo usudrio.
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interior do dominio de interesse, a partir das quais seré construido o diagrama

de Voronoi, conforme ilustrado nas Fig. 3.12 e Fig. 3.13.

Figura 3.12: Malha poligonal em
um dominio retangular e suas se-
mentes de Voronoi representadas
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Figura 3.13: Malha poligonal em
um dominio com contornos curvi-
lineos e suas sementes de Voronoi

pelos pontos azuis. representadas pelos pontos azuis.

Apés a selecdo dos elementos para refinamento e desrefinamento da

primeira etapa, a adicao e remocao de sementes acontecem da seguinte forma:

— Todos os nés (vértices) que compoem um elemento marcado para refina-

mento sao adicionados como novas sementes (ver Fig. 3.14);

0% - Auséncia de material

. .
o0 o0 6_o_°
% o ©0,%5% %o

©,00°% %0

100% - Total presenca de material

Figura 3.14: Sementes a serem adicionadas em um passo da malha poligonal.

— Todas as sementes geradoras de um elemento marcado para desrefina-

mento sdo removidas, ver Fig. 3.15.

0% - Auséncia de material

100% - Total presenca de material

Figura 3.15: Sementes a serem removidas em um passo da malha poligonal.

Como explicado no Capitulo 2, devido ao modo de construcao do dia-
grama de Voronoi, cada semente se encontra no interior do elemento gerado
por ela, logo, a quantidade de sementes e de sub-regides no diagrama de Voro-

noi é igual. Dessa forma, o critério de refinamento cria uma nova sub-regiao a
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cada né adicionado como semente, reduzindo a area dos elementos vizinhos e
permitindo um refinamento da malha. Por outro lado, o critério de desrefina-
mento permite que, ao se remover uma semente, os elementos vizinhos sejam
forcados a preencher aquela sub-regiao do elemento central.

A inser¢do das sementes para geracao da malha necessita manter as
propriedades de distribuicdo de material. Essa transferéncia de atributo de

uma malha para outra é efetuada utilizando a seguinte expressao:
m
> e X Ag
k=1
m
> Ay
k=1

onde p. é a densidade do elemento a ser criado a partir do né (vértice)

Pe = (3_1)

adicionado por refinamento pertencente aos elementos e, ..., e, pr € a
densidade do elemento e, e Ay é a drea do elemento ey.

A transferéncia de atributo pode ser vista nas Fig. 3.16 e 3.17 para um
dominio retangular e nas Fig. 3.18 e 3.19 para um dominio com contornos

curvilineos.

Figura 3.16: Dominio retangular
com 1000 elementos iniciais no ter-
ceiro passo de penalizagao antes da
adaptagao da malha.

Figura 3.18: Dominio com contor-
nos curvilineos com 1000 elementos
iniciais no quarto passo de penali-
zacao antes da adaptacao da ma-
lha.

3.1.3

Figura 3.17: Dominio retangular
com 1000 elementos iniciais no ter-
ceiro passo de penalizacao apods a
adaptacao da malha.

Figura 3.19: Dominio com contor-
nos curvilineos com 1000 elementos
iniciais no quarto passo de penali-
zagao apos a adaptagao da malha.

Atualizacao da Malha de Elementos Finitos

A geragao da malha poligonal, apesar de possuir uma alta capacidade de

adaptacao ao dominio definido pelo usuario, possui a desvantagem do custo
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computacional em sua criacdo. De forma a definir melhor os contornos da
regiao, é necessario um espelhamento das sementes internas pelo contorno do
dominio, gerando sementes externas que fazem parte do conjunto de sementes
de Voronoi para criacao da malha poligonal, conforme ilustrado na Fig. 3.20.
Desta forma, uma aresta tangente ao dominio é construida entre uma semente,

interna ao dominio, e sua semente refletida, externa ao dominio.

Figura 3.20: A reflexdo de uma semente do interior do dominio {2 por meio do
seu contorno 0€) gera sementes externas a {2 que, na construcao do diagrama
de Voronoi, tracam arestas tangentes definindo o contorno do dominio. Nota-
se que sementes mais internas, como z, nao precisam ser refletidas, pois nao
influenciam no contorno. Fonte: Talischi et al. (2012) (11).

Na Fig. 3.21, é possivel verificar que para nés préximos aos vértices é

necessaria a reflexao em todos os contornos que definem o vértice.

Rol(y )
O
Rq (%)
Q F v
X Foix)
C O
X
Q vy “ Ro(y)
oQ,

Figura 3.21: Para se obter o vértice (V) do dominio {2, as sementes x e y
nao podem ser refletidas apenas no segmento do contorno mais préximos, mas
devem ser refletidas em ambos os segmentos do contorno do dominio. Fonte:
Talischi et al. (2012) (11), adaptado pelo autor.

Para se minimizar o custo computacional, deve-se reduzir a quantidade
de reflexdes de sementes de uma malha. Para isso, é desenhada uma banda

paralela aos contornos do dominio onde apenas os elementos localizados no
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interior dessa banda sao refletidos, como mostra a Fig. 3.22. Porém, como
o algoritmo gera uma malha para cada iteracao de adaptagdo da malha, ¢é

necessario verificar o tamanho da banda para cada iteracao.

Figura 3.22: A banda (faixa cinza) determina quais elementos serdo refletidos.
Fonte: Talischi et al. (2012) (11).

Uma semente s pertencente ao dominio €2 é refletida caso sua distancia a
um contorno do dominio €2; seja menor que um valor a. Como, a cada adapta-
¢ao da malha (iteracdo t), ocorre uma variacao do tamanho dos elementos; «
varia com a area média inicial dos elementos |{2| /ng, a iteracao t da adaptagao
da malha e a maior area A,,,, para que um elemento nao seja mais candidato
ao desrefinamento, onde ng é a quantidade de elementos iniciais da malha (an-
tes da adaptacao) e € é o dominio. Dessa forma, a seguinte expressao deve ser

satisfeita:

<« (‘Q‘, Aazs t) (3-2)

Ny

‘in(S)

Considerando o como sendo uma distancia proporcional ao comprimento

maximo do elemento naquela iteracao da adaptacao da malha, pode-se escre-

e <|Q|,Amax,t> =c [min (Amax, 2t x |Q|>] (3-3)
no No

onde, ¢ é uma constante e || é a drea do dominio 2. Recomenda-se ¢ > 1 e,

ver:

neste trabalho, foi utilizado ¢ = 1, 5.

3.2
Otimizacao Topolégica

O procedimento de refinamento adaptativo da malha, implementado

neste trabalho, ¢ realizado em cada iteragao da estratégia de continuacao,
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comumente aplicada ao fator de penalidade na otimizagao topoldgica. Foi
considerada uma variacdo de 1 a 3, com 7 incrementos de 0,333 no fator de
penalidade (outros fatores de penalizagdo podem ser vistos em Labanda et al.
(2015) (21)).

Foi implementada uma alternativa utilizando o algoritmo de Lloyd (ver
Talischi et al. (2010) (1)) ao remover sementes para desrefinamento. Esse
algoritmo troca uma semente de um elemento da malha pelo seu centroide
e reconstréi o diagrama. De forma a manter a estrutura da malha, foi aplicada
apenas uma iteracao de Lloyd nos elementos vizinhos aos elementos removidos
por desrefinamento, de forma a evitar elementos muito irregulares, como

mostram as Fig. 3.23 e 3.24.
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4
Resultados Numéricos

Nesse capitulo serao apresentados os resultados obtidos utilizando malhas
adaptativas para os quatro exemplos apresentados a seguir: MBB, Wrench,
Michell e Hook (Olhoff et al. (1991) (22) e Talischi et al. (2012) (23)), e suas
comparagoes com malhas super-refinadas e mantidas constantes durante todo
o processo de otimizacao topologica.

Os valores de densidade utilizados foram p; = 0,950, p, = 0,050,
Ap = 0,333 e p, = 0,333 que correspondem respectivamente a: limite
inferior de densidade, limite superior de densidade, variacdo de densidade,
valor de densidade minimo para um elemento ser considerado preenchido. Para
a area maxima para um elemento ser candidato a desrefinamento e para a
area minima para um elemento ser candidato a refinamento foram utilizados
respectivamente A, = 2 |Q| /1o € Apmin = Q] /8n¢. Também foi utilizado um
fator de penalizagao variando de 1 a 3 com passos de 0,5.

A quantidade de elementos iniciais da malha ng foi variada para estima-
tiva de custo de processamento computacional. O valor A,,;, utilizado permite
um refinamento 8 vezes maior da malha, exigindo uma comparagao com malhas
contendo 8 vezes mais elementos e mantidas constantes ao longo do processo

de otimizagao.

4.1
Problemas Simulados

1. O primeiro exemplo corresponde a viga MBB (Olhoff et al. (1991)
(22)), ilustrado na Fig. 4.1, de dimensdes 12 por 4, biapoiada e com
um carregamento em seu centro. Devido as condig¢oes de simetria do

problema, pode-se analisar a viga usando apenas metade do seu dominio.

Figura 4.1: Viga MBB (Olhoff et al. (1991) (22)).
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2. O segundo exemplo corresponde ao dominio Wrench (Talischi et al.
(2012) (23)), ilustrado na Fig. 4.2

Figura 4.2: Dominio Wrench (Talischi et al. (2012) (23)).

3. O terceiro exemplo corresponde a viga de Michell (Talischi et al. (2012)
(23)), ilustrado na Fig. 4.3, uma viga de dimensoes 5 por 4 em balango
com carga no ponto médio da extremidade direita e engaste do lado

esquerdo da estrutura ao longo do contorno curvo.

Figura 4.3: Viga de Michell (Talischi et al. (2012) (23)).

4. O quarto exemplo corresponde ao modelo Hook, ilustrado na Fig. 4.4.

4.2
Refinamento Adaptativo

Nesta secao serao ilustrados os resultados obtidos do refinamento adap-
tativo dos exemplos simulados, mostrando comparagoes entre topologias com
malha adaptativa e malha refinada e mantida constante durante todo processo
de otimizacao e entre topologias étimas com e sem o uso de iteracao de Lloyd e

finalmente apresentando o quantitativo de elementos e nés em cada simulacao.
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Figura 4.4: Modelo Hook (Talischi et al. (2012) (23)).

4.2.1
Dominio MBB

O primeiro exemplo mostra o processo completo de otimizagao topoldgica
com adaptatividade da malha no dominio MBB (Olhoff et al. (1991) (22)),
utilizando uma malha inicial de 625 elementos poligonais (ny = 625), um filtro
de raio R = 0,04 e fragdo de volume v = 0, 5.

A Fig. 4.5 ilustra todas as etapas do processo de otimizagao topologica
com adaptatividade. As linhas horizontais representam cada passo de penaliza-
¢ao, que inclui: (a) a adaptatividade de malha, (b) a transferéncia de atributo,
(c) o processo de otimizagao e (d) a sele¢do dos nés para adaptatividade da
malha. Dessa forma, é possivel visualizar na coluna (a) como a malha varia
durante todo processo de otimizacao topologica, refinando os contornos e des-
refinando os interiores. O mesmo pode ser visto na coluna (d) onde um nimero
menor de elementos esta sendo refinado a medida em que o processo de otimi-
zagao evolui. A transferéncia de atributos pode ser observada comparando—se
umda dada figura da coluna (c¢) com a figura da linha seguinte na coluna (b)
ao transferir para a nova malha.

As malhas inicial e final estao representadas na Fig. 4.6 e as respectivas
topologias 6timas na Fig. 4.7.

Para comparacao da utilizacao da iteracao de Lloyd na adaptatividade da
malha, as topologias 6timas e suas malhas estao representadas na Fig. 4.8. E
possivel verificar que os resultados sao préximos, porém, ao observar as malhas

geradas em cada problema, é perceptivel que a utilizagdo de ao menos uma
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Figura 4.5: Processo de otimizacao topolégica com adaptatividade da malha
no dominio MBB com ng = 625, R=0,04 e 0 =0,5.

(a) (b)

Figura 4.6: (a) Malha inicial do processo de otimizagao topolégica do dominio
MBB com 625 elementos poligonais, R = 0,04 e v = 0,5; (b) Malha final com
5398 elementos poligonais.

iteracao de Lloyd em cada etapa de adaptatividade permite construir uma
malha mais regular.

A Tab. 4.1 mostra a quantidade de elementos e nés em cada passo do
processo de adaptatividade da malha no dominio MBB, utilizando R = 0,04
e v = 0,5. A primeira coluna apresenta essas quantidades para uma malha
mantida constante durante todo processo de otimizacao, a segunda coluna se
refere & malha adaptativa sem iteracao de Lloyd, e a terceira coluna se refere

a malha adaptativa com uma iteragdo de Lloyd.
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Figura 4.7: Topologia 6tima do dominio MBB (Olhoff et al. (1991) (22)) com
R =0,04 e v =0,5: (a) com malha adaptativa partindo de 625 elementos e
chegando a 5398 elementos; e (b) com malha refinada com 5000 elementos e
mantida constante durante todo o processo de otimizacao topolégica.

Figura 4.8: Topologias 6timas e suas respectivas malhas adaptativas do dominio
MBB (Olhoff et al. (1991) (22)) com ng = 625, R = 0,04 ¢ o = 0,5: (a) sem
iteracdo de Lloyd; e (b) com uma iteragao de Lloyd.

Observar—se que o crescimento da quantidade de elementos fica limitado

aos critérios de areas minima e maxima para a adaptatividade da malha.

4.2.2
Dominio Wrench

O segundo exemplo mostra o processo completo de otimizagao topoldgica
com adaptatividade da malha no dominio Wrench (Talischi et al. (2012) (23))
utilizando uma malha inicial de 625 elementos poligonais (ny = 625), um filtro
de raio R = 0,03 e fragdo de volume v = 0, 4.

De maneira semelhantemente ao exemplo anterior, a Fig. 4.9 ilustra

todas as etapas do processo de otimizagao topoldgica com adaptatividade.
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Tabela 4.1: Quantidade de elementos e ndés em cada passo do processo de
adaptatividade referente ao dominio MBB, com R =0,04 e o =0, 5.

Malha Malha Malha
Constante Adaptativa Adaptativa + Lloyd
Passo | Elementos Noés | Elementos Noés | Elementos Nés
1 625 1310 625 1310
2 1191 2455 1191 2457
3 2720 5549 2711 5539
4 5000 10000 4236 8577 4318 8752
5 5180 10460 5358 10836
6 5408 10914 5468 11043
7 5398 10904 5556 11218

As linhas horizontais representam cada passo de penaliza¢ao, que inclui: (a)
a adaptatividade de malha, (b) a transferéncia de atributo, (c) o processo
de otimizacao e (d) a selegdo dos nds para adaptatividade da malha. Dessa
forma, é possivel visualizar na coluna (a) como a malha varia durante todo
processo de otimizacao topoldgica, refinando os contornos e desrefinando os
interiores. O mesmo pode ser visto na coluna (d) onde um ntimero menor de
elementos esta sendo refinado a medida em que o processo de otimizagao evolui.
A transferéncia de atributos pode ser observada comparando-se umda dada
figura da coluna (c) com a figura da linha seguinte na coluna (b) ao transferir
para a nova malha.

As malhas inicial e final estao representadas na Fig. 4.10 e as respectivas
topologias 6timas na Fig. 4.11.

Novamente observa-se aqui uma malha mais regular no dominio Wrench
ao utilizar uma iteracao de Lloyd no processo de adaptatividade. As topologias
Otimas e suas malhas estao representadas na Fig. 4.12. Neste caso, além
de verificar essa maior regularidade, foi observada uma melhor resolugao
do contorno vazio (furos) da malha. Porém, esse contorno vazio pode ser
solucionado ao se trabalhar com uma malha inicial com maior quantidade
de elementos, conforme ilustrado na Fig. 4.13.

A Tab. 4.2 mostra a quantidade de elementos e nés em cada passo do
processo de adaptatividade da malha no dominio Wrench, utilizando R = 0,03
e © = 0,4. A primeira coluna apresenta essas quantidades para uma malha
mantida constante durante todo processo de otimizacao, a segunda coluna se
refere a malha adaptativa sem iteracao de Lloyd, e a terceira coluna se refere
a malha adaptativa com uma iteragao de Lloyd.

Pode-se observar novamente que o crescimento da quantidade de elemen-
tos fica limitado aos critérios de areas minima e maxima para a adaptatividade

da malha.
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Figura 4.9: Processo de otimizacao topoldgica com adaptatividade da malha
no dominio Wrench com ny = 625, R =0,03 e v = 0, 4.

Figura 4.10: (a) Malha inicial do processo de otimizagao topolégica do dominio
Wrench com 625 elementos poligonais, R = 0,03 e v = 0,4; (b) Malha final
com 5133 elementos poligonais.

4.2.3
Dominio Michell

A Fig. 4.14 apresenta as malhas inicial e final e as respectivas topologias
6timas referentes ao dominio Michell (Talischi et al. (2012) (23)) utilizando
uma malha adaptativa de 2000 elementos poligonais (ny = 2000) e uma malha
refinada com 16000 elementos e mantida constante durante todo o processo de
otimizacao topologica. Foram utilizados um filtro de raio R = 0, 04 e fracao de

volume ¥ = 0, 4.
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Figura 4.11: Topologia 6tima do dominio Wrench (Talischi et al. (2012) (23))
com R =0,03e0=0,4: (a) com malha adaptativa partindo de 625 elementos
e chegando a 5133 elementos; e (b) com malha refinada com 5000 elementos e
mantida constante durante todo o processo de otimizacao topolégica.

Figura 4.12: Topologias otimas e suas respectivas malhas adaptativas do
dominio Wrench (Talischi et al. (2012) (23)) com ny = 625, R = 0,03 e
0 = 0,4: (a) sem iteragao de Lloyd; e (b) com uma iteracao de Lloyd.

Tabela 4.2: Quantidade de elementos e ndés em cada passo do processo de
adaptatividade referente ao dominio Wrench, com R = 0,03 e v = 0, 4.

Malha Malha Malha
Constante Adaptativa Adaptativa + Lloyd
Passo | Elementos No6s | Elementos No6s | Elementos Nos
1 625 1435 625 1435
2 1119 2426 1119 2423
3 2323 4900 2325 4905
4 5000 10000 3594 7457 3648 7575
5 4561 9382 4582 9452
6 5107 10486 5070 10443
7 5133 10558 5102 10514
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Figura 4.13: Topologias 6timas e suas respectivas malhas adaptativas do
dominio Wrench (Talischi et al. (2012) (23)) com ny = 1000, R = 0,03 e
0= 0,4: (a) sem iteragdo de Lloyd; e (b) com uma iteracdo de Lloyd.
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Figura 4.14: Topologias 6timas e suas respectivas malhas inicial e final do
dominio Michell R = 0,04 e o = 0,4: (a) malha adaptativa com ng = 2000 e
malha final com 10309 elementos, sem iteracao de Lloyd; (b) malha adaptativa
com ng = 2000 e malha final com 10630 elementos, com uma iteracao de
Lloyd; e (¢) mantida constante com 16000 elementos durante todo o processo
de otimizacgao topoldgica.
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4.2.4
Dominio Hook

A Fig. 4.15 ilustra as malhas inicial e final e as respectivas topologias
6timas referentes ao dominio Hook (Talischi et al. (2012) (23)) utilizando uma
malha adaptativa de 2000 elementos poligonais (ng = 2000) e uma malha
refinada com 16000 elementos e mantida constante durante todo o processo de
otimizagao topoldgica. Foram utilizados um filtro de raio R = 2,00 e fracao de

volume v = 0, 4.

(a) (b) (c)

Figura 4.15: Topologias 6timas e suas respectivas malhas inicial e final do
dominio Hook R = 2,00 e © = 0,4: (a) malha adaptativa com ng = 2000 e
malha final com 15249 elementos, sem iteracao de Lloyd; (b) malha adaptativa
com ng = 2000 e malha final com 15147 elementos, com uma iteracao de
Lloyd; e (c) mantida constante com 16000 elementos durante todo o processo
de otimizagao topoldgica.
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4.3
Tempo de Processamento

Para o estudo do desempenho computacional, foram utilizados o pro-
grama MATLAB R2014b e uma maquina com Windows 10 Pro 64-bit, pro-
cessador 3rd gen Intel® Core™ i7-3537U (2.00GHz / 3.10GHz with Turbo Bo-
ost) e meméria RAM de 8GB (4GB fixed onboard 4+ 4GB removable) DDR3-
1600MHz. Todos os resultados a seguir consideram fator de penalizagido vari-
ando de 1 a 3 com passos de 0,5 e para avaliacao do tempo de processamento,
é verificado o tempo apds a criacao da malha inicial até a geracao do layout
final.

A Tab. 4.3 mostra o tempo de execucgao para cada solucao de otimizacao
topolodgica do dominio MBB considerando um filtro de raio R = 0,04 e fracao
de volume v = 0, 5. Sao consideradas malhas iniciais com diferentes quantidade
de elementos. A primeira coluna mostra a quantidade de elementos utilizados
na malha adaptativa inicial e as demais colunas mostram o tempo total de

processamento e a quantidade de elementos na malha final.

Tabela 4.3: Tempo de processamento (segundos) e quantidade inicial e final de
elementos na malha no dominio MBB com R =0,04 e v = 0, 5.

Tempo de Processamento [# Final de Elementos]
# Inicial Malha Malha Malha
de Elementos Constante Adaptativa Adaptativa + Lloyd
625 209,2 s [5000] 183,2 s [5389] 201,7 s [5468]
1250 501,6 s [10000] | 396,6 s [9675] 404,4 s [9700]
2500 1157,9 s [20000] | 774,7 s [18064] 771,3 s [17956]

A Tab. 4.4 mostra o tempo de execugao para cada solucao de otimizacao
topoldgica do dominio Wrench considerando um filtro de raio R = 0, 03 e fragao
de volume ¢ = 0, 4. Sao consideradas malhas iniciais com diferentes quantidade
de elementos. A primeira coluna mostra a quantidade de elementos utilizados
na malha adaptativa inicial e as demais colunas mostram o tempo total de

processamento e a quantidade de elementos na malha final.

Tabela 4.4: Tempo de processamento (segundos) e quantidade inicial e final de

elementos na malha no dominio Wrench com R =0,03 e v = 0, 4.

Tempo de Processamento [# Final de Elementos]
# Inicial Malha Malha Malha
de Elementos Constante Adaptativa Adaptativa + Lloyd
625 184,8 s [5000] 171,2 s [5140] 172,4 s [5104]
1250 509,3 s [10000] | 333,6 s [8903] 338,9 s [8849]
2500 1147,9 s [20000] | 645,7 s [15453] 657,0 s [15499]
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A Tab. 4.5 mostra o tempo de execugao para cada solugao de otimizacao
topoldgica do dominio Michell considerando um filtro de raio R = 0, 04 e fragao
de volume v = 0, 4. Sdo consideradas malhas iniciais com diferentes quantidade
de elementos. A primeira coluna mostra a quantidade de elementos utilizados
na malha adaptativa inicial e as demais colunas mostram o tempo total de

processamento e a quantidade de elementos na malha final.

Tabela 4.5: Tempo de processamento (segundos) e quantidade inicial e final de
elementos na malha no dominio Michell com R = 0,04 e v = 0, 4.

Tempo de Processamento [# Final de Elementos]
# Inicial Malha Malha Malha
de Elementos Constante Adaptativa Adaptativa + Lloyd
1000 251,1 s [8000] 255,8 s [6602] 2471 s [6345]
2000 861,7 s [16000] | 570,6 s [11513] 581,5 s [11696]
4000 1944,8 s [32000] | 1128,3 s [21275] 1141,9 s [21699]

A Tab. 4.6 mostra o tempo de execucgao para cada solucao de otimizacao
topolodgica do dominio Hook considerando um filtro de raio R = 2,00 e fracao
de volume v = 0, 4. Sao consideradas malhas iniciais com diferentes quantidade
de elementos. A primeira coluna mostra a quantidade de elementos utilizados
na malha adaptativa inicial e as demais colunas mostram o tempo total de

processamento e a quantidade de elementos na malha final.

Tabela 4.6: Tempo de processamento (segundos) e quantidade inicial e final de

elementos na malha no dominio Hook com R =2,00 e v = 0, 4.

Tempo de Processamento [# Final de Elementos]
# Inicial Malha Malha Malha
de Elementos Constante Adaptativa Adaptativa + Lloyd
1000 364,8 s [8000] 355,8 s [8907] 360,4 s [8727]
2000 8485 s [16000] | 664,7 s [15260] 666,6 s [15147]
4000 1868,6 s [32000] | 1292,6 s [28355] 1305,0 s [28521]

Na versao atual da implementacao, apesar do processo de refina-
mento/desrefinamento ser local, a geragdo da malha é feita para todo o do-
minio. Uma implementagao eficiente do diagrama de Voronoi local reduziria
ainda mais o tempo de processamento.

O processo de adaptatividade requer a geragdo de uma nova malha,
implicando assim em uma nova lista de nés e incidéncia de elementos, alterando
a esparsidade da matriz de rigidez. E interessante notar que, apesar do alto
custo de se refazer o sistema de equagoes, o mesmo € feito apenas no processo de
adaptatividade. Desta forma, como sao realizadas varias iteragoes do processo

de otimizacao, esse custo representa uma pequena parcela do total.
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5
Conclusoes

Neste trabalho foi desenvolvida uma nova estratégia para refinamento
adaptativo local de malhas poligonais, com objetivo de melhorar a represen-
tagdo dos contornos, por meio de topologias 6timas de alta resolucao e baixo
custo computacional. Inicialmente, a malha poligonal é construida a partir
de um conjunto de sementes dispostas aleatoriamente no dominio, dando ori-
gem aos elementos poligonais a partir da construcao do diagrama de Voronoi.
Em seguida, iteracoes de Lloyd sao realizadas para tornar os elementos mais
regulares. Esses elementos sao preenchidos com uma densidade definida previ-
amente, obtendo um dominio inicial acinzentado. Em seguida, sdo realizados
passos de otimizagao topoldgica com um fator de penalizacao variando line-
armente de modo a evitar uma convergéncia prematura em minimos locais.
Ao final de cada passo de penalizacdo, a malha é refinada e/ou desrefinada de
acordo com o critérios de refinamento e desrefinamento apresentados e que cor-
respondem a adi¢do e/ou remogao de sementes do diagrama de Voronoi. Essa
implementagdo permitiu obter estruturas com contornos mais bem definidos,
o que simplifica o processo de interpretacao dos resultados prévios a etapa de
fabricacgao.

Os resultados obtidos demonstraram boa nitidez, clara disposicao de
material e contornos bem definidos. Os exemplos apresentados foram validados
a partir da comparacao com modelos obtidos na literatura. Além disso, a
resposta final e a qualidade da definicao da topologia tém relagdo direta com
o custo computacional e foi verificada uma redugao de tempo computacional
comparado ao uso de malhas super-refinadas e mantidas constantes durante

todo processo de otimizacao.

5.1
Trabalhos Futuros

Para desenvolvimentos futuros sobre este assunto, sao sugeridos as se-

guintes tarefas:

— Reciclagem para malha adaptativa: com a inser¢ao e a remocao de apenas
algumas sementes do diagrama de Voronoi em cada etapa de penalizacao,

torna-se desnecessaria a geracao de um diagrama de Voronoi utilizando
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todas as sementes. A ideia seria armazenar as células nao alteradas na
malha antiga e criar diagramas de Voronoi locais no entorno das regioes

que possuem sementes alteradas na malha nova;

— Estudar novas estratégias de adaptatividade baseadas na separagao do
campo de densidades do campo de deslocamento associado a malha de

elementos finitos;

— Estender as ideias de refinamento adaptativo, aplicadas aqui em malhas
poligonais, para modelos tridimensionais: com o advento e popularidade
das impressoras 3D, a modelagem de objetos 3D tem se tornado uma
pratica mais divulgada e necessaria. O diagrama de Voronoi permite a

criacdo de malhas tridimensionais poliédricas.
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