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Resumo

Estrutura esbelta unidimensional sob grandes deslocamen-

tos e condições de plasti�cação - Solução analítica

Vigas são elementos estruturais amplamente utilizados na sustentação de

pórticos. Um dos modelos mais utilizados no seu dimensionamento mecâ-

nico resulta das equações derivadas por Euler-Bernoulli, adequado para a

representação de vigas elásticas no regime de pequenos deslocamentos. Com

este trabalho, objetiva-se representar as equações que descrevem o compor-

tamento no regime elasto-plástico de vigas esbeltas em balanço submetidas

a grandes deslocamentos em �exão pura.

Palavras�chave

Viga em balanço; grandes deslocamentos; plasti�cação; encruamento;

modelo bilinear; momento concentrado; análise analítica.



Abstract

Slender one-dimensional structure under great displace-

ments and plasti�cation conditions - Analytical solution

Beams are largely used as structural elements in gantries. One of the most

used models in the mechanical design of beams results from the equations

derived by Euler-Bernoulli, suitable to set the dimensions of elastic beams

under small displacements. In this work, equations for the elastic-plastic

behavior of slender cantilever beams under large displacements in pure

bending are derived.

Keywords

Cantilever beam; great displacements; plasti�cation; work hardening;

bilinear model; concentrated moment; analytical analysis.
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1

Introdução

1.1

Lista de Símbolos

Tabela 1.1: Símbolos e variáveis utilizados

Símbolo Descrição Unidade de medida

x Coordenada na direção ho-

rizontal da viga

m

y Coordenada na direção ver-

tical da viga

m

z Coordenada na direção da

largura da viga

m

u Deslocamento da viga na di-

reção x

m

v Deslocamento da viga na di-

reção u

m

ye Distância da linha neutra

em que a plasti�cação co-

meça

m

d Altura da viga m

h Largura da viga m

L Comprimento da viga m

I Momento de inércia de área

da seção transversal da viga

m4

E Módulo de elasticidade do

material

Pa

Ep Módulo de plasticidade do

material

Pa

q Carregamento N/m

M Momento �etor Nm

Continua na página seguinte
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Tabela 1.1 � continuação da página anterior

Símbolo Descrição Unidade de medida

κ Curvatura da viga m−1

ρ Raio de curvatura da viga m

ρ0 Raio do arco circunferência

descrito pela linha neutra

da viga

m

φ Ângulo do arco de círculo

descrito pela viga

rad

φy Ângulo do arco de círculo

descrito pela viga no qual o

escoamento começa

rad

φ
′

Ângulo residual do arco de

círculo descrito pela viga

m

ε Deformação da viga m/m

εy Deformação máxima que a

viga suporta antes de escoar

m/m

εres Deformação residual da viga m/m

σ Tensão normal que atua na

viga

Pa

σy Tensão de escoamento da

viga

Pa

σres Tensão normal residual na

viga

Pa

τ Tensão de cisalhamento que

atua na viga

Pa

1.2

Vigas

Uma viga é um elemento estrutural em que uma das dimensões é muito

maior do que as demais e pode ser submetido a esforços axiais e transversais ao

seu comprimento. Tais esforços resultam em tensões no material e deformam

a viga dando-lhe uma curvatura [1].
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As �guras 1.1 e 1.2 ilustram o comportamento descrito anteriormente,

quando uma carga transversal uniformemente distribuída atua em uma viga

em balanço.

Figura 1.1: Esquema ilustrativo de uma viga retangular sob carregamento
uniforme.

Figura 1.2: Variáveis que descrevem a viga deformada sob os efeitos do
carregamento uniforme.

1.3

O Modelo Euler-Bernoulli

O modelo mais comumente utilizado para descrever o comportamento

de vigas em �exão é o modelo de Euler-Bernoulli. Este modelo, que é uma

simpli�cação das equações gerais da Teoria da Elasticidade[2], relaciona a

de�exão obtida com o carregamento por uma equação diferencial parcial linear

de quarta ordem.

Nesse estudo, as seguintes hipóteses simpli�cadoras são utilizadas:

• A viga é prismática e seu comprimento é muito maior que as demais

dimensões. (L
d
> 10)
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• A viga é constituída de um material homogênio isotrópico e no regime

linearmente elástico.

• Seções transversais inicialmente perpendiculares à linha longitudinal

da viga permanecem planas e perpendiculares depois da deformação.

• O ângulo de rotação da seção reta na posição deformada é pequeno.

(sin(φ) ≈ φ e cos(φ) ≈ 1)

• A tensão de cisalhamento é desprezível quando comparada com as

tensões normais longitudinais. (τxy ≈ 0)

Das condições de equilíbrio, compatibilidade geométrica e constitutiva,

obtem-se a seguinte equação relativa ao deslocamento transversal v(x) corres-

pondente à curva de de�exão.

d2v

dx2
=
M

EI
(1-1)

Considerando-se o carregamento externo uniforme atuante, o balanço de

momentos em qualquer ponto da viga resulta em

d2M

dx2
= q (1-2)

Combinando-se as equações (1-1) e (1-2), e considerando que a viga possui

seção reta retangular e prismática (EI = constante), o problema é regido pela

equação

d4v

dx4
=

q

EI
(1-3)

Para o caso de viga engastada na base (x = L) e livre na outra

extremidade (x = 0), devem ser impostas as seguintes condições de contorno:

v(L) = 0 (1-4)

dv

dx
(L) = 0 (1-5)

d2v

dx2
(L) =

qL2

2
(1-6)

d3v

dx3
(L) = −qL (1-7)

Da solução da equação diferencial (1-3) com as devidas condições de

contorno, obtem-se para a de�exão da viga ao longo de seu comprimento,

v(x) =
q (L− x)2 (3L2 + 2Lx− x2)

24EI
(1-8)

Também, o momento de inércia de área da seção transversal retangular

é

I =
hd3

12
(1-9)
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que levado à equação (1-8), chega-se à expressão �nal para de�exão de

vigas retangulares sob carregamento externo uniforme q segundo as hipóteses

de Euler-Bernoulli,

v(x) =
q (L− x)2 (3L2 + 2Lx− x2)

2hd3E
(1-10)

Da teoria de Euler-Bernoulli tem-se também que a relação entre a tensão

axial que atua em um ponto da viga com o momento �etor na seção considerada

é

σ(y) =
My

I
(1-11)

Do balanço de momentos atuantes resulta a expressão do momento �etor,

em função da coordenada da seção reta,

M(x) =
−qx2

2
(1-12)

Portanto, a tensão axial, na equação (1-11), é das coordenadas x e y e

combinando-se as equações (1-9), (1-11) e (1-12), obtém-se

σ(x, y) = −6qx2y

hd3
(1-13)

1.4

O Modelo Bilinear de Plasticidade

Para a representação da curva tensão-deformação de um material elas-

toplastico com encruamento (�gura 1.3), utiliza-se o modelo simpli�cado bi-

linear. Neste modelo, a região linear elástica do material é representada por

uma reta de coe�ciente angular, igual ao módulo de elasticidade do material

(E), em que as tensões são limitadas à tensão de escoamento (σy) do material.

A região plástica, representativa do comportamento não-linear do material,

é também aproximada por uma reta cujo coe�ciente angular é o módulo de

plasticidade (Ep). Nesta região, a tensão menor é a de escoamento do material.

Neste estudo, considera-se o valor de Ep dado por:

Ep =
E

10
(1-14)
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Figura 1.3: Curva de tensão x deformação real de um material elastoplastico
que encrua.

Figura 1.4: Curva tensão x deformação para o modelo bilinear de plasticidade.



2

Equacionamento

2.1

Descrição do problema

Neste trabalho, considera-se a análise de uma viga esbelta de seção

retângular, em balanço e com um momento concentrado atuando na sua

extremidade livre, conforme mostrado na �gura 2.1.

Figura 2.1: Parâmetros de de�nição do problema considerado.

Também considera-se que o carregamento aplicado é su�ciente para pro-

vocar grandes deslocamentos na viga, permitindo o material ter um compor-

tamento elasto-plástico.

Devido às não-linearidades geométricas e físicas do problema, o modelo de

Euler-Bernoulli não é adequado para representar o comportamento dessa viga.

Assim, para este estudo há a necessidade de se encontrar um novo conjunto de

equações.

Neste caso, a solução analítica do problema deve ser obtida sob as

seguintes considerações:

• O deslocamento da linha neutra em relação à linha média é desprezível.

• A existência de tensões cisalhantes foi desconsiderada (τxy ≈ 0).

• O material da viga é homogênio, isotrópico e bilinear.

• Por estar sob �exão pura, a viga, na con�guração deformada, toma a

forma de um arco de circunferência de raio constante.
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Figura 2.2: Viga do problema deformada.

2.2

Tensão e Deformação

Da mesma forma que o modelo linear, a deformação ao longo do per�l

da viga pode ser escrita como

ε(y) = κy (2-1)

em que curvatura de cada �bra horizontal da viga (κ) relaciona-se com

o raio da linha longitudinal média (�bra neutra) ρ0 pelas seguintes relações:

κ =
1

ρ
(2-2)

ρ(y) = ρ0 + y (2-3)

Substituindo-se essas relações em (2-1), tem-se

ε(y) =
y

ρ0 + y
(2-4)

Considerando-se a relação entre o ângulo central de um arco e seu raio

de curvatura, tem-se

φ =
L

ρ0
(2-5)

Que substituída em (2-4) resulta em

ε(y) =
y

L
φ
+ y

(2-6)
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Assim, a tensão na região elástica da viga pode ser obtida usando-se a

lei de Hooke:

σ = Eε (2-7)

E, entâo,

σ(y) =
Ey
L
φ
+ y

(2-8)

Essa relação é válida no regime linear, i.e, σ(y) ≤ σy.

Para o regime não-linear, considera-se a seguinte expressão (σ(y) > σy),

σ(ε) = σy + Ep (ε− εy) (2-9)

que reescrita em função da coordenada y e usando a relação (2-10) abaixo,

chega-se à equação �nal (2-11), para a tensão na região plástica.

σy = Eεy (2-10)

σ(y) = σy + Ep

(
y

L
φ
+ y

− σy
E

)
(2-11)

O ponto no per�l da viga, de coordenada ye, em que o escoamento do

material se inicia, resulta da equação (2-8),

y =
σ(y)L

φ (E − σ(y))
(2-12)

e usando a relação σ(ye)=σy, a equação (2-12) pode ser reescrita como

ye =
σyL

φ (E − σy)
(2-13)

Também da equação (2-13) obtem-se o ângulo central mínimo correspon-

dente ao início do escoamento da viga.

φy =
σyL

ye (E − σy)
(2-14)

O menor valor para φy é obtido de (2-14) quando ye for máximo, i.e.,

φy =
2σyL

d (E − σy)
(2-15)

2.3

Momento e ângulo de deformação

O momento M necessário para �etir a viga sem que haja o escoamento

do material (φ < φy) é obtido da equação

σ =
My

I
(2-16)

ou ainda
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M =
σI

y
(2-17)

Considerando as equações (2-8) e (2-17) e considerando-se que a tensão

máxima ocorre em y = d
2
, tem-se:

M(φ) =
EI

L
φ
+ d

2

(2-18)

Assim, a relação entre o momento aplicado na extremidade e o ângulo

no qual a viga se deforma para os casos em que ocorre escoamento (φ > φy) é

obtida integrando o per�l de tensões (equação de equilíbrio):

M = 2h

∫ d
2

0

σ(y)ydy (2-19)

Logo, a equação (2-19) resulta em

M

2h
=

∫ ye

0

(
Ey
L
φ
+ y

)
ydy +

∫ d
2

ye

(
σy + Ep

(
y

L
φ
+ y

− σy
E

))
ydy (2-20)

M

2h
= E

[
L2

φ2
ln

(
y +

L

φ

)
+
y2

2
− yL

φ

]ye
0

+

∫ d
2

ye

yσydy

+

∫ d
2

ye

yEp

(
y

L
φ
+ y

)
dy −

∫ d
2

ye

yEp

(σy
E

)
dy

(2-21)

M

2h
= E

[
L2

φ2
ln

(
y +

L

φ

)
+
y2

2
− yL

φ

]ye
0

+

[
σyy

2

2

] d
2

ye

+Ep

[
L2

φ2
ln

(
y +

L

φ

)
+
y2

2
− yL

φ

] d
2

ye

− Ep
E

[
σyy

2

2

] d
2

ye

(2-22)

M

2h
= E

[
L2

φ2
ln

(
ye +

L

φ

)
+
y2e
2

− Lye
φ

]
− E

[
L2

φ2
ln

(
L

φ

)]
+

[
σyd

2

8

]
−
[
σyy

2
e

2

]
+ Ep

[
L2

φ2
ln

(
d

2
+
L

φ

)
+
d2

8
− Ld

2φ

]
−Ep

[
L2

φ2
ln

(
ye +

L

φ

)
+
y2e
2

− Lye
φ

]
− Ep
E

σy
2

(
d2

4
− y2e

) (2-23)

que rearrumado torna-se

M

2h
= (E − Ep)

[
L2

φ2
ln

(
ye +

L

φ

)
+
y2e
2

− Lye
φ

]
− E

[
L2

φ2
ln

(
L

φ

)]
+
σy
2

(
1− Ep

E

)(
d2

4
− y2e

)
+ Ep

[
L2

φ2
ln

(
d

2
+
L

φ

)
+
d2

8
− Ld

2φ

] (2-24)
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2.4

Descarregamento da Viga

Considerando-se agora o comportamento da viga ao se remover a carga

aplicada, deve ser considerado que tensões residuais estarão presentes na viga

descarregada, e esta não volta à sua posição original[3].

Assim, a equação (2-6) para a deformação da viga deve ser adaptada

considerando-se um ângulo residual (φ
′
)

εres(y) =
y

L
φ′

+ y
(2-25)

Desta forma, a expressão para a tensão residual pode ser obtida usando-se

a relação

σ(y)− σres = E (ε(y)− εres) (2-26)

ou

σres = σ(y)− E (ε(y)− εres) (2-27)

A expressão do valor da tensão residual na região ainda no regime elástico

é obtida substituindo-se σ(y) pelo valor na equação (2-7), que resulta em:

σres = Eεres (2-28)

Logo,

σres(y) =
Ey
L
φ′

+ y
(2-29)

Já, para obter-se a tensão residual na região em que houve plasti�cação,

substitui-se σ(y) pelo valor mostrado na equação (2-11) resultando em

σres(y) = σy + Ep

(
y

L
φ
+ y

− σy
E

)
− E (ε(y)− εres) (2-30)

e, portanto,

σres(y) = σy +
Epy
L
φ
+ y

− Epσy
E

− Ey
L
φ
+ y

+
Ey
L
φ′

+ y
(2-31)

A relação entre φ e φ
′
é obtida integrando-se o campo de tensões residuais

considerando que o momento é nulo. Desta forma, resulta em

M =

∫ d
2

−d
2

σres(y)hydy (2-32)

0 = 2h

∫ d
2

0

σres(y)ydy (2-33)
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0 =

∫ ye

0

Ey2

L
φ′

+ y
dy+

∫ d
2

ye

σyy+Epy

(
y

L
φ
+ y

− σy
E

)
−E (ε(y)− εres) dy (2-34)

0 = E

[(
L

φ′

)2

ln

(
y +

L

φ′

)
+
y2

2
− yL

φ′

]ye
0

+

[
σyy

2

2

] d
2

ye

+Ep

[(
L

φ

)2

ln

(
y +

L

φ

)
+
y2

2
− yL

φ

] d
2

ye

− Ep
E

[
σyy

2

2

] d
2

ye

−E

[(
L

φ

)2

ln

(
y +

L

φ

)
+
y2

2
− yL

φ

] d
2

ye

+E

[(
L

φ′

)2

ln

(
y +

L

φ′

)
+
y2

2
− yL

φ′

] d
2

ye

(2-35)

0 =
σy
2

(
1− Ep

E

)((
d

2

)2

− y2e

)

+E

[
(
L

φ′
)2 ln

(
d

2
+
L

φ′

)
+
d2

8
− Ld

2φ′

]
− E

[(
L

φ′

)2

ln

(
L

φ′

)]

+(E − Ep)

[(
L

φ

)2

ln

(
d

2
+
L

φ

)
+
d2

8
− Ld

2φ

]

− (E − Ep)

[(
L

φ

)2

ln

(
ye +

L

φ

)
+
y2e
2

− Lye
φ

]
(2-36)

Substituindo-se ye da equação (2-13) em (2-36) obtem-se a expressão que

relaciona o ângulo máximo que o carregamento conseguiu deformar a viga (φ)

com o ângulo residual após o descarregamento (φ
′
). Esta equação, é válida

para φ ≥ φy.
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0 =
σy
2

(
1− Ep

E

)((
d

2

)2

−
(

σyL

φ (E − σy)

)2
)

+E

[(
L

φ′

)2

ln

(
d

2
+
L

φ′

)
+
d2

8
− Ld

2φ′

]
− E

[(
L

φ′

)2

ln

(
L

φ′

)]

+(E − Ep)

[(
L

φ

)2

ln

(
d

2
+
L

φ

)
+
d2

8
− Ld

2φ

]

− (E − Ep)

[(
L

φ

)2

ln

(
σyL

φ (E − σy)
+
L

φ

)
+

1

2

(
σyL

φ (E − σy)

)2

− σyL
2

φ2 (E − σy)

]
(2-37)
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Análise dos Resultados

3.1

Parâmetros

Para validar as equações obtidas no capítulo 2, foram realizadas análises

com as mesmas através de grá�cos e simulações.

Nessas análises utilizou-se uma viga de 10 metros de comprimento e

com seção reta quadrada de 0,2 metros de altura e 0,5 metros de largura. O

material desta viga tem o comportamento elastoplástico bilinear, com módulos

de elasticidade e de plasticidade iguais, respectivamente, a 2 MPa e 0,2 MPa

e cuja tensão de escoamento é 19746 Pa.

A viga foi carregada com um momento concentrado até deformar em

um ângulo igual a π rad escoando durante esse processo e posteriormente

descarregada �cando com um ângulo residual de, aproximadamente, π
2
rad,

conforme mostra a �gura 3.1.

Figura 3.1: Modelo de plasticidade utilizado (em destaque, os pontos que
representam as tensões e deformações na extremidade superior da viga após a
aplicação dos esforços).

Com esses parâmetros, traçou-se o grá�co abaixo usando a equação 2-6:



Capítulo 3. Análise dos Resultados 22

Figura 3.2: Deformação máxima da viga ao longo do per�l.

Apesar da equação da deformação (2-6) ser não linear, as dimensões

esbeltas deixam a equação praticamente linear.

3.2

Resultado das simulações

Utilizando-se o programa de simulação ANSYS e o método dos elementos

�nitos[4] [5]. Obteve-se os seguintes resultados para um modelo de elemento

tridimensional (3 graus de liberdade) com 20 elementos ao longo do compri-

mento, 1 ao longo da largura e 5 ao longo da autura, cada elemento contendo

20 pontos nodais :

A �gura 3.3 apresenta uma comparação entre os resultados numéricos e

analíticos para a posição da viga deformada no carregamento e no descarre-

gamento. As diferenças obtidas em alguns pontos durante o descarregamento

devem ser atribuídas ao re�namento utilizado com a malha.

Os resultados das equações para a tensão durante o carregamento (equa-

ções 2-8 e 2-11) são comparados com os resultados do ANSYS na �gura 3.4.

Como pode-se observar , as curvas analítica e numérica praticamente se sobre-

põem. Também é mostrado que para ambas as soluções o valor da tensão em

y = 0 é de zero, validando assim a hipótese de que o deslocamento da linha

neutra é desprezível.

Na simulação, constatou-se que o momento necessário para deformar

a viga em π rad era próximo de 106 Nm. Isso é comprovado pelas curvas

resultantes das equações (2-18) e (2-24) notando-se que ela intercepta o ponto

esperado, como mostra a �gura 3.5.



Capítulo 3. Análise dos Resultados 23

Figura 3.3: Deformação da viga após a aplicação e a remoção do momento na
extremidade.

Finalmente, a �gura 3.6 apresenta a relação do ângulo residual com-

parado com a equação (2-18) e, mais uma vez, houve concordância entre os

resultados numéricos e analíticos.

Levando-se os parâmetros da viga na equação (2-15) obtem-se que o

ângulo de deformação em que começa o escoamento é igual a 0,317π rad, que

é o ponto de in�exão do grá�co da �gura 3.6. Para valores menores, o ângulo

residual é zero, já que não ocorre o escoamento do material. Para valores

maiores, o grá�co é regido pela equação (2-18). Também, como esperado, a

�gura 3.6 mostra que apesar da equação (2-18) ser transcedental, no domínio

do problema ela é linear, já que o grá�co tensão x deformação de um material

elastoplástico é sempre linear durante o descarregamento.
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Figura 3.4: - Comparação entre os per�s de tensões ao longo da seção
transversal da viga obtidos pelas soluções numérica e analítica.

Figura 3.5: Relação entre momento e ângulo descrito pela viga deformada.
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Figura 3.6: Relação entre os ângulos de deformação residual e máxima da viga.
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Conclusão

O trabalho descreve, através de equações, as tensões e as deformações

de uma viga reta em balanço, sob �exão pura. As hipóteses simpli�cadoras

utilizadas no modelo analítico mostraram-se adequados à solução do problema.

O método dos elementos �nitos e o programa ANSYS se mostraram

muito e�cientes e apropriados durante a avaliação dos resultados e permitiram

corroborar as soluções analíticas e numéricas.

A utilização de modelos analítcos aliados às soluções com o método

dos elementos �nitos permitem a avaliação de um problema de engenharia

possuindo não-linearidades físicas e geométricas, similares às que ocorrem

frequentemente na prática da engenharia e, assim, servindo de plataforma

para a solução de outros problemas com as mesmas não linearidades mas para

diferentes condições de contorno.
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