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Resumo 

Pachás, Mauro Artemio Carrión; Vargas Júnior, Eurípedes do Amaral; Vaz, 
Luíz Eloy e Herskovits, José Norman. Análise Limite com Otimizador de 
Grande Escala e Análise de Confiabilidade. Rio de Janeiro, 2008. 188p. 
Tese de Doutorado - Departamento de Engenharia Civil, Pontifícia 
Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

O presente trabalho tem por objetivo desenvolver um otimizador eficiente 

de grande escala, que permita a aplicabilidade prática da Análise Limite Numérica 

pelo MEF, para resolver problemas reais da Engenharia Geotécnica. Para isto, foi 

desenvolvido um otimizador para o programa GEOLIMA (GEOtechnical LIMit 

Analysis) (Carrión, 2004) baseado no algoritmo de Pontos Interiores, 

computacionalmente mais eficiente que os otimizadores comerciais existentes. 

Pelo fato das propriedades do solo serem de natureza aleatória, a possibilidade de 

aplicar Análise de Confiabilidade com a Análise Limite pelo método FORM em 

problemas geotécnicos é pesquisada também. Sendo a grande vantagem do 

método FORM a possibilidade de se aplicar para funções de falha quaisquer e 

variáveis com distribuição quaisquer. Inicialmente, são apresentados os 

fundamentos da teoria de Análise Limite  e sua formulação numérica pelo MEF 

(Método dos Elementos Finitos). A seguir, é investigada a possibilidade de se usar 

otimizadores comerciais para resolver o problema matemático resultante da 

aplicação de Análise Limite com o MEF e são descritos os fundamentos teóricos 

do otimizador implementado baseado no algoritmo de Pontos Interiores. Um 

resumo dos fundamentos teóricos da Análise de Confiabilidade é apresentado. É 

descrito o processo de cálculo pelo método FORM e dois exemplos de aplicação 

são realizados. Finalmente, análises de diferentes problemas resolvidos com o 

otimizador implementado são apresentados indicando o grande potencial da 

Análise Limite Numérica, na solução de problemas reais da Engenharia 

Geotécnica. 

Palavras-chave 
Análise limite; método de elementos finitos; otimização; função de 

escoamento; GEOLIMA; confiabilidade; função de falha; FORM. 
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Abstract 

Pachás, Mauro Artemio Carrión; Vargas Júnior, Eurípedes do Amaral; Vaz, 
Luíz Eloy e Herskovits, José Norman (Advisors). Limit Analysis with 
Large Scale Optimizer and Reliability Analysis. Rio de Janeiro, 2008. 
188p. DrSc. These - Department of Civil Engineering, Pontifícia 
Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

This work has, as its main objective, the development of an efficient and 

large scale optimizer, that allows the practical application of Numerical Limit 

Analysis (NLA) with Finite Element Method (FEM) to solve real problems in 

Geotechnical Engineering. For that purpose, an optimizer was developed for 

GEOLIMA (GEOtechnical LIMit Analysis) program (Carrión, 2004), based on 

Interior Points algorithm, computationally more efficient than the existing 

commercial optimizers. Due to the fact that soils have random properties, the 

possibility to apply Reliability Analysis with Limit Analysis using the FORM 

method was also investigated. Initially, Limit Analysis theory was presented 

together with its numerical formulation using the FEM. In sequence, the use of 

commercial optimizers was investigated in order to solve the resulting 

mathematical problem. Subsequently, the theorical foundations of the developed 

optimizer, based on the Interior Points algorithm were described. A summary of 

Reliability Analysis was also presented together with a description of 

computational procedures using FORM and two examples were developed. 

Finally, analyses of different problems solved with developed optimizer were 

presented. The obtained results demonstrated the great potential of Numerical 

Limit Analysis (NLA), in the solution of real problems in Geotechnical 

Engineering. 

 

Keywords 
Limit analysis; finite element method; optimization; yield function; 

GEOLIMA; reliability; failure function; FORM. 
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Lista de Símbolos 

Na Análise Limite (AL) 
)(F ijσ  Função de escoamento em termos de tensões 

ijσ  Campo de tensões 

I1 Primeiro invariante de tensor de tensões 

J2 Segundo invariante desviador 

J3 Terceiro invariante desviador 

ijε&  Velocidade de deformação total 
e
ijε&  Velocidade de deformação elástica 

p
ijε&  Velocidade de deformação plástica 

λ&  Fator de proporcionalidade (escalar). 

σ1 Tensão principal maior 
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σ3 Tensão principal menor 
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φ Ângulo de atrito do material 

C Coesão do material 

α,k  Parâmetros do material (critério de Drucker-Prager) 

oc  Resistência à compressão uniaxial 

  

No MEF 

Ni Função de interpolação 

r,s,t Coordenadas locais 

ri,si,ti Coordenadas locais nodais 

σ  Vetor campo de tensões 

σ̂  Vetor campo de tensões nodais 

u&  Vetor campo de velocidades 

û&  Vetor campo de velocidades nodais 
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ε&  Vetor campo de velocidades de deformação 

0F  Força de volume inicial 

0T  Força de superfície inicial 

a Fator de colapso 

B  Matriz de equilíbrio 

b Vetor de carregamentos nodais 

  

Otimização 
x  Vetor das variáveis 

µλ,  Multiplicadores de Lagrange 

n Número de variáveis 

m Número de restrições de desigualdade 

p Número de restrições de igualdade 

)(αf  Função objetivo 

)( xg  Restrições de desigualdade 

G Matriz de escoamento (diagonal) 

S Matriz gradiente 

H Matriz Hessiana 

θ  Ângulo de deflexão 

  

Confiabilidade 
Xi Variável aleatória i 

i
j x  j-ésimo valor observado da variável aleatória Xi 

m
i

s X  Momento estatístico de ordem m da amostra 

i
s X  Média da amostra da variável aleatória Xi 

m
i

s X  Momento estatístico central de ordem m da amostra 

i
s X  Desvio absoluto médio da amostra 

)x(Var i
s  Variância da variável aleatória Xi 

ixσ  Desvio padrão da variável aleatória Xi  

σ  Matriz desvio padrão 

ixδ  Coeficiente de variação da variável aleatória Xi  
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Cov(X1,X2)  Covariância das variáveis aleatórias X1 e X2 

S  Matriz covariância 

kj x,xρ  Coeficiente de correlação das variáveis aleatórias Xj e Xk 

ρ  Matriz coeficiente de correlação 
 
p(x) Função densidade de probabilidade 

)( axP  Função distribuição de probabilidade  

]Pr[ axX ≤
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Y  Variável aleatória reduzida 

φ  Função distribuição de probabilidade normal padrão 
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J  Jacobiano 

L  Matriz triangular inferior 

∇  Operador diferencial 
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