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CONCEITOS ESTATISTICOS

A.l.
Variaveis Deterministicas e Aleatérias

Se uma medicao ou um experimento é feito repetidamente, mantendo todas
as condicOes possiveis, e 0s resultados obtidos sdo 0s mesmos, entdo a variavel é
conhecida como deterministica. Todavia, se 0s resultados obtidos nas medi¢cbes
variam ou sdo diferentes, entdo as variaveis sdo conhecidas como aleatorias.

Na Engenharia Geotécnica, os parametros dos materiais geoldgicos sdo
obtidos mediante ensaios de laboratorio ou de campo. Sendo os valores obtidos

diferentes para cada ensaio, estes parametros sdo de natureza aleatoria.

A2
Espaco Amostral, Evento e Valor Observado

O espaco amostral é o conjunto formado por todos 0s possiveis e diferentes
resultados observados de uma variavel aleatéria. Um evento € um subconjunto
formado por uma ou mais observacdes do espaco amostral. O valor numérico de
cada medigdo de uma variadvel aleatoria é conhecido como valor observado e é

parte de seu espago amostral.

A.3.
Medidas de Tendéncia Central

Na Estatistica existem diferentes medidas de tendéncia central, como a
mediana, a moda e diferentes tipos de médias. Esta pesquisa refere-se s6 a média

aritmética, por ser de interesse para 0s objetivos deste trabalho.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421307/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421307/CA

172

A.3.1.
Momento estatistico de ordem m

Matematicamente 0 momento estatistico de ordem m é definido como a
somatoria da poténcia m dos valores observados do espaco amostral dividida pelo

numero de valores observados da variavel aleatoria.

Sy m 1$ m
X, =HZJX‘ (A1)

Iy j-ésimo valor observado da variavel aleatoria X;

m Poténcia a qual estdo elevados os valores da variavel
n Numero de valores observados da variavel aleatoria

sxX™ Momento estatistico de ordem m da amostra

A.3.2.
Média aritmética

A média aritmética € um momento estatistico de primeira ordem (m=1) e é

talvez a medida de tendéncia central mais usada.
X ==K (A.2)

onde:

Ix, j-ésimo valor observado da variavel aleatoria X;

n Numero de valores observados da variavel aleatéria

s )?i Média da amostra da variavel aleatéria X;
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A.3.3.
Caracteristicas da média aritmética

e A unidade de medida da média aritmética é a mesma que a unidade dos
valores observados da variavel aleatoria.

e E um valor unico.

e E fécil de compreender e aplicar.

e Ultiliza todos os valores da variavel em seu calculo.

e E afetada pela mudanca de algum valor da variavel.

A4,
Medidas de Dispersao da Variavel Aleato6ria

A4.1l.
Desvio

O desvio ¢ a diferenca entre o valor observado de uma variavel aleatéria e a

média aritmética da amostra.

Desvio =x,—X (A.3)

A medida dos desvios das variaveis aleatorias tem duas caracteristicas muito

importantes:

e A somatoria de todos os desvios dos valores da variavel aleatdria é sempre

igual a zero.
2% -X1=0 (A.4)
=1

e A somatédria dos quadrados dos desvios dos valores da variavel aleatoria é

sempre um valor minimo.

> [ % = °X;1? =minimo (A.5)
i-1
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A4.2.
Momento estatistico central de ordem m

E definido como a somatéria da m™ poténcia dos desvios dos valores

observados da variavel aleatoria dividida pelo nimero de valores observados.

s m 1 3 j Sy m
Xi :FZ[JXi_ Xi] (A.6)
j=1

*X" Momento estatistico central de ordem m
Ix.  j-ésimo valor observado da variavel aleatoria X;

s Meédia da amostra da variavel aleatoria X;

m Ordem a variavel aleatéria
n Numero de valores observados da variavel aleatéria
A.4.3.

Desvio absoluto médio

E um momento estatistico central de ordem um (m=1)

Sxi:%i["xi—sfi] (A7)

onde:

°X;  Desvio absoluto médio

A.4d.A4.
Variancia

A variancia da mostra é 0 momento estatistico central de ordem dois (m=2)

var(5xi>=%i[fxi—sii]2 (A8)
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Caracteristicas da variancia:

A variancia € sempre um valor positivo.

Se todos os valores de uma variavel forem iguais entéo a variancia é zero.

A.4.5.
Desvio padrao

Uma desvantagem da variancia € sua unidade de medida, o quadrado da

unidade de medida dos valores da variavel. Como essa unidade ndo explica nada

sobre as caracteristicas dos valores da amostra, é definido o desvio padrdo, que

mantém a unidade de medida da variavel.

O desvio padréo da amostra é definido como a raiz quadrada da variancia da

amostra.
_ ANy sy o2
oy = [ 2 =X ] (A.9)
j=
onde:
o,  Desvio padréo da variavel aleatoria X;

Caracteristicas do desvio padréo:

O desvio padrdo € sempre um nimero positivo.

Se os valores de uma variavel forem iguais, o desvio padréo é zero.

O desvio padrdo depende da soma dos quadrados dos desvios da variavel,
portanto, quanto menor o desvio padrdo, mais os valores da variavel
aproximam-se da sua média.

Se 0 desvio de um valor da variavel for menor que o desvio padrdo da
amostra, entdo esse valor estard mais proximo da média do que outro valor
com desvio maior.

Quanto mais os valores da variavel se afastarem de sua média, maior serdo 0s
desvios e, conseqiientemente, maior serd o desvio padrdo e mais aberta sera a

distribuicdo de fregliéncias da variavel.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421307/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421307/CA

176

e Se duas variaveis tiverem a mesma média e desvios padrbes diferentes, a
distribuicdo da variavel com maior desvio padrdo sera mais aberta que a de
variavel com menor desvio padréo.

e Para n variaveis aleatdrias a matriz do desvio padréo € expressa pela seguinte

equacéo.
o, 0 0 O
0 oo 0 O
c=| . S : (A.10)
0 O o,
A.4.6.

Coeficiente de variacao

A comparacdo da dispersédo de duas ou mais distribuicdes pelo simples
confronto de seus desvios padrGes nem sempre é suficiente, pois as amostras
podem ter unidades diferentes ou, tendo a mesma unidade, seus valores de média
podem estar bastante afastados.

O coeficiente de variacdo € uma medida relativa de dispersdo que permite a
comparacao de distribuicdes, pois é definido como a relacdo do desvio padréo por
unidade de media. Na comparagdo de duas variaveis, a variavel que tiver menor

coeficiente de variacdo tem menor disperséo, variabilidade ou incerteza.

Sy =% (A.11)

onde:

S,  Coeficiente de variacdo da variavel aleatoria X;
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A.5.
Medidas de Correlacdo de Variaveis Aleatorias

As medidas estatisticas que medem a tendéncia e a relacdo linear entre as

variaveis aleatdrias sdo a covariancia e o coeficiente de correlagéo.

A.5.1.
Covariancia

A covariancia resume em um Unico nimero a tendéncia e a relacdo linear
entre duas variaveis e é definida como a média dos produtos dos desvios das

variaveis.
18 woari o
COV(X11X2)=EZ['X1—X1][’XZ—Xz] (A.12)
=1

onde:
Cov(X1,Xz) Covariancia das variaveis aleatorias X; e X

i X, J'x2 Valores observados das variaveis aleatorias X; e X»

X Média dos valores observados das variaveis aleatorias X; e X»

1!)?2

n NUmero de valores observados das variaveis aleatérias X; e X

Caracteristicas da covariancia:

e As duas variaveis devem ter o mesmo numero de valores observados.

e O valor da covariancia pode ser qualquer valor real, pois ela pode ser negativa,
positiva ou zero.

e A unidade de medida é o resultado do produto das unidades dos valores das
variaveis aleatorias.

e A covariancia de uma variavel e ela mesma € a propria variancia da variavel.

e A permutacdo das varidveis ndo altera o resultado da covariancia, se 0s

mesmos pares de valores forem mantidos: Cov( X,, X, )=Cov(X,, X, ).
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e Se as variaveis X; e X, forem estatisticamente independentes, entdo a
covariancia destas variaveis sera igual a zero.

e Se o resultado da covariancia das variaveis X; e X, for igual a zero, ndo se
pode afirmar que as duas variaveis sejam estatisticamente independentes.

e Paraa, b, c ed constantes e X, Y e Z variaveis aleatdrias, entdo sempre se

cumpre que:

Cov(X,a)=0
Cov(X Y )=—-Cov(X,Y)
Cov(aX,Y )=aCov(X,Y) (A.13)

Cov(aX +b,cY +d)=acCov( X,Y)
Cov(X +Z,Y)=Cov(X,Y)+Cov(Z,Y)

e Para n variaveis aleatorias dependentes entre si, a matriz covariancia §, de

estas varidveis é expressa pela seguinte equacao:

Var(X,) Simétrico
Cov(X,, X,) Var(X.,)

(A.14)

X

Cov(X,,X;) Cov(X,,X,) - Var(X,)

A.5.2.
Coeficiente de correlacao

O coeficiente de correlagdo permite a comparagdo de duas variaveis, por ser
independente das unidades de medida.
O coeficiente de correlacdo de duas variaveis aleatorias é definido como a

covariancia das amostras dividida pelo desvio padréo de cada amostra

Cov(X, Xy)
Px.x, = _— _ (A.15)

Ty, 0

onde:

Px,x, Coeficiente de correlagdo das variaveis aleatorias X;je Xk
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O coeficiente de correlacao entre duas variaveis aleatorias varia no intervalo

de -1<p; <+1. Uma interpretacdo grafica deste conceito € apresentada na

Figura A.1, e o grado de dependéncia entre variaveis aleatdrias é classificada
segundo o valor de coeficiente de correlacdo como mostrada na Tabela A.1.
Por questdo pratica, a notagdo formal de coeficiente de correlagdo entre duas

variaveis Px, x, e escrita em alguns casos simplesmente como p; .

X
i O
Xj A Xi A
O
@)
O
O © O O
O
O
% X X
py=-1 O0<p;<1 py=+1
Xi A Xi A X; A
O
O
0 00 o o
Op O O
00 0 o © o O ¢) o
@)
O O O o
> o - >
XI Xi XI
p; =0 p;i =0 py =0

Figura A.1 — Interpretacéo gréafica de coeficiente de correlagéo.

Intervalo de p Grau de dependéncia
0.0-0.3 Baixo
0.3-05 Médio
0.5-0.7 Importante
0.7-0.9 Forte
09-1.0 Muito Forte

Tabela A.1 — Grao de dependéncia das variaveis aleatdrias.
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Caracteristicas do coeficiente de correlacéo:
e Os valores do coeficiente de correlacdo estdo limitados entre -1 e +1.
e O coeficiente de correlacdo é um valor Unico para o espago amostral.

e O coeficiente de correlagdo de uma variavel e ela mesma é igualaum p, , =1

e A permutacdo de varidveis ndo altera o resultado de coeficiente de correlagdo

se 0s mesmos pares de valores forem mantidos: p, , = p, ,-

e Se as variaveis X e Y forem estatisticamente independentes, entdo o
coeficiente de correlacdo destas varidveis sera igual a zero.

e Se o resultado do coeficiente de correlacdo das variaveis X e Y for igual a zero,
ndo se pode afirmar que as duas varidveis sejam estatisticamente

independentes.

e Para n variaveis aleatorias dependentes entre si, a matriz coeficiente de

correlacdo p é expressa pela seguinte equacao:

Pxox, Simétrico

Px, %, Px,.%,

p= (A.16)

Px,x.  Px,x, 7 Px,x

A.6.
Caracterizacao de Variaveis Aleatorias

A caracterizacdo de variaveis aleatorias € feita por intermedio de funcdes
que usam as distribui¢c6es de probabilidade sobre o espaco amostral. Estas funcdes
séo basicamente duas, a funcdo densidade de probabilidade e a fungéo distribuicéo
de probabilidade.

A.6.1.
Funcéo Densidade de Probabilidade (PDF)
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A funcdo densidade de probabilidade ¢ uma funcdo matematica continua
que permite descrever as variaveis aleatorias. Esta funcdo satisfaz as seguintes
condicoes:

e A funcdo densidade de probabilidade é sempre maior ou igual a zero.
p(x)=0 (A.17)

e A éarea abaixo da funcdo densidade de probabilidade é igual a um.

T p(x)dx =1 (A.18)

—00

e A probabilidade de que um valor da varidvel aleatoria observada esteja entre
dois valores numeéricos x, e X, é denotada por Pr[x, < X <x,] e é expressa

como:

Xp

Pr[x, <X <x,]= [ p(x)dx (A.19)

Xa

Qualquer funcdo matematica que satisfaca as 3 condi¢des anteriores pode
ser considerada uma fungéo densidade de probabilidade (PDF).

Existem vérias funcbes que sdo usadas freqientemente como funcéo
densidade de probabilidade, como exemplo, a funcdo densidade de probabilidade
normal é apresentada nesta se¢do e na Tabela A.1, sdo apresentados as fungdes

mais usadas.

A funcdo matematica da funcdo densidade probabilidade normal é expressa

pela Equacgdo (A.20) e sua representagdo grafica é mostrada na Figura A.2.

c>0, b>—o0 (A-20)

onde:

X =b Média
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o=C Desvio padrao
pP(X)A
p(a)
|P(a) = Area
a b X

Figura A.2 — Funcéo densidade de probabilidade normal.

A.6.2.
Funcéo Distribuicdo de Probabilidade

A funcdo distribuicdo de probabilidade € conhecida também na literatura
como funcéo de distribuicdo cumulativa CDF (Cumulative Distribution Function),
esta funcdo é definida como a integral da funcdo densidade de probabilidade(PDF)
e indica a probabilidade de que uma variavel aleatéria X tenha um valor menor

ou igual quea (Equacdo A.21).
P(a) =Pr{X <a] = | p(x)dx (A.21)

onde:
P(a) Funcdo distribuicdo de probabilidade
Pr[X <a] Probabilidade de que a variavel X seja menor ou igual que a

p(x) Funcéo densidade de probabilidade
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Uma funcéo distribuicdo de probabilidades deve de satisfazer as seguintes

condicoes:
P(~o0) = 0.0 (A.22)
0<P(X)<1 (A.23)
P(o0) =1 (A.24)

Para o caso da funcdo densidade de probabilidade normal da Figura A.2, sua
funcdo distribuicdo de probabilidade é expressa pela Equacdo A.25, e sua

representacdo grafica € mostrada pela Figura A.3.

e
P(x):cﬂj;e [ )dz (A.25)
P(x) A
1.0
P(a)
a X

Figura A.3 — Funcéo distribuicdo de probabilidade normal.

Na Tabela A.2, apresenta-se um resumo das funcdes densidade
probabilidade (PDF) e as fungGes distribuicdo de probabilidade (CDF) mais
usadas.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421307/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 0421307/CA

. PDF CDF Média Desvio Padrao
Tipo de
Distribuicdo p(x) P(X) E(X) \/\T(X)
1 1(x—u 2 X— U
Normal am“"[‘z( - J o34 8 7
Lognormal nggexp[_;{m(x;_’ij ] q)(ln(x;—/lj exp(ﬂur;gzj E(X)4/exp(£%) -1
Exponencial A exp(—Ax) 1—exp(—1x) % %
e I e I T 2
. 1 X—a a+b b-a
Uniforme b_a - 5 N}
Tipo I (Max) e vl ol ol e 0.5772 T
(Gumbel) aexp(-a(x—u)—exp(-a(x—-u))) exp (- exp (- a(x —u))) u+= Joa
Tipo | o B 1— _ _ _ 0.5772 T
(minimo) anp(a(X ") exp(a(x u))) exp( exp(a(x u))) a NCY
Tipo I k(v) ’ exp[_(V] ] exp[—(v) ] Vr(l_lj V(F(l_zj—rz(l—ljjz
(méaximos) v x X X K k k
Tipo I (min.) k(x) x )¢ ~ (x ‘ 1 2 ) 1))
(Weibull) v(vj eXF{_(vj j ! eXp{ (vj j VF(“ kj "(F(“kj‘r [“kn

Tabela A.2 — Func¢des densidade probabilidade (PDF) e de distribuicdo de probabilidade (CDF) ( Lopes, 2007).
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Na Tabela A.2, os valores de k e a funcdo Gamma I'(k) nas distribuicdes

tipo Il e tipo 111, sdo avaliadas pelas seguintes equacdes:

k=06"% (A.26)

r'k) = 'Texx“dx (A.27)

onde ¢; , é o coeficiente variagéo (se¢do A.4.6)

A.6.3.
Coeficiente de Inclinacdo de uma Distribuicéo

O coeficiente de inclinacdo de uma amostra indica a inclinacdo de sua
distribuicdo de frequéncias. Matematicamente, é definido como a relagédo entre o
momento estatistico central de terceira ordem dividido pelo cubo do desvio

padréo.

3
Coef . de Inclinagéo = X—; (A.28)
O

Xi

Interpretacéo:

e Se 0 coeficiente de inclinagéo for igual a zero, a distribuicdo de freqtiéncias
sera simétrica.

e Se o coeficiente de inclinagdo for negativo, a distribuicdo de frequéncias tera
inclinagdo esquerda ou negativa.

e Se o coeficiente de inclinacdo for positivo, a distribuicdo de freqiiéncias tera

inclinagéo direita ou positiva.
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A.6.4.
Coeficiente de Curtose

O coeficiente de curtose de uma amostra permite comparar a distribuicdo de
frequéncias da amostra com a distribuicdo normal. Este coeficiente é definido
como 0 momento estatistico central de quarta ordem, dividido pela quarta

poténcia do desvio padrao.

4

Coef . de Curtose = & (A.29)

4
Gxi

Se duas distribui¢bes de freqiiéncias tém a mesma dispersao e inclinagéo,
isso ndo seré suficiente para supor que as duas distribuicdes tém a mesma forma.
Interpretacéo:

e Se o coeficiente de curtose for igual a zero, entdo a distribuicdo de freqiiéncias
sera a propria distribuicdo normal.

e Se o coeficiente de curtose for negativo, entdo a distribuicdo sera achatada,
plana.

e Se o coeficiente de curtose for positivo, entdo a distribuicdo de freqiiéncias

seré concentrada ao redor da média, distribuicdo com pico.

A.7.
Esperanca Matematica de uma Variavel Aleatoria

A esperanca mateméatica € uma operacdo que consiste na integracdo
ponderada de uma funcdo de variavel aleatoria.

E <g(X)>= [g(x)p(x)dx (A30)

onde:

g(X) Funcdo da variavel aleatéria
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p(x) Funcéo de ponderacéo

E<g(X)> Esperanca matematica da funcéo de variavel aleatéria

Esta operacdo pode ser visualizada na Figura A.4, que mostra que a
esperanca de uma funcdo de variavel aleatoria € igual a area abaixo da curva

definida por g(x) vezes p(x).

Casos especiais da esperanca matematica:

e A esperanca da variavel aleatdria é sua média aritmetica.

E<Xo>= J'xp(x)dx =X (A.31)

A esperanca matematica de uma varidvel aleatoria multiplicada por uma

constante é a média multiplicada pela constante.

E<CX>=CX (A.32)

e A esperanca do quadrado da variavel aleatoria € igual ao quadrado da média

da amostra.

E<x2>=jx2p(x)dx=>72 (A.33)

e A variancia da variavel aleatoria é definida como:

Var(X)=E <(X - X)? >:T(x—>7)2 p(x)dx=E <x*>—(X)* (A.34)

e O momento estatistico central de ordem m é definido como:

E<(X-X)" >=T(x—>?)m p( x )dx (A.35)
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X

Xa Xb

x

Xa Xb

(b)

g(x)p(x) E<g(x)> = Area

N\

X X X
a (C) b

Figura A.4 — (a) Funcéo de variavel aleatéria; (b) Funcéo de ponderacédo; (c) Esperanca

matematica da funcéo de variavel aleatéria.

A esperanca matematica para uma funcdo geral g dependente de n varidveis
aleatorias Xj, Xp,...Xn € sua correspondente funcdo densidade de probabilidade

p(X1,X2,...,Xn) € definida como:

400 +00

E<g( X, X, X,)>= J'J' (X Xy ooy X ) POX Xy ey X, )X OX, (AL36)

—00 —00

Casos especiais mais usados:

e Covariancia:

+00 +00

CO\'(lexk):E<(xj_>?j )(Xk_ik)>: J.'J'(Xj_ij )(Xk_ik)p(xj’xk)dxjdxx (A-37)

—00 —00

e Coeficiente de correlagéo:
~ E<(X; - X)X, —X,)>
P = Y \2 Y \2
JE<(X; =X )? > E<(X, - X,)? >

(A.38)
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