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4
Principio dos Trabalhos Virtuais

4.1.Continuo de Cosserat Elastico

As equacdes para a teoria da elasticidade e da plasticidade serdo
apresentadas para o continuo de Cosserat 2D, conforme apresentadas nas
referéncias [9] ¢ [10].

Neste item serdo demonstradas as grandezas cinematicas para um continuo

de Cosserat 2D, as coordenadas do plano cartesiano serdo x,,x, € x,. Cujo plano

de deformacdo sera representado por x,e x,, o vetor posi¢do sera, conforme

equacdo 121 até 123 e Figura 6:

R=xe, i=12

O vetor deslocamento sera:

u=u.e.
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E o vetor de rotacgdo sera:

o = a)Cse3
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Figura 6 — (a) Campo de deslocamento e rotagédo no continuo de Cosserat; (b) Curvatura
— gradiente de micro rotagdes [10].

Por simplicidade ¢ assumido que o gradiente de deslocamento e rotacdo sdo
infinitesimais até que comece a se formar as bandas de cisalhamento. Assim sendo
no continuo de Cosserat 2D o estado de deformacdo ¢ descrito por seis
componentes. As deformacdes referentes ao continuo macroscdpico,
correspondentes a quatro das seis deformagdes mencionadas acima, sdo dividas na
parcela simétrica, referente a equacdo 127 e 128, e na parcela anti-simétrica,
referente a equagdo 129 e 130. E as outras duas deformacdes sdo referentes ao
gradiente do tensor relativo (equagdo 133 e 134) que no caso ¢ puramente anti-

SIMELrICo, X,y -

My = €y = Ol

Xy %
() (b) \ '

124
Min = €y~ Xn =€ _Q_u 125
Q_u —€ @k 126
Moy =€n = 0,u, 127
My = € = 03l 128
Mo = € — Xz = 0oty + oN 129

C
Moy =€y — X = O\u, — ;s
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X = Oy = 0Ly
X, =0,0%
X, =0,0%
X, =0,0%

A Figura 7 demonstra como o tensor relativo, no caso a parcela

simétrica, sdo obtidos, conforme equagdo 129 e 130.
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Figura 7 — (a) Tensor relativo conforme 129(b) Tensor relativo conforme 130 [12].
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4.1.1.Principio do Trabalho Virtual para Continuo de Cosserat

Para representar as condigdes cinematicas relacionadas com as seis
equacdes apresentadas acima temos tensores duais o; (tensor dual de Cosserat)
e m, (tensor dual de tensdes-momento, cuja unidade ¢ momento por area ou forca

por comprimento), conforme Figura 8.

Vigie = =€y
My = —eym
Py = ety

Desprezando as forgas de massa e os momentos de massa e utilizando o
tensor de permutag@o para obter os tensores duais temos as seguintes condi¢des de
equilibrio e contorno.

Substituindo da equagdo 135 até 137 entre a equagdo 65 até 68 temos:

0,0%)) =0

c —
— €, 0; +0,m, =0

c c _
0y —0,+0,m, =0

c
I, =0"n,

m =mn,
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(a) (b)

Figura 8 — (a) Tensor dual de Cosserat e de tensdes-momento nas faces do elemento do

continuo (b) Exemplo de campo de tensdes ndo homogéneo na escala da particula [10].

Como ja dito anteriormente para material linear isotropico, teoria de
Cosserat, ¢ necessario definir quatro parametros sendo estes: Ae G, parametros
classicos de Lamé, e outros dois referentes a particula, o primeiro ¢ o modulo de

cisalhamento anti-simétrico ou rotacional G, e o segundo ¢ o modulo de flexdo

B . Como j& mencionado B tem dimensdo de forga e por isto sua relagdo com
qualquer outro pardmetro ¢ de comprimento ao quadrado, [35] sugeriu a relagdo
entre B e G, ja que as maiorias dos autores se preocupam em medir a partir de
ensaios de laboratério o comprimento caracteristico, o coeficiente dois foi adotado
apenas por conveniéncia segundo [12]. Entdo sdo apresentados abaixo para

problemas 2D as equagdes constitutivas e o significado de seus parametros.

0% =0,y +2Ge,; +2G
G, =(e,—¢)/2
m = Bx;
B=a,
1= | B
2G

Das equagdes mencionadas em 4.1.1 podemos definir vetores generalizados
de deslocamento, deformacdo, tensdo e tensdo de condi¢do de contorno para o

continuo de Cosserat 2D, conforme da equagdo 148 até 151.
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u® :(uvupwc)

g _
&% =(&)1,€0,E12,E2>%1,X,0)

g _
0% =(0,,05,0,,0,,m /1,m, /1)

T =(T,,T,,m)

4.2.Continuo de Cosserat Elastoplastico

Um carregamento externo causa deformagdes e tensdes no corpo. Quando o
carregamento externo ¢ retirado, o corpo pode ou ndo voltar a configuragio
inicial. Até agora sé temos tratado de materiais que retornam ao seu estado inicial
quando o carregamento ¢ removido, o que ¢ chamado de material eldstico. Neste
item consideraremos materiais que retém parte da deformagdo no
descarregamento, estes tipos de materiais s3o conhecidos como materiais plasticos
ou inelasticos [1].

Ensaios de laboratorio demonstraram que alguns tipos de materiais tal como
0 aco se comportam de maneira elastica até certo estagio de carregamento. Uma
curva tipica de tens@o deformagdo de ensaio de extensdo é apresentada na Figura
9, onde o trecho OA representa a parcela na qual o material é elastico. Quando a
amostra ¢ carregada além do ponto A o material passa a ter comportamento
elastoplastico, ou seja, supomos que o material seja carregado até o ponto B
quando o mesmo ¢ descarregado apresentard uma deformagdo permanente,
deformacdo plastica. Quando a amostra ¢ recarregada do ponto C até o ponto B
apresenta comportamento elastico. Como a trajetoria de recarregamento ndo segue
a trajetoria original de carregamento, as deformagdes dependem da trajetdria de
carregamento que o material ja sofreu. Como € o caso do ponto F e G que com

diferentes tensdes aplicadas possuem mesma deformagao.

148
149
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Figura 9 — Curva tipica tensédo deformacgéo de ensaio de extens&o de aco [1].

A figura acima mostra que as deformacdes sdo compostas de deformagio

elastica e deformagdo plastica, conforme equacao 152.

— o€ p
El-j—é‘ij-i-g ij

O critério de escoamento ¢ definido como o limite até¢ onde ocorrem apenas
deformacdes elasticas, devido a um determinado estado de tensdo. Este critério de
escoamento ¢ matematicamente expresso por uma fungdo escalar dependente, no
caso do continuo de Cosserat e material isotropico, do tensor de tensdes

generalizado.

F=F(o*)=F(0,,,0,,0,,,0,,m/l,m,/I)

A seguir, conforme Figura 10, serdo apresentadas duas idealizacdes, a
primeira referente a comportamento elastoplastico perfeito e a ultima referente a

comportamento elastoplastico com endurecimento.
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Figura 10 — (a) Modelo idealizado e curva tipica de tensao vs deformacao para
comportamento elastoplastico perfeito (b) Modelo idealizado e curva tipica de tens&o vs

deformagéo para comportamento elastoplastico com endurecimento [1].

A definicdo do comportamento do escoamento plastico dos materiais ¢
importante na relacdo tensdo deformagdo, por isto uma lei de fluxo ¢ definida.
Quando o estado de tensdo, sob o qual o material estd submetido, atinge o critério
de escoamento F', o corpo passa a apresentar deformagdes plésticas, que ¢
definido como escoamento plastico. Na teoria da plasticidade a dire¢do das
deformacdes plasticas ¢ definida através de uma lei de fluxo, supde-se a existéncia

de uma fun¢do de potencial plastico O, expresso como fun¢do do estado de

tensao:

0=0(0%)=0(0,,0,,,0,,0,,m /1,m, /1))

O qual ¢ ortogonal com relagdo ao incremento de deformagdo plastica

p .
de®"; e o mesmo pode ser expresso da seguinte forma:

ngpij =h aQ
aagi,-

Para o modelo de Cosserat o tensor de tensdes & correspondente aquele
expresso na equacgdo 150 e 4 € um escalar positivo que representa um fator de
proporcionalidade referente ao endurecimento e/ou amolecimento. Quando o
potencial pléstico coincide com o critério de escoamento, pode-se dizer que a lei
de fluxo ¢ associada, equacdo 156, e quando os mesmos ndo sdo iguais diz-se que

a lei de fluxo é ndo associada, equagdo 157.

O=F
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Q#F
Da condicdo de consisténcia apresentada no item seguinte o escalar dh

pode ser expresso da seguinte maneira, segundo [9]:

1 oF

dh Cde®

_Eﬁag

Onde H pode ser expresso da seguinte maneira:

H = oF Cea—QJrA—B
oo?® oo?®
oF' 00
0o?® 0of
p=-%F
Oh

Onde A corresponde a parcela do amolecimento, r corresponde a taxa de

amolecimento que ocorre no parametro de coesdo e/ou angulo de atrito, B

corresponde a parcela do endurecimento e C° representa a matriz de rigidez
elastica. O comportamento de endurecimento e/ou amolecimento existente em
alguns materiais geotécnicos sera apresentado nos itens seguintes. Por hora sera
apresentada a relag@o entre incremento de tensdo em relagdo ao de deformagéo de
maneira abrangente, ou seja, com endurecimento e amolecimento.

A taxa de tensdo pode ser determinada da seguinte maneira:

dO'g;'j = Cepdé‘gg/
Onde a matriz de rigidez elastoplastica C* pode ser definida como:
C?=C*-C*

E a matriz de rigidez plastica C” pode ser definida como:

1 t
CP :QCW aQ} aF, Ce
H 0o} 0o}

Dai tem-se que o incremento de tensdo pode ser expresso da seguinte

maneira;

dos; =|C 20 oF iy

y
g g
H 60'0. 80',]
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4.2.1.Implica¢des do Trabalho Plastico

O conceito de trabalho pléastico ¢ importante nas relacdes de tensdes
deformacdo, o trabalho total realizado por unidade de volume de um corpo

durante o incremento de deformagdo ¢ definido:

aw = Ugijdggij

O incremento de deformagdo total, de®;, possui sua parcela pléstica e

elastica conforme apresentado abaixo:

e & 4
d&'gijZd{;‘Lij-i—dgpij

Substituindo na equagdo 166 a 167 tem:

dWIGgij(dSegij +d€pgij)
aw =dw* +dw?*

A quantidade de trabalho elastico dW* realizado ¢ recuperavel, porém a

quantidade de trabalho plastico dW 7 ndo o ¢, ja que as deformagdes plasticas sdo
permanentes.

O trabalho que sera referido agora, ndo representa o trabalho total, mas sim
somente o trabalho realizado devido ao incremento de tensdes que geram
incrementos de deformacdes. E o mesmo ¢ governado pelos seguintes postulados
[1]:

e Durante a aplica¢do da tensdo, o trabalho realizado pelos agentes
externos sera positivo; e

e Durante o ciclo de carregamento e descarregamento de tensdo, o
trabalho realizado serd nulo ou positivo.

Em outras palavras, o trabalho plastico implica que a energia gasta ndo pode
ser retirada do material que esta sujeito a carregamento externo.

Para estabelecer relagdes matematicas destes postulados, sdo apresentadas

as equagdes abaixo:

dO'gij(dé‘egij +d6‘pgij)>0

g
dO'gijdé‘p ij >0
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Agora duas hipoteses sdo assumidas [1]:

Existe uma superficie, chamada de superficie de escoamento, que
representa o limite do escoamento associado ao estado de tensdo
para qualquer trajetoria de tensdo. Somente deformacgdes elasticas
ocorrem para mudangas de tensdes que ocorram dentro da superficie
de escoamento, enquanto deformagdes plasticas para qualquer
mudanga de tensdo que ocorra apontada para fora ou para dentro da
superficie de escoamento; e

A relacdo entre mudangas infinitesimais de tensdes ¢ deformacdes
plasticas € linear. Isto significa que o somatorio de incrementos de

deformacdes plasticas obtidos por dois conjuntos de incrementos de
tensdesdo® ;e do® jserd o mesmo que a deformacdo plastica

resultante de do®; =do®; +do® ;.

Além disto, algumas condi¢des precisam ser satisfeitas para assegurar uma

correta descri¢do do processo fisico envolvido nas deformacdes plasticas. Quatro

condi¢des foram formuladas por Prager, sendo estas [1]:

. g
O"g;'jdé‘p i >0

Condicdo de continuidade — Considera-se um estado de tensdo que
estd sobre a superficie de escoamento. Uma mudanga infinitesimal
de tensdo causa um carregamento ou descarregamento, ou
carregamento neutro, dependendo se a trajetoria de tensdo esta
apontada para fora ou para dentro da superficie de escoamento ou
tangente a mesma, respectivamente. Para evitar descontinuidades nas
relagdes de tensdo-deformacdo, requer que um carregamento neutro
nao cause deformagao plastica;

Condi¢do de unicidade — Isto garante que para um estado de tensdo
do material, os acréscimos de tensdes e deformagdes sdo unicos;
Condicdo de irreversibilidade — Esta condi¢do requer que devido ao
fato das deformacdes plasticas serem permanentes, que o trabalho

plastico realizado seja positivo:
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e Condi¢do de consisténcia — Carregamento de um estado plastico
levara for¢cosamente a outro estado pléstico, o que satisfaz o critério
de escoamento enquanto o material permanecer em regime plastico.

Estas quatro condi¢des implicam que para um incremento de tensdo apenas
a parcela normal contribui para incremento de deformagdo plastica, por isto o
incremento de deformacdo plastica € normal a superficie de escoamento,

conforme Figura 11.

Figura 11 — Superficie de escoamento e dire¢cao do incremento de deformacéo plastica
(1]
4.2.2.Comportamento de Endurecimento e Amolecimento

Devido ao escoamento plastico o endurecimento e/ou amolecimento pode
acontecer em certos materiais. Neste trabalho sera adotada a hipotese de Hill o
qual assume que o endurecimento € o amolecimento sdo fungdes do trabalho

plastico, sdo independentes da trajetoria de tensdes e sdo fungdes do estado de

tensdo atuante o,°. Dai tem o seguinte critério de escoamento e o potencial

plastico:
f=f W)
0=0(c,".W")

Onde o estado de tensdo atuante pode ser expresso da seguinte maneira [9]:

O estado de tensdo atuante € reduzido por um fator « cuja derivada € obtida

através da lei cinematica de Prager [9]:

da =rde”’
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Onde r ¢ a taxa de amolecimento da coesdo e/ou do angulo de atrito.

O material pode apresentar dois tipos de endurecimento o isotropico e o
cinematico. Aqui apenas sera apresentado o endurecimento isotropico, o qual
corresponde a expansdo da superficie de escoamento inicial devido ao historico de
tensdes, conservando sua forma e origem no espago de tensdes, como exemplo

abaixo.

Figura 12 — Endurecimento plastico isotropico.

O comportamento unidimensional de endurecimento e amolecimento esta
apresentado na Figura 13, entdo o comportamento de amolecimento pode ser
generalizado da mesma forma que o endurecimento para estado de tensdo e
deformacdo multiaxial. Primeiro sera visto o comportamento do endurecimento e
amolecimento no espaco de tensdo conforme Figura 14a. Se no estdgio A estd na
superficie de escoamento, F =0, porém o material ainda estd no intervalo de
endurecimento, o incremento de tensdo estard apontado para fora de maneira a
produzir incrementos plasticos e elasticos de deformacdo. Neste caso um
incremento de tensdo que esteja apontado para dentro da superficie apenas ira
causar deformacdo eldstica. O movimento crescente do estado de tensdo do ponto
A, ao percorrer a superficie de escoamento, corresponde a parcela de
endurecimento ou ascendente na curva de tensdo-deformagdo para o caso
unidimensional. J& para o caso em que o material esta no intervalo de
amolecimento, a deformacéao plastica ocasiona diminui¢do da superficie ou que o
estado de tensdo diminua, o segundo caso € o que sera utilizado neste trabalho. O
movimento decrescente do estado de tensdo do ponto C, ao percorrer a superficie
de escoamento, corresponde a parcela de amolecimento ou descendente na curva
de tensdo-deformagdo para o caso unidimensional. Como na formulagdo do

espaco de tensdes, o comportamento do amolecimento ¢é idéntico ao do
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descarregamento elastico € por isto dificil diferenciar um do outro, razao pela qual
serd apresentada a formulacdo de espaco de deformagdo para a superficie de
escoamento conforme Figura 14b.

Conforme Figura 13, ao observar o ponto A e¢ C percebe-se que o
incremento de deformagdo ¢ positivo em ambos os casos e negativo nos trechos
AG e CH referentes a descarregamento eldstico. Para qualquer deformacgdo tanto
no ponto A como no C, o acréscimo de deformacdo aponta para fora da superficie
0 que representa o caso de carregamento plastico. Quando o acréscimo de
deformacdo aponta para dentro da superficie representa o descarregamento

elastico, e por isto ndo existe ambigiliidade na formulagao [6].

SLEY
P
B C dotded <0
dogded >0

A dog>0 | dog<0

“dege>0 ]
ge8P>( dese<0 Q
——————>
degr>(
0G H &

Figura 13 — Acréscimo de trabalho plastico para o trecho AB com endurecimento e para

o trecho CD com amolecimento [6].
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Endurecimento

B dF>0

Descarregamento|

C dF <0

D
ds§ Amolecimento

B dF>0

dsg\ D dF>0

Amolecimento

Endurecimento

Superficie de Carregamento F=0

(a) (b)

Figura 14 — (a) Superficie de escoamento no espaco de tensdes (b) Superficie de

escoamento no espaco de deformagdes [6].

4.2.3.Modelo de Mohr-Coulomb

A envoltéria de Mohr-Coulomb, conforme Figura 15, é obtida através de
ensaios realizados com tensdes confinantes distintas respectivamente. A tensio

confinante do ensaio triaxial corresponde a menor tensdo na ruptura (o,) € a

tensdo axial do ensaio triaxial corresponde a maior tensdo na ruptura (o). O

envelope de Mohr-Coulomb, conforme Figura 15, ¢ uma fungéio linear expressa da

seguinte forma:

o' =c+o"tang

Onde ¢ € a coesdo, que corresponde ao intercepto da reta no eixo o', ¢ é

o angulo de atrito, que corresponde a tangente da inclinagdo da reta, o* ¢ a tensdo

cisalhante no plano de ruptura, o” € a tensdo efetiva normal a superficie de falha
e RT ¢é a resisténcia a tragdo.
A envoltéria do diagrama p-q, conforme Figura 16, ¢ uma funcdo linear

expressa da seguinte forma:

g=a+po"tana

Onde:

Superficie de Carregamento F =0
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_ 179
2 2
o, -0, O
g=21"% _%a 180
2 2
Onde a corresponde ao intercepto da reta com o eixo g e sua relacdo com a
coesdo se encontra expressa na equacdo 182, o'corresponde a tangente da
inclinagdo da reta, e sua relagdo com o angulo de atrito se encontra na equagio
181.
tan '= sin ¢ 181
a=ccos¢ 182

Envoltéria de Mohr-Coulomb

[

Figura 15 — Parametros do Modelo de Mohr-Coulomb, onde &, € a menor tenséo

principal de ruptura e ¢, € a maior tens&o principal de ruptura dos diversos testes.
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AN

g=atp.tana’

v

Figura 16 — Paradmetros do Modelo de Mohr-Coulomb diagrama p-q.

A fun¢do de escoamento e o potencial plastico para o critério de Mohr-
Coulomb sdo definidos em fun¢do do primeiro invariante do tensor de tensdes e
do segundo invariante do tensor de tensdes desviador. A generalizagdo do
segundo invariante do tensor de tensdes desviadoras incorpora o efeito das
tensdes-momento ¢ da assimetria de tensdes, conforme equacgdes 183 e 184

respectivamente [10].

F=Jsing+,J,, —ccosg

Q=J, siny+.J,, —ccosu

O critério de Mohr-Coulomb pode ser associado quando o potencial pléstico

¢ igual a fun¢do de escoamento, entdo ¢ = £, caso o critério seja ndo associado
entdog # 1. O angulo de dilatdncia x expressa a relacdo existente entre os

incrementos de deformagdo plastica volumétrica e de deformagdo plastica

cisalhante.
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»

d83 \ de /! d81 dgn

Figura 17 — Circulo de Mohr para estado de deformacéo.

O primeiro invariante J,, conforme equagdo 185, ¢ idéntico ao utilizado no
continuo classico, o segundo invariante do tensor de tensdes desviador J,,,

conforme equagdo 187, ja ¢ distinto do continuo classico, pois incorpora o tensor-
momento devido as particulas. Porém quando ndo existir o tensor-momento, o

tensor de tensdes sera simétrico e J,,, deverd ser o correspondente ao do continuo

classico [10].

J, =

S = i~y %

m.m,
Jop = \/hlsil.sy. +h2sﬁ.sj.l. +hy %

Miihlhaus e Vardoulakis chegaram a dois conjuntos de /4, [12], ambos

obtidos, a partir de uma funcdo de distribuicdo de probabilidade uniforme para
ocorréncia de contatos entre particulas vizinhas, isso para a microestrutura
representativa do meio de Cosserat.

O primeiro conjunto ¢ denominado cinematico 4, pois as consideragdes
estaticas, deslocamento relativo, normal e tangencial aos contatos entre as

particulas, sdo referentes a cinematica do meio, conforme equacdo 188.

185

186

187
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PER
8 8 4
O segundo conjunto ¢ denominado estitico A, pois as consideragdes

estaticas, forcas de interagdo, normais e tangenciais, distribuidas pela area total

dos grios em contato, sdo referentes a estatica do meio, conforme equagdo 189.

PEIEN
4 48
Substituindo equagdo 188 ou 189 na equacgdo 187 e considerando a nao

existéncia do tensor-momento, tem:

Jop =4|=S

p i’

i
Que corresponde com o segundo invariante de tensdes desviadoras do
continuo classico, condi¢do esta que a equacdo 187 deve obedecer.
Alguns autores (Borst, Yu, Borst&Sluys) tém utilizado um terceiro conjunto

denominado de padrao /4", o motivo deste conjunto ser utilizado ¢ devido ao fato

que para os algoritmos de integracdo das equa¢des incrementais da plasticidade o
retorno do estado de tensdes a superficie de plastificacdo ¢ exato e ndo requer

iteragdes [12], conforme equagdo 191.

4.2.4.Modelo de Bogdanova-Lippmann

A motivacdo da adocdo de novas fungdes de potencial plastico e de
escoamento ¢ que haja uma resposta separada da influéncia de cada grandeza
estatica adicional introduzida, assim ndo serda mais utilizado seja conjunto
cinemadtico ou estdtico para incorporar através de uma distribui¢do estatistica o

comportamento do material.

188

189

190

191
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Antes de apresentar as fungdes de potencial plastico e de escoamento sera
apresentado o circulo de Mohr 2D com o tensor de tensdes assimétrico ja que este

efeito aparece na funcdo de escoamento, conforme Figura 18.

4.2.4.1.Circulo de Mohr — Tensor Assimétrico

Na Figura 18a, ¢ apresentado um diagrama de corpo livre com o tensor de
tensdes assimétrico, as faces do diagrama estdo orientadas perpendicularmente aos
eixos coordenados x; € a um vetor unitario n;. A orientacdo do vetor unitario é
fixada pelo angulo o, que o mesmo faz com o eixo x; no sentido anti-horério, seus

componentes sao:

n! =(cosa,sena)

E para o vetor paralelo a n;j, denominando s; seus componentes sao:

s' = (- sena,cosa)

O equilibrio de forcas F; é entdo obtido pelas componentes do vetor de
tensdes assimétrico no plano normal a n;, segundo equacdo 194, e suas

componentes normais e cisalhantes se encontram descritas abaixo.

F. =0o,n,

1

n J— J—
c"=Fn, = oun;n,

s J— J—
o =Fs, = on;s,

A seguir sdo apresentadas as equacgdes 195 e 196 por extenso:

n 2 2
c" =0, cos" a+o,sen"a+ (o, +0, )senacosa

s 2 2
o’ =0, cos” alo,sen"a+(c,, —0,,)senacosa

Das equagdes 197 e 198 temos a equagdo de um circulo plano (c”, ¢*):

O, =0y )2 +(612 +O—21)2
2 2

(" —O'm)2 +(0'—0") =(

192

193

194
195
196

197
198

199
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Onde da Figura 18b temos que as componentes de tensdo normal média

o, e tensdo cisalhante anti-simétrica o sdo:

0, 1t0y
"2
o = Opp =0y
2
Xy A
n

200

201

-
x VY

(a) (b)

Figura 18 — (a)Diagrama de corpo livre (b) Circulo de Mohr 2D para um tensor de

tensdes assimétrico [12].

Como pode se perceber na Figura 19, a tensdo cisalhante é responsavel pelo
mecanismo de distor¢do e a tensdo cisalhante anti-simétrica € responsavel pelo
mecanismo de rotacdo. Percebe-se que a tensdo cisalhante anti-simétrica mede o
gradiente de tensdes-momento, que representa a diferenca entre a rotacdo da

parcela macroscopica e da particula.
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X, 4 X, A
Gy c*+o?
— —
6211 T Gy = GS-Gal T P
«— - «— -
X4 X4
C12 o5+ o2
X, A o’ Xo A
Ga
— —
Loy |
= + \' o?
/ €1y / o _ Ga \ (0]
» / »
L » >
c* X4 o2 X4

W;— 0% = ®
Figura 19 — Componentes simétricas e anti-simétricas das tensdes cisalhantes e como

elas atuam num continuo de Cosserat [12].

4.2.4.2.Elastoplasticidade para modelo de Bogdanova-Lippmann

Bogdanova e Lippmann [11] propuseram em 1974 dois conjuntos de
fungdes de potencial plastico e escoamento conforme equacdes 203, 202, 207 e

208. A diferenca entre as fungdes do modelo de Mohr-Coulomb e do modelo

, que pode ser

mencionado acima ¢ referente a parcela da funcdo que inclui‘a”

considerado como um amolecimento.

J& para o segundo par de fungdes temos c que pode ser considerado como
uma resisténcia coesiva referente ao tensor-momento, € o segundo invariante de
tensor desviador € referente também ao tensor-momento conforme equagao 209.

Como ¢ possivel notar na Figura 20 ocorre uma translacdo na superficie de
escoamento, fato este que ocorre na Elastoplasticidade classica no amolecimento
cinematico. Entdo ¢ possivel conjecturar que a particula do meio possa explicar de

certa forma o amolecimento que ¢ observado nos materiais.

F =J, sin¢+\/i+(‘0'“‘—c)cos¢

202
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O 1
L= 5 5”

J:O-kk
)
S; =0y
—_— 1
Jop = 5
F,=+J,,
QzZFz
Jop =AM

(@)

Superficie def

(b)

ie de escoamento final

escoamento inicial

Figura 20 — Possivel relagéo entre a existéncia da microestrutura e o amolecimento

cinematico classico [12].

Como o modelo possui duas fun¢des de potencial plastico foi adotada a

mesma solu¢do da elastoplasticidade classica, lei de fluxo de Koiter para

tratamento de superficies com vértices e/ou arestas [11].

Assim quando violados ambos os critérios de escoamento o incremento da

deformacdo plastica podera ser calculado como o somatorio da parcela de cada

funcdo de potencial plastico, conforme:

dgp[j :hla

90,

o0

2

O-i/

+h,

oo,

J

203

204

205

206

207
208

209

210
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4.2.4.3.Elastoplasticidade para modelo de Bogdanova-Lippmann
Modificado

Unterreiner sugeriu eliminar o“ da equacdo 202 e 203, assim sendo,
voltariamos a ter para o primeiro par de fung¢des, as func¢des da elastoplasticidade
classica de Mohr-Coulomb, conforme equagdo 211 e 212 e incluir no segundo par
de fungdes a parcela da tensdo anti-simétrica com o tensor-momento, conforme
equacdo 213 e 214. Isto corresponde a separar critérios para grandezas estaticas

que tem diferentes mecanismos de deformagdo conforme Figura 19 [13].

Flz J sin¢+\/E +ccos¢

Q:J1 siny +4/J,, —ccosu

E= Jsp +(‘a”‘—z)cos¢

QzZFz

211

212

213

214
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