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Metodologia

Um modelo interno é capaz de calcular o capital requerido que a seguradora
necessita para se manter solvente por um periodo pré-fixado. Entdo, para este fim
a metodologia foi baseada na determinacdo da distribuicdo de probabilidades do
total liquido gasto com sinistros, pois o capital minimo requerido é um quantil
desta distribuicdo. Para isto cada apolice deve evoluir pelo periodo de um ano.
Esta evolucédo sera modelada como uma cadeia de Markov. Em seguida foi feita a
derivacdo analitica da média e da variancia do custo total com sinistros. Foram
utilizados dois métodos o paramétrico e o ndo paramétrico. O método paramétrico
foi baseado no teorema central do limite, desta forma o total liquido gasto com
sinistros seguiria aproximadamente uma distribuicdo Normal. No entanto, esta
aproximacdo pode ser inadequada para descrever a cauda da distribuicdo. Uma
alternativa seria utilizar simulacdo de Monte Carlo. O problema de fazer uma
simulacdo de Monte Carlo seria o custo computacional em simular uma carteira
de mais de 250.000 apdlices. Assim, outra proposta encontrada foi a de utilizar
um método misto, dividindo a carteira em dois grupos. Neste ponto podemos
classificar as apolices como apolices de “custo alto” e apolices de “baixo custo”.
As de “alto custo” sdo as apodlices que provavelmente trariam grande custo com
sinistro para empresa e as de “baixo custo” aquelas que provavelmente trariam
menor custo. Assim, o grupo das apodlices que sdo classificadas como “baixo
custo” pode ser trato analiticamente pela aproximagao pela Normal e o grupo das
apolices de “alto custo” ¢ tratado por Simulacdo de Monte Carlo. A distribui¢ao
final do custo total com sinistros é obtida pela convolucdo destas duas
distribuicbes. O capital minimo requerido é obtido pelo quantil 99,9%. A
ilustracdo com os dados reais evidencia no método misto o peso da cauda da
distribuicdo influenciando no resultado com um capital requerido maior. Com o
objetivo de facilitar a compreensdao do metodo segue o fluxograma para uma

primeira visdo geral do que sera explicado em detalhes no decorrer deste capitulo.
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Figura 1 - Fluxograma do método.
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3.1
Base de dados

Trés bases foram fornecidas para a ilustracdo do modelo. A base individual,
a base grupo e a base de previdéncia. Estas serdo chamadas, respectivamente, de
base 1, 2 e 3 na dissertacdo. Estas bases precisaram de alguns pré-tratamentos.
Dentre eles pode-se citar o problema da existéncia de algumas divergéncias nas
relagdes de nome de cobertura e sinistro. Nas bases originais foram encontrados
mais de um nome para um Unico tipo de sinistro e 0 mesmo ocorria para a
nomenclatura das coberturas. Para solucionar a questdo foi feita uma lista de
sinistros e coberturas comuns a todas as apolices e a relacao foi refeita de forma
mais apurada. Novas nomenclaturas foram definidas para sinistros e coberturas.
Outra observagdo importante é que dada a ocorréncia de um sinistro algumas
coberturas devem ser ativadas no sistema. Como cada cobertura possui um valor
de capital segurado estes valores devem ser contabilizados formando o valor a ser
pago pelo sinistro ocorrido. A tabela um apresenta a lista de coberturas
identificadas nas bases e ha a indicagdo com o nimero um para orientar em que
base os tipos de coberturas aparecem. De forma semelhante encontramos na tabela

dois a lista dos sinistros e as bases em que foram encontrados.

Tabela 1- Relacéo entre coberturas e bases.

Codigos coberturas Coberturas Base 1 Base 2 Base 3
1 Auxilio alimentagio 0 0
2 Auxilio Funeral
3 Auxilio funeral dedutivel
4 Despesas médicas hospitalares e odondologicas - AP
5 Despesas médicas hospitalares
6 Indenizacdo especial acidente
7 Indenizacdo especial por acidente do conjuge
8 Invalidez funcional permanente total por doenca - ANTEC

o

Invalidez permanente total por doenca

Invalidez permantente total/parcial por acidente do conjuge
Invalidez permanente total ou parcial por acidente
Invalidez permanente total por acidente

Morte

Morte conjuge

Morte filhos

SAF familiar

SAF titular

Salario por incapacidade temporaria

Invalidez permanente total por doenca do conjuge
Invalidez laboral permanente
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Tabela 2- Relagéo entre sinistros e bases.

C‘oc!lgos Sinistros Base 1 Base 2 Base 3

Sinistro
1 Invalidez funcional permanente total por doenga 1 1 0
2 Invalidez permanente parcial do conjuge por acidente 1 0 1
3 Invalidez permanente parcial por acidente 1 1 1
4 Invalidez permanente total do conjuge por acidente 1 0 1
5 Invalidez permanente total por acidente 1 1 1
6 Invalidez permanente total por doenga 1 1 1
7 Invalidez temporaria por acidente 1 0 1
8 Morte por acidente 1 1 1
9 Morte por acidente do conjuge 1 0 1
10 Morte qualquer causa 1 1 1
11 Morte qualquer causa do conjuge 1 1 1
12 Morte qualquer causa do filho 1 1 1
13 Qualquer tipo de acidente 1 0 1
14 Invalidez permanente total por doenca do conjuge 0 0 1
15  Invalidez laboral permanente 0 0 1

Estas tabelas foram Uteis para a separacdo e adequacdo das nomenclaturas
entre as bases, uma vez que elas formardo uma Unica base a ser trabalhada. Com o
fim de unificar as bases de forma satisfatoria foi realizado um estudo detalhado e
uma adequacio da base de dados para o modelo. E importante verificar se as
varidveis que serdo necessarias para o calculo estdo bem definidas e se os valores
carregados estdo corretos, ou se precisam de algum tipo de tratamento para que
reflita o valor real que deve ser utilizado para o célculo do capital minimo
requerido. Por exemplo, em uma das bases utilizadas, a variavel prémio estava
duplicada, levando a uma superestimacéo da realidade. Este problema nos levaria

a constatar que o valor recebido de prémio seria muito maior do que o real valor.

As coberturas estdo relacionadas com os tipos de sinistro. Isto acontece
porque com a ocorréncia de um sinistro os valores, em dinheiro, referentes as
coberturas acionadas sdo pagos aos segurados. Assim, podemos dizer que um
percentual do capital segurado € pago ao segurado pela ocorréncia do sinistro. Um
exemplo disto € que nos casos de sinistros por invalidez parcial estima se em
média um pagamento de 32% do valor segurado para a invalidez total. Este tipo
de informacéo deve ser levado em consideracdo ao calcular os valores segurados
para a base de dados. Uma vez que cada cobertura contratada possui um valor de
capital segurado o total em dinheiro a ser pago pela ocorréncia de determinado
sinistro corresponde a soma dos capitais segurados referentes a cada cobertura que

for acionada. Estes valores devem ser calculados pelo capital unitario, isto serve
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para 0s casos em que a apoOlice for referente ao seguro em grupo, para que o valor
a ser pago possa ser contabilizado corretamente por individuo. A base unificada
de dados deve ser preparada para ter o layout apresentado na tabela trés. Levando
em consideracdo todos os tratamentos citados até entdo e alguma peculiaridade
que a base de dados usada possa trazer para 0 caso de uma aplicagcdo do modelo a

outro tipo de base de dados.

Tabela 3- Layout da base de dados preparada.

Varidveis para o layout

Individuo

Idade

Sexo

Valor pago mensalmente de prémio pelo individuo

Valor que devera ser pago se o individuo se encontrar no estado fim (extingdo do contrato)

Valor que devera ser pago se o individuo se encontrar no estado valido

Valor que devera ser pago se o individuo se encontrar no estado invalido

Valor que devera ser pago se o sinistro de Invalidez funcional permanente total por doenca ocorrer
Valor que devera ser pago se o sinistro de Invalidez permanente parcial do conjuge por acidente ocorrer
Valor que devera ser pago se o sinistro de Invalidez permanente parcial por acidente ocorrer

Valor que devera ser pago se o sinistro de Invalidez permanente total do cénjuge por acidente ocorrer
Valor que devera ser pago se o sinistro de Invalidez permanente total por acidente ocorrer

Valor que devera ser pago se o sinistro de Invalidez permanente total por doen¢a ocorrer

Valor que devera ser pago se o sinistro de Invalidez temporaria por acidente ocorrer

Valor que devera ser pago se o sinistro de Morte por acidente ocorrer

Valor que devera ser pago se o sinistro de Morte por acidente do conjuge ocorrer

Valor que devera ser pago se o sinistro de Morte qualquer causa ocorrer

Valor que devera ser pago se o sinistro de Morte qualquer causa do ¢énjuge ocorrer

Valor que devera ser pago se o sinistro de Morte qualquer causa do filho ocorrer

Valor que devera ser pago se o sinistro de Qualquer tipo de acidente ocorrer

Valor que devera ser pago se o sinistro de Invalidez permanente total por doenga do cdnjuge ocorrer
Valor que devera ser pago se o sinistro de Invalidez laboral permanente ocorrer

Os campos criados com valores para estado fim, estado valido e estado

invalido devem ser preenchidos com valor zero, pois estas variaveis ajudardo na
construcdo da Cadeia de Markov para os individuos, mas ndo ha de ser pago
nenhum valor aos segurado pelo acontecimento destes eventos. Ja 0s outros
campos devem ser preenchidos com as devidas informagdes retiradas da base de
dados previamente tratada. As variaveis sexo e idade sdo muito importantes para o
processo, pois 0s calculos dependerdo destas informacdes. Sera observado mais
adiante que para o calculo da média e variancia do total liquido gasto com sinistro
a base deve ser agrupada por sexo e idade. Assim, retira-se a variavel individuo
somando os valores por sexo e idade. E importante ressaltar que no calculo da
média da distribuicdo este layout sera utilizado somando o capital segurado, sem
ser utilizado o capital unitario. O programa foi preparado para fazer o célculo
corretamente desta forma, mas no caso do célculo da variancia é importante

verificar que se ndo utilizar o capital unitario a conta sera feita superestimando o
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valor final, por causa da quantidade de segurados dentro de uma mesma apélice,
nos casos de apdlice em grupo. Por este motivo foram dados tratamentos
ligeiramente diferenciados na programacéo para a base que servira para o calculo
da média e a base que servira para o célculo da variancia. A diferenca esta no uso

do capital segurado para uma e no uso do capital unitario para a outra.

3.2
Modelagem da Apdlice

A apdlice deve ser modelada como uma relacdo entre tipos de sinistro e
tipos de cobertura. Este é o primeiro passo, apos o tratamento da base, do modelo.
E importante que os sinistros sejam separados como eventos disjuntos. Este
procedimento foi visto na secdo anterior. Apos a distingdo de todos os tipos de
sinistros que podem ser cobertos torna-se possivel relacionéd-los com os tipos de
cobertura oferecidos. Lembrando que uma cobertura pode ser acionada por mais
de um sinistro. O exemplo dado abaixo é para o caso especifico da base utilizada
para aplicacdo do meétodo. Entdo, a tabela quatro mostra a lista de coberturas
possiveis acionadas por cada sinistro possivel da apolice utilizada pela
seguradora.

Tabela 4- Relacéo entre sinistros e coberturas.

i

[nvalidez permantente total/parcial por acidente do conjug

= [Auxilio alimentagzio

@|Auxilio funeral dedutivel

4 [Despesas médicas hospitalares ¢ odondolégicas - AP
o [Despesas médicas hospitalares

& |Indenizagiio cspecial acidente

~Indenizagio especial por acidente do conjuge

e [Invalidez permanente total por doenga
=|nvalidez permanente total ou parcial por acidente
=|nvalidez permanente total por acidente

% |Salario por incapacidade temporiria

Z|nvalidez permanente total por doenga do cinjuge
Slnvalidez laboral permanente

ISAF familiar
SISAT titular

= [Morte conjuge
miMorte filhos

...
=}
m[Morte

Simistros
Invalidez funcional permanente total por doenca

# | ®lInvalidez funcional permanente total por doenga - ANTEC

Invalidez permanente parcial do cénjuge por acidente

Invalidez permanente parcial por acidente x

Invalidez permanente total do cénjuge por acidente x

Invalidez permanente total por acidente x[x

Invalidez permanente total por doenca x

Invalidez temporaria por acidente x

Morte por acidente x=|x|=x x x x

Morte por acidente do cénjuge x x x

Morte qualquer causa x|x|x x x

Morte qualquer causa do cénjuge x x

Morte qualquer causa do filho x| x

Qualquer tipo de acidente x|x

Invalidez permanente total por doenga do cénjuge x

Invalidez laboral permanente x
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A tabela acima é uma tabela geral, onde todos os sinistros possiveis estao
relacionados com todas as apolices possiveis. Porém, neste método, modelar a
apolice significa construir uma tabela destas para cada apdlice. A relacdo do tipo
de sinistro com a cobertura deve ser definida para cada segurado. Para isto,
observar-se no documento contratual, ou na prdpria base de dados as coberturas
escolhidas pelo segurado, marcando em sua tabela os sinistros aos quais ela da
cobertura. Esta modelagem auxiliard na construcdo dos vetores de estado e
cobertura do titular, do cénjuge e dos filhos conforme sera descrito nas sec¢ées 3.5
e 3.6.

3.3
Pressupostos do Modelo

A construcdo de um modelo requer o uso de simplificacGes e suposi¢des da
realidade. Descrever fielmente todos os aspectos envolvidos e todas as variaveis
internas e externas que afetam os sistemas modelados € uma tarefa intangivel.
Assim, algumas simplificacbes sdo feitas de forma a se obter uma melhor
compreensdo do fendmeno. Geralmente, um modelo utiliza informacgdes extraidas
do banco de dados da companhia para os célculos. Algumas informacdes sobre as
apolices individuais e em grupo ndo estdo disponiveis nas bases de dados

estudadas. Por este motivo algumas premissas foram adotadas.

= Toda apolice cobre: um titular, um cdnjuge e dois filhos

= A idade do cbnjuge serd a do titular mais quatro anos, se este for do
sexo feminino e menos quatro anos, se este for do sexo masculino;

= Os filhos séo do sexo masculino e de catorze anos de idade;

= Todos os titulares, cénjuges e filhos iniciam o periodo de analise com a
apolice ativa e no estado valido;

= A ocorréncia de sinistros por segurado é mutuamente excludente. Ou

seja, em um dado més, apenas um sinistro podera ocorrer por segurado;

34
Fatores derisco

Os fatores de risco no modelo proposto serao:
" A ocorréncia de sinistro com o titular, cénjuge ou filhos;

= Idade e sexo
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" A decisdo de interromper o0 pagamento dos prémios, extinguindo a
apolice;
" Taxa de desconto utilizada para trazer os fluxos financeiros,

sinistro menos prémio, a valor presente.

35
Estados do individuo

Em cada apdlice pode existir apenas um titular, caso a apolice seja
individual ou mais de um titular, caso a apolice seja de seguro em grupo. Cada
titular possui um conjuge e dois filhos, como foi definido nas premissas. Portanto,
a partir deste momento, quando fizer referéncia aos segurados deve ficar claro que
sdo: titular, cbnjuge e filhos. Um segurado (titular, conjuge ou filhos) devera estar
a cada final de més em um determinado estado, o qual indicard como se
encontram os segurados desta apdlice. Cada um dos segurados deve estar em uma
das seguintes situacdes: valido, invalido ou em algum tipo de invalidez especifica
ou, no caso do titular, em fim de vigéncia. Desta forma, os possiveis estados do

titular séo definidos pela tabela cinco.

Tabela 5- Estados do titular.

Codigo do Cadigo do
estado sinistro

Tipos de estados

1 - Fim

2 - Valido

3 - Invélido

4 1 Invalidez funcional permanente total por doenca
5 3 Invalidez permanente parcial por acidente
6 5 Invalidez permanente total por acidente

7 6 Invalidez permanente total por doenca

8 7 Invalidez temporéaria por acidente

9 8 Morte por acidente

10 10 Morte qualquer causa

11 13 Qualquer tipo de acidente

12 15 Invalidez laboral permanente

Esta informacdo pode ser representada pelo vetor aleatorio abaixo, que

representara o estado do titular da apolice i no més t.

'E"'::.r = I:'E":'.r.:u Eirar s 'E':'.r.iz]' (3.1)
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Cada componente deste vetor aleatorio € uma variavel indicadora que vale
zero ou um, indicando ou ndo a ocorréncia do evento (estado) para um titular.
Como os estados sdo mutuamente excludentes em cada més t apenas uma das
componentes valerd um. Analogamente, os estados possiveis do conjuge séo

definidos na tabela seis.

Tabela 6- Estados do conjuge.

Codigo do Cddigo do

L Tipos de estados
estado sinistro

1 - Fim

2 - Vélido

3 - Invalido

4 2 Invalidez permanente parcial do cénjuge por acidente
5 4 Invalidez permanente total do conjuge por acidente

6 9 Morte por acidente do cbnjuge

7 11 Morte do cbnjuge por qualquer causa

8 14 Invalidez permanente total por doenga do cnjuge

O vetor que representa o estado do conjuge do titular da apdlice i no mést é
dado por:

fz:.t = [fi.t.ilfi.t.zi"'JfE.E.B} (3.2)

A mesma definicdo foi aplicada aos estados possiveis dos filhos como pode

ser observado na tabela sete.

Tabela 7- Estados dos filhos.

Cadigo do Cadigo do
estado  sinistro

Tipos de estados

1 - Fim

2 - Valido

3 - Invélido

4 12 Morte do filho por qualquer causa

A partir dos quais se definem os vetores de estado a seguir:

H;.r = (Hz'.r.iiﬂz'.r.ZJ ---:9:‘.:.4} e hé.t = (hi.r.iihz'.r.ZJ e hz‘.m} (3.3)
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Estes vetores representam, respectivamente, o estado do filho um e o estado
do filho dois do titular da apolice i no més t.

3.6
Coberturas e Prémios

Existe um possivel valor a ser a ser pago ao segurado relacionado com cada
estado que ele pode assumir. Este valor ¢ formado pela soma dos capitais
segurados, referente as coberturas que cada tipo de sinistro aciona ao ocorrer. Esta
relagdo pode ser observada na tabela quatro, como foi visto anteriormente. Este
valor sera nulo, caso o estado ndo esteja representando um tipo de sinistro como é
0 caso dos estados valido, invalido ou fim de vigéncia. Foram criados vetores que
serdo compostos por estes valores em dinheiro correspondentes a cada estado.
Estes vetores de valores a serem pagos, que serdo chamados de vetores de
coberturas s&o definidos a seguir. O vetor correspondendo aos valores

relacionados ao titular i é dado por:

fz: = [fm: Cigs e fz'.iz]' (3.4)

Correspondendo ao conjuge:

b; = [be.iibe.z: e b:‘.s} (3.5)

Correspondendo aos filhos, tem-se:

ﬂ'f; = (ﬂ’i.iiﬂ'i.z“"i '5"':'.4) (3.6)

Consequentemente, cada apdlice i, possui um valor corresponde ao
recebimento de um prémio a ser pago a cada més, representado pela variavel r;

enguanto a apdlice estiver em vigéncia.
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3.7
Modelo financeiro

Cada elemento das férmulas que serdo apresentadas a seguir esta definido
na lista de simbolos, nos elementos pré-textuais desta dissertagdo. Assim como 0s

calculos mais detalhados estdo no anexo 8.1.

O modelo financeiro sera uma funcdo matematica que calculara o capital
necessario para fazer frente a uma lista de sinistros ocorridos em dada carteira de
contratos. O montante necessario hoje para pagar todos os sinistros é igual ao
valor presente dos sinistros pagos ao longo do ano, subtraido do valor presente
dos prémios recebidos. Assim, 0 montante T serd o valor total liquido a ser gasto

com sinistros, o qual é a soma para cada um dos doze meses descontados pelo

fator beta:
12
7= Bi(S—P) (37)
t=1
_ 1
SR ) )

Onde x; indica os juros anual. O total de sinistros menos 0s prémios em um
dado més pode ser composto como abaixo, onde i indica cada apdlice e N € o total

de apdlices:

N
S¢— P = Z(sit - Pit) (3-9)
i=1

O montante em cada més é a soma dos sinistros ocorridos para todas as

apolices, subtraindo os respectivos prémios pagos a seguradora:

Sie— Py = cie + 0 fielie + a'i(ge + il — 71 (3.10)

L Ll
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O valor mensal gasto com sinistro sera dado pela multiplicagdo dos vetores
indicadores de estado com seus respectivos vetores de valores a serem pagos. Nos
casos dos dependentes do titular existird a multiplicacdo pelo vetor indicador de
atividade da apdlice, que sO permitira a contabilizacdo do valor a ser pago de
sinistro caso o titular ainda esteja com a apolice ativa naquele més. O mesmo
ocorre para o vetor de valores recebidos mensalmente de prémio. Assim, a

expressao para avaliacdo do capital minimo é dada por:

12 N
T = Bt {Z [Cl’ et + blfﬁtlit + a; it + hi)lye — rillit] (3.11)
t=1 i=1

Esta expressé@o permite calcular o total a ser reservado hoje para assegurar o
pagamento dos sinistros ao longo de doze meses a partir de um cenério futuro dos
sinistros, representado nos estados dos segurados, além da evolucéo futura da taxa
de juros. Observe gque esta mesma expressdo serd também utilizada na etapa de
obtencdo da valuation estocastica. Nesta etapa utiliza-se 0 modelo estocastico para
as variaveis de risco, o qual sera desenvolvido na secdo a seguir. Este modelo
fornece expressdes analiticas para a média e a variancia de T, a partir das quais se
obtém uma aproximacdo para a distribui¢cdo de probabilidade de T, valor total
liquido a ser gasto com sinistros. A figura abaixo pretende facilitar a compreensédo

do modelo financeiro exposto acima.

Figura 2 — Modelo financeiro para o total liquido gasto com sinistro.

Fator de desconto do més t

12
T = Z ﬂlgt —P) Prémio total
i=1

N
regebido no —> S, —P, = Z(SitPu)
l mes t i=1

Total Pago de sinistros no més t ﬂ

St — P, =ciey + b fielie +a;(gie + i)l — 1ilye

A

12 N |
T = Z'Bt {Z[Ci’eit + blfﬁtll:t + a;(gie + hie)lie — rilit]}
t=1 i=1 l l

(0,0,0,1000,1000,2000,5000,1000) I, = {1(')'5‘3 titular ativo
,caso contrario

Soocor oo o
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3.8
Modelo estocastico

Os modelos estocasticos sdo mais informativos e capturam ndo somente a
aleatoriedade de acontecimentos futuros, mas também as incertezas nas
suposicdes e processos. Porém, o modelo deve ser parcimonioso porque quanto
maior 0 numero de varidveis estocasticas envolvido, mais complexo sera o
modelo e maior sera o tempo de processamento. Este modelo nos permitira tratar

as probabilidades e a aleatoriedade relacionadas a carteira trabalhada.

3.8.1
Cadeia de Markov

Como foi dito anteriormente, 0s estados que 0s segurados assumem a cada
instante de tempo serdo modelados utilizando cadeias de Markov. Uma cadeia de
Markov é definida como um processo estocastico cujos estados sdo discretos e
possui a propriedade Markoviana. A memoria markoviana indica que os estados
anteriores sao irrelevantes para a predicdo dos estados seguintes, para isto 0
estado atual deve ser conhecido. A cadeia de Markov sera uma sequéncia de
variaveis aleatorias indexadas no tempo. O conjunto de valores que estas variaveis
podem assumir € chamado de espaco de estados. O espaco de estados seréd
representado pela matriz de transi¢cdo. Para o caso de um espaco de estados
discretos, as probabilidades de transicdo de t passos a frente sdo obtidas pelo
calculo da t-esima poténcia da matriz de transicao. Isto €, se Py 4(;) € @ matriz de
transicdo para um passo, entdo P, 4(;) é @ matriz de transigao para a transic&o de
t passos. Desta forma, sejam E;, F;,, G\, H;; , variaveis aleatorias discretas que
representam os estados dos segurados da apdlice i no instante t com dominios
respectivamente definidos por, Ry ={1,..,12},Rr ={1,..,.8}e R; =Ry =
{1,...,4}. Estas variaveis indicam o estado do individuo ao receber o nimero
“um” em determinada componente dos vetores e;, f; ¢, g+, hit, COMO abaixo,

onde k é o niUmero que indica o estado:

Ei..t = k E RE — Ei..t.l.{ = 1 e Ei..t'i k E RE — Ei..t.l.{ = ﬂ

Fi,=keRpef .  =1eF #keR<=f =0
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Cadigo do Coadigo do .
astado . simistro Tipos de estados 12345678 9101112

1 Fim 11
—» 2 Vélido 2

3 Invélido 3

4 1 Invalidez funcional permanente total por doenca 4 1

5 3 Invalidez permanente parcial por acidente 5 1

6 5 Invalidez permanente total por acidente 6|1

7 6 Invalidez permanente total por doenga 711

8 7 Invalidez temporéaria por acidente 8

9 8 Morte por acidente 91

10 10 Morte qualquer causa 10] 1

11 13 Qualquer tipo de acidente 11 1

12 15 Invalidez laboral permanente 12 1

46

G.=keR,eog.,.=1leG,#keR,<g,.,.=0

H.=keRy<h, ,, =1eH, ,#keRy=h, =0

Assim, a evolugdo temporal dos estados E;.,F;., G, H;; ao longo do
horizonte de doze meses serd& modelado por quatro cadeias de Markov
independentes entre si com estados iniciais iguais a valido para todos os

segurados, definidos por:

Eo=Fp=6G,a=H,=2 (3.12)

O numero dois corresponde a linha da matriz de probabilidades de transicéo
que conterd as probabilidades de um individuo valido mudar de estado no

proximo instante de tempo.

Figura 3 — Probabilidades de transicédo do estado valido.

Assume-se que as matrizes de transicao de estado dependem apenas do sexo

e da idade do segurado. Seja:

0, se o sexo for desconhecido
s(i) = {—1, se o sexo for masculino
1, se o sexo for feminino

e d(i) é aidade do titular.

Desta forma, a matriz de probabilidades de transi¢do do titular é dada por

Ps(),a() €nquanto a matriz do conjuge € dada por Qq—s(;,q(i)+ 4s()}» Para respeitar
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a premissa sobre a diferenca de idade dos conjuges. A idade deve ser limitada a
um e para 0 caso em que o titular é do sexo masculino e limitada a cento e vinte se
o titular for do sexo feminino. No caso do sexo ser desconhecido a idade e 0 sexo
serdo genericos para os dois, titular e conjuge. O codigo generico associado a eles
servird de chave para o tratamento dos dados faltante. Nestes casos o cénjuge e o
titular terdo uma matriz de probabilidades ponderadas como veremos ainda neste
capitulo na secdo 3.8.3. A matriz de transicdo do filho é a mesma para qualquer
segurado e é denotada por U. Devido a premissa de que os filhos sdo do sexo

masculino e tém sempre catorze anos para qualquer que seja o titular.

3.8.2
Matriz de probabilidade de transicao de estados

O modelo via cadeia de Markov para titular e dependentes considera cadeias
de Markov independentes uma para o titular, uma para o conjuge e duas para 0s
filhos. Os estados dos individuos sdo associados aos sinistros e dois estados

adicionais foram criados, o estado sem sinistro ou valido e o estado de extin¢do da

apolice denominado “fim”.
Forma geral das matrizes de probabilidade de transi¢éo de estado

A matriz de transicdo possui o (i,j) - ésimo elemento, dado por:

P, = Pr(X,., = j|X, = 1) (3.13)

Esta é a probabilidade de ir do estado i para o estado j em um passo. Assim,
a matriz de probabilidades de transicao de estados do titular, Py q(;), deve
obedecer a seguinte estrutura, onde as células em branco valem zero e as azuis
devem ser preenchidas a partir de tabelas atuariais ou através de outros tipos de

estimativas de uso interno das seguradoras.
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Tabela 8- Matriz de transi¢cio de estados do titular.

Cadigo do Cadigo do

estado sinistro

1 - Fim

Valido
Invélido
Invalidez funcional permanente total por doenca
Invalidez permanente parcial por acidente
Invalidez permanente total por acidente
Invalidez permanente total por doenca
Invalidez temporaria por acidente
Morte por acidente
10 10 Morte qualquer causa
11 13 Qualquer tipo de acidente
12 15 Invalidez laboral permanente

Tipos de estados 1 23 4 56 7 8 9101112

1

0N UAWN
O ~NOUDAWNE
-

0 ~N O UTwE

©
[N

=
o
[N

=
[N
=

=
)
[N

O preenchimento da matriz de probabilidades do titular segue o seguinte
critério:
Fim - O estado um é um estado absorvente, logo ao chegar neste estado ndo ha
possibilidade de transitar para outro estado. Ele sinaliza o fim do processo para a
apolice. Por este motivo com probabilidade um, ele permanece no estado um no
instante seguinte.
Vélido - Dado que o individuo esta no estado dois existe possibilidade de ir para
qualquer outro estado, exceto para o estado invalido, fato que sera explicado a
seguir. Para preenchimento destas probabilidades serdo usadas as probabilidades
de uma tabua de vida para pessoa valida, no caso da aplicacdo desta dissertacdo
serdo usadas probabilidades baseadas na experiéncia da companhia cuja carteira
esta sendo estudada na aplicacdo do modelo.
Invalido - Dado que o individuo esta no estado trés tem a possibilidade de ir para
qualquer outro estado, exceto o estado valido. Este estado foi criado como um
artificio para que ao entrar em qualquer estado de invalidez o individuo possa
passar a ter as probabilidades de transi¢cdo de uma pessoa invalida e ndo mais dada
pela tabua de pessoa valida. Uma vez entrando neste estado de invalidez o
individuo carregara o agravo da ocorréncia da invalidez no seu processo de
evolugdo no tempo néo retornando ao estado de validez no més imediatamente
posterior.
Invalidez funcional permanente total por doenca — dado que o individuo esta
no estado quatro passara para o estado invalido com probabilidade um no periodo
seguinte. E as probabilidades para o proximo estado serdo probabilidades de

invalido.
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Invalidez permanente parcial por acidente — Este estado cinco indica que o
individuo sofreu a perda permanente, mas que ndo comprometeu sua
funcionalidade. Desta forma, o individuo ira para o estado véalido com
probabilidade um para ter probabilidades de valido para selecdo de seu proximo
estado.
Invalidez permanente total por acidente — Ao alcangar o estado seis o individuo
tem o seu contrato finalizado por se tratar de um dano irreversivel e por ser pago
por isto toda a quantia segurada.
Invalidez permanente total por doenca — Da mesma forma que o item seis desta
lista, no caso o item anterior.
Invalidez temporaria por acidente - A invalidez parcial significa que o
individuo ndo esta incapaz de realizar seu trabalho, ou de continuar uma vida
normal. Logo, ele tem as probabilidades de uma pessoa valida para prosseguir na
evolucéo da cadeia de Markov no tempo.
Morte por acidente — Da mesma forma que o item seis desta lista. O fato é que a
morte por acidente é um acréscimo em dinheiro para o tipo de sinistro de morte
qualquer causa. Mas, como pode ser contratada junto ou separado da morte
qualquer causa, ela teve que ser considerada como um tipo de sinistro, estado em
separado.
Morte qualquer causa — Da mesma forma que o item seis desta lista.
Qualquer tipo de acidente — Apdés o recebimento do valor devido pelo
acontecimento do sinistro o individuo retorna ao seu estado valido.
Invalidez laboral permanente — Necessariamente a pessoa passa para 0 estado
de invalido no estado seguinte, para que possa no mMEs seguinte ter as
probabilidades de invalido como base para selecdo do seu proximo estado na
cadeia.

A matriz de probabilidades de transicdo de estados Qq_sq)a)+asq); dO

conjuge segue a estrutura abaixo:
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Tabela 9- Matriz de transicao de estados do conjuge.

Cédigo do Codigo do
estado sinistro

Tipos de estados 1 23 456 7 8

1 Fim 11

2 Valido 2

3 Invélido 3

4 2 Invalidez permanente parcial do cdnjuge por acidente 4 1
5 4 Invalidez permanente total do conjuge por acidente 511

6 9 Morte por acidente do conjuge 6l 1

7 11 Morte do conjuge por qualquer causa 71

8 14 Invalidez permanente total por doenca do conjuge 8| 1

O preenchimento da matriz de probabilidades do cénjuge foi feito seguindo

0 seguinte critério:

1, 2 e 3 - Os estados: fim, valido e invalido ttm o mesmo significado para todas

as matrizes.

4.

Invalidez permanente parcial do cdnjuge por acidente - Como é um
sinistro permanente o individuo fica impedido de receber qualquer quantia no
més seguinte e também passa a ter suas probabilidades de transicdo agravadas
indo com probabilidade um para o estado de invalido.

Invalidez permanente total do conjuge por acidente - Como se trata de
evento irreversivel toda a quantia segurada deve ser recebida finalizando o
contrato para esta cobertura referente ao dependente.

Morte por acidente do cénjuge - Ao alcancar este estado o individuo tem o
seu contrato finalizado por se tratar de um dano irreversivel e por ser pago por
isto toda a quantia segurada. Funciona como um adicional de dinheiro para a
morte qualquer causa. Como pode ser contratado junto ou separado, este item
foi colocado como um possivel estado.

Morte qualquer causa do cénjuge - Ao alcancar este estado o individuo tem
0 seu contrato finalizado por se tratar de um dano irreversivel e por ser pago
por isto toda a quantia segurada.

Invalidez permanente total por doenga do cdnjuge - Como se trata de um
evento irreversivel toda quantia é paga e o contrato é finalizado para esta

cobertura referente ao dependente.
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Tabela 10- Matriz de transi¢ao de estados do filho.

Cadigo do Cédigo do Tipos de estados

estado  sinistro 1 2 3 4
1 - Fim 111
2 - Valido 2
3 - Invalido 3
4 12 Morte do filho por qualquer causa 4| 1

Assim como a outras matrizes de probabilidades de transi¢do de estado a matriz U

dos filhos tem a seguinte estrutura:

1, 2 e 3 - Os estados: fim, valido e invalido ttm a mesma funcdo e 0 mesmo
significado das outras matrizes. O estado invalido permanece para fins de
padronizacdo da estrutura e para que haja possibilidade de uso, em algum estudo

futuro.

4. Morte qualquer causa do filho - E um evento irreversivel. Toda quantia
segurada deve ser recebida finalizando o contrato para esta cobertura.

Probabilidade de sinistros

Seguindo a definicdo da probabilidade de transicdo dada pela formula 3.13
serdo apresentadas nesta secdo as expressdes para as probabilidades de sinistros
para os diversos segurados. Estas probabilidades vdo compor as matrizes de
probabilidade de transicdo Py aqiy, Qu—s(i)ai)+4s@y € U. Vetores da matriz

Py(i),a(i Para o titular:

P{E:.m = 1|En} P{E:.r = 1|Ec} .
Pir = E[E:.r|5u] = 5 = 5 = I:'P;'::"_i'.d(:'}} 1 (3.14)
P{E:.m: = 1|E|}} P{E:'.r = 12|5|}}

Sendo o vetor de probabilidade inicial dado por:

1,,=[010000000000] (3.15)
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Vetores da matriz Qq_s ;)4 i)+ 4s(;)} Para o conjuge:

P{fi,m = 1|FI}} P{Fz',: = 1|FD}
Qie = E[ﬁ,tlpﬁ] = : = 5 =
P{fz‘,r,s = 1|Fﬁ} P{Fz',r = SlFD} (3.16)

' t
= [Q—s(i},d(i}+4s(i}) 1sg
Sendo o vetor de probabilidade inicial dado por:
1,,=[010000000] (3.17)

Vetores da matriz U para o filho:

Plhooy = 1H,)]  [PlH,. = 11H,)
Wie = E[gfsflsﬂ] = E[hi,rlHl}:l = : = ;

52

Ph...=1|Hy}| |P{H,.=4IH,}| (3.18)

= [Uf:]rlhu.

Sendo o vetor de probabilidade inicial dado por:

1., =[0100] (3.19)

O vetor que indica a probabilidade da apdlice estar ativa é dado por:

, (3.20)
pfy = E[I,|E;] = Ple, ., # 1|E;} = 1;1[1:';&'},&(:'}} 1o

Com,

1,=[011111111111] (3.21)
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As expressdes anteriores dependem, segundo o modelo probabilistico
adotado, apenas do sexo e da idade do segurado. Sendo assim, 0s vetores p, qe u
de probabilidades de eventos para os varios sinistros calculados acima, podem ser

expressos por:
Pie = Psiiali) Die = Daclidac() € Uie = Uspiar( (3.22)

Sendo s(i) e d(i) o sexo e a idade do titular da apdlice i, sc(i) e dc(i)
representam o sexo e a idade do cénjuge do titular da apolice i e sf(i) e df(i) o sexo

e a idade dos filhos.
Expressdo Final do Modelo Estocastico

O modelo estocastico apresentado para o total liquido a ser gasto com
sinistros considera que os segurados titulares dentro de cada apdlice e entre as
apolices sdo independentes entre si. Neste caso, vale o Teorema Central do
Limite, o qual estabelece que, sob determinadas condicGes, a distribuicdo da soma
de um grande numero de varidveis aleatorias converge para uma distribuicéo

Normal, ou seja, por aproximacao segue que:

T~N(E(T),V(T)) (3.23)

O Teorema Central do Limite diz que a soma de um numero de efeitos
aleatorios, sem dominancia de nenhum deles sobre o resultado total, produz uma
variavel aleatoria com distribuicdo Normal. Por este motivo a divisdo da base de
dados sera necessaria para que o modelo misto seja testado como alternativa a
aproximacéo pela Normal. Pois, na base inteira existe uma grande diversidade de

valores.

3.8.3
Tratamento para dados faltantes

Para algumas apolices as informagfes de sexo e idade ndo estavam

disponiveis na base de dados. Como a matriz de probabilidades de transicdo de
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estados depende do sexo e idade do individuo para estes casos optou-se por fazer
uma estimativa da matriz. A estimacdo da matriz de probabilidades de transi¢éo
de estados é calculada pela média ponderada das matrizes de transicéo de estados
de todos os sexos e idades que se tem informacdo. Os pesos sdo obtidos pelas
proporcdes observadas na base de dados. Assim, cada matriz ponderada sera

estimada pela seguinte formula:

]3 = Z ﬁropsx,id * Psx,id (324)

sx,id

Ao estabelecer o modelo financeiro e 0 modelo estocastico é possivel
calcular analiticamente a média do total liquido gasto com sinistro, E(T) e a sua

variancia, V(T).

3.8.4
Média do total liguido gasto com sinistro

Utilizando a expressdo de T dada pela formula 3.11, pode-se obter o seu

valor esperado da seguinte forma:

2 v , , , (3.25)
E(T) = ) e ) [elEew) + BEFOEU + GE @i + h)EC) = 1 EC)]
t=1 i=1
Substituindo pelos respectivos valores esperados obtém-se
12 N
E(T) = Z Bt {Z [lepit + blt ql'tpfg + Za;uitpﬁ - Ti’pﬁ]} (3.26)
t=1 i=1

Separando por sexo e idade tem-se:
! ! t
Ci (Psx,id) 1e0 +
12 ! ' t ’ / t
E(T) = Z B bl (Q—Sx,id+4sx) 1f0 1A (PSX,Ld) 180 +
= \ xid | :
t=1  sx=—1,0,1id=0 ieA (sx,id) 2a;(U )1, 14 (Pyy i) 1, —
r 1 ! t
l T 1A (Psx,id) 1e0 J

120
(3.27)
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Onde,

A(sx,id) ={i,s(i) = sxed(i) = id}

Yiea(sx,id) - representa os valores que repetem, parte mais agregada do calculo

55

Como veremos o célculo sera feito na base agregada, pois os perfis de idade

e sexo se repetem na base de dados.

120

12
E(T) _ ﬁt Z Z i€A (—sx,id +4sx)
1

t= sx=—1,0,1id=0

Onde,

Copid = c;
ieA(sx,id)
_ ’
b—sx,id+4sx = bi
ieA(—sx,id+4sx)
! I
sx,id — a;
ieA(sx,id)

QI

rsx,id = L
ieA(sx,id)

Assim, a formula final para a média de T segue abaixo:

’ ’ t
G (Psx,id) 1e0 +
i€A (sx,id)

i€A (sx,id)

ro ' t
LA 1A (Psx,id) 16()
i€A (sx,id)

g,sx,id (P,sx,id)tleo +

! t ! A t
—sx,id +4sx (Q —sx,id +4sx) 1f0 1 A (P sx,id) 1e0 +
5 7 ! ! A t
2a sx,id (U )t 1g0 1y (P sx,id) 160 -

- t
! ! !
r sx,id 1 A (P sx,id) 190

bl’ (Q,—sx,id+4sx)t 1f0 1.;1 (PS’x.id)t 130 +

’ ' ’ ' t
zai(U )tlgo 1A (Psx,id) 180 -

]
I
I

(3.28)

(3.29)
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3.85
Variancia do total liquido gasto com sinistro

Utilizando a expressdo de T dada na formula 3.11, obtém-se:

V(T) = E(T?) — u}
V(T) = E(T?) — E(T)?

Definindo:

ylft = [elft’litfi;'Iitglit’lith;t'lit]
.3’ = [,31;32' ---',312]

w; = [c;, b, a;, 0,17

Segue que se pode reescrever T e a sua variancia através das seguintes

expressoes:

Juny

2

Bt

(3.30)

~
Il

N
Z[Ci’eit + bg]citlit + a; it + hi)lie — rillit]
=1

~
Il

[uy
—

o~

[unN
N

N

Bt W; Vit
i=1

T

[unN

t=

N 12
v =) (Z ﬂtwi’yit>
t=1

i=1

Assim, a formula final para a variancia de T é dada por:

120 12 12

2=rm= Y YD wiew) Y Y pivec(sE) (3.31)
t=1s=1

sx=—1,0,1id=1i€A(sx,id)

Utiliza-se a seguinte propriedade do operador VEC:

vec(ABC) = (C' ® A)vec(B) (3.32)
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55D = B (i = EQi)) (s = EQis)) Isx(0) = sx,1d(0) = id, € = 1,

Dit

Elyie|sx() = sx,id(i) = id, e;p = 1,,] = Z"; (3.33)
Uit

Ely,y,lsx(i) = sx,id(i) = id,e;o = 1,,] (3.34)

onde, =% ¢ a matriz de matrizes de variancia e covariancia entre os

estados dos segurados.

Mo bax,id) (zx.id) E(sx,:‘d} (z2,id) (zze,id) 1
.68, 5.5 a.f .63 3.t gl t.s a.lt.=
(zx,id) (zz,id) (za,id) (zx,id) v (zz,id)
feit.= f.f.ts fagit.s Fiht.s Fdits

Elr:;x,id} — E;s':,:i} g':rs‘:ii} E;S;ii} ;s'gii} E;ixi:'} (335)

(zx.id) (zx,id) ¥ (zx,id) (=x,id) (zx,id)
h.et.= .t h.g.t,2 h,ht.= hAIt=
(sx.id) (sx,id) T (sex,id) (sx.id) (sz,id)

L™ la.te Lf.t=s Lg.ts Lh.t.= Itz A

Os elementos desta matriz sdo as matrizes que serdo calculadas na secédo
3.8.6 a seguir. Como foi exposto acima para o calculo da variancia foi necessario
utilizar o produto de kronecker e uma propriedade do operador VEC, por este
motivo as sec¢des abaixo buscam esclarecem a funcionalidade destas ferramentas

no célculo da variancia. Ferramentas importantes utilizadas:

=  Produto de Kronecker
= Operador VEC

O produto de kronecker, ou tensorial é uma ferramenta Gtil que permite
juntar espacos vetoriais para formar espacos vetoriais maiores. Suponha que A é
uma matriz m x n e que B € uma matriz p x g. Entdo a representacdo do produto

de kronecker entre elas € a seguinte
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13 B3z B1n
A= ‘1::1 U3z ﬂ’IZn
ﬂ":*:rll a’m: a’mn
a1 F  a,B ., B
5 a..-B .. a, B
A®B= 1 T . (3.36)
a..8 a..F .. a,.B

O VEC é um operador que retorna o vetor obtido pelo empilhamento das
colunas da matriz X uma acima da outra. Este operador permite um pré-célculo

dos produtos cruzados por sexo e idade para o calculo da variancia.

3.8.6
Matrizes de covariancia e probabilidades conjuntas

Nesta secdo serdo apresentadas as matrizes de covariancia que serdo
utilizadas no célculo da variancia como vimos na se¢do anterior, suas derivaces
estdo no anexo 8.1. Estas matrizes vao por sua vez depender de um conjunto de
probabilidades conjuntas envolvendo estados dos segurados. As variaveis de

interesse sdo:

¥

V=l wlef o 18 o Lt 0 1] (3.37)

Deve-se observar que, fora o primeiro elemento, correspondente ao vetor de
estado do titular, os demais elementos estdo sendo multiplicados pela variavel
indicadora de vigéncia I;,. Lembrando que isto ocorre porque estes elementos
dependem da apdlice estar ativa para serem contabilizados. As matrizes de
covariancia a seguir estdo apresentadas para uma dada combinacdo de sexo e
idade do segurado. Para simplificar a notagédo, os desenvolvimentos serdo feitos

omitindo os sobrescritos sx e id. Veja a linha de raciocinio com a figura abaixo:
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Figura 4 — Matriz de matrizes de variancia e covariancia.

e f g h I
yEEETA] [zx.id) [=x,id) E [=x.id) (=i d_:ll'
e EEJLLSJ Eauﬁrﬁ' Eﬂﬂms x
f (zz,id) sx,id) =x,id) (zx,id) v (zx,id)
foets f.f.t.= faa.ts foht.s f.lt.s
g (sx,id) T (sx,id) [=x,id) 0 [=x.id) [=x.id)
g.8.L.s g.f.bs g.9.0.5 g.h.t.s a.lLts
(zx,id) (zx,id) (zx,id) (zx,id) (zx,id)
h T, z ) £ Dy
,[' M- h fit.s hagit.s
(sx,id) (sx,id) (sex,id) (zee,id) \=x,id
z z z z
L= [.8.t.5 I f.t= Ig.t.= Lh.t,2

Deve-se calcular a matriz acima. Como se trata de uma matriz simétrica,
basta calcular as expressdes para as matrizes em destaque, pois as matrizes nao
destacadas sdo obtidas pela transposta de sua correspondente matriz destacada.
O célculo das matrizes com mais detalhes pode ser visto no Anexo 8.1. Apds 0s
devidos célculos as matrizes correspondem aos resultados que sdo mostrados a

sequir.

1. Covariancia entre os estados do titular nos periodoste s

Este resultado ¢ obtido utilizando a defini¢do de covariancia e a informacéo
do estado inicial do titular, portanto tem-se que:

(meid) _
EE_.EEI_.;,.S' = EEl_.EI_.f_.S'
EE,E_.t_.S' = E{[E:’r - E[eit]][eis - E[Eis]]ﬂleil} = 19,:.}

= E{(Efr_ Pi e —pis) e = 15:-}

Ao desenvolver esta expressdo chega-se a formula final para qualquer

periodot,s=1,2,...,12, que é dada por:

le—sl .,
Ea,a,r,s = [:'Pllsfz'},ri '::'}) dlﬂ'g [pi,mln -:r,s-}) - pirpais (338)
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2. Covariancia entre os estados do titular e do conjuge nos periodoste s

Este resultado é obtido utilizando a defini¢do de covariancia e a informacéo
do estado inicial do titular e do cénjuge, portanto tem-se que:

E'isx,id:l —
af.ta T Tefits

Ea,f,t,s = E{[eit - E(Eirj][fisfés - E('{isf:isj]Jleil} = 1an’fil} = 1f,:.}

= E{[eir _pz’t] [Iz'sfis - [piqig]]!lem = 19.-,’fil} = lfn}

Ao desenvolver esta expressdo chega-se a formula final para qualquer

periodot,s=1,2,...,12, que é dada por:

—= 0 0
(Fire0) [0 fapoay | Ped'ss — PPl e £ 25
EEJ’:’S _ =L i 0 lelj_xli} iz g itHiz iz (339)

. -t .
diag(p;.) [P"S(E},ﬂ'(i}) 1,9 — p.Pag ,set<s

3. Covariancia entre os estados do titular e dos filhos entre os instanteste s

Este resultado € obtido utilizando a definicdo de covariancia e a informagéo

do estado inicial do titular e dos filhos, portanto tem-se que:

(sx.id)
Eﬂfg,;,s = E{[Eit_ E[Eitj] [[isgis - E[Iisgis:]]aleil} = 1anlgil} = 1gn}

(sx,id)

Eﬂ:q:,:,s = E{[eit - E(eitj]['{ishis - E(Iishz'sj]llleiﬂ = 15:'; hﬂ} = lhn}
(meid) _ olsxid) _ _

E:_;:'ﬁ - :;:,ti,s - EEI,Q';E';S - Ea,h,r,s

Es,g,t,s' = E{[eit _pit] [Iisgis - E('{isgis:]]“leiﬂ = 19,:,132'[!' = 15,:,}

Ao desenvolver esta expressdo chega-se a formula final para qualquer

periodot, s =1,2,...,12, que é dada por:
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0

t—= [0
N (PJs'if},d'if}) [n [I:H_ﬂi}

' Al
]pisu s — PPzl o ,5€ L = 5
g.g.t.s

5 (3.40)

, F—t
filﬂ-g (pzt:] (Pagl:i:l_ldﬁ}) 1Au|l iz pitpiu“is e t==s

4. Covariancia entre os estados do titular e a variavel de vigéncia entre os
instanteste s

Este resultado € obtido utilizando a defini¢cdo de covariancia e a informagéo

do estado inicial do titular, portanto tem-se que:

(sa,idl)
Esj;fris = E{[eir - E(eirj]['{g - E(Iisj].lleﬂ} = 15:-}

Lelts = E{[eit =Pl —E( )] ey = 199}

Ao desenvolver esta expressdo chega-se a formula final para qualquer
periodot,s=1,2,...,12, que é dada por:

[0 0
_ (P’s-:e},du:a})”[u I

= 11x11
.tz I )

1

]pis - P:‘:Pf_lq ,set =5

£ (3.41)

' =
diag [pit][PFS':ild 'i:'}) 1, —puph set<s

5. Covariancia entre os estados do conjuge entre os instanteste s

Este resultado é obtido utilizando a definicdo de covariancia e a informacéo
do estado inicial do titular e conjuge, portanto tem-se que:

,id ’
2D = E{[1, fie — EQu fi)lllis fis — Eisfi)) lewo = Loy, fio = 15,

% s = E{Licfie — Pl QielLis fis — Piadis]'leio = Loy fio = 15, }

Ao desenvolver esta expressdo chega-se a formula final para qualquer

periodot,s=1,2,...,12, que ¢é dada por:
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0

(11x11)

[z—t]

[l
1’ [:FJS-I :d) - [ I

d[.ﬂ,g [qzmm'tﬁ}) pth:tpzsq iz

:| Biminit.s) (Qa—sl:i:',ﬂ' ':i:'+43':i:')

EfJerﬁ = (342)

6. Covariancia entre os estados do conjuge e dos filhos entre os instantes
tes
Este resultado € obtido utilizando a defini¢cdo de covariancia e a informagéo

do estado inicial do titular, conjuge e dos filhos, portanto tem-se que:

(zx.id)
e = E{llicfie — EUie fi)llliegie — E(iegis)) €0 = Lays fio = 15 910 = g,

(ax.id)
Efj':;;ls = E{[firfir - E(firﬁr}][fishzs E(fzshzs}] |€ o — 15,:,:}::‘.[!' 1;’,:,: IP1:[!' 1?1,:._]

(exid) _ o (=xid)
Ef,g,rﬁ - Ef Rt.5 Ef,g,r, Ef,h,r,s-
(sxid)

200 = E{[liefie — EUief)llhiagis — EU1sg:)) |&io = 1oy, Fio = 1100 Gi0 = 1)

Ao desenvolver esta expressdo chega-se a formula final para qualquer
periodot,s=1,2,...,12, que é dada por:

|e—s] [0 0

I[l:l.xll}] Pimin(es) q:r p:rq:rp:s zs (343)

Efg,rﬁ = 1'] [P =il ri't]')

7. Covariancia entre os estados do cdnjuge e a variavel de vigéncia entre 0s
instanteste s

Este resultado € obtido utilizando a definicdo de covariancia e a informacéo

do estado inicial do titular e conjuge, portanto tem-se que:

565D = B{[1 £ — E(ef)llle — EUV le = 1, ,fio = 1, )

Efaf:fﬁ' = E{[Iﬂ' it _piqzt] [Iz_q' pgg] |e:|} En’ffD = 1f|:|}
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Ao desenvolver esta expressdo chega-se a formula final para qualquer
periodo t, s = 1,2,...,12, que é dada por:

0 0

0 f,:mn}]rﬂe,mmu:r,ﬂqef — PirQicPis (3.44)

|-z
Zrres = 14(Poam) [

8. Covariancia entre os estados do filho entre os instantes te s

Este resultado é obtido utilizando a defini¢do de covariancia e a informacéo

do estado inicial do titular e dos filhos, portanto tem-se que:

(sxid) _ _ —
Egi;;:'_.s - E{[ffrgfr — E(1;9:)11i9: — E(11.9::)] o = lsnrﬂm - 15:,]‘

22 = E{[l by — EUch ) Lohy, — E(h )] e =1, by = 1, }

hhts iz' iz

E':sx,iri} — E':S-‘m'ﬁ':' =7 =7

'g.8.t.5 Rt 'F.g.t5 ~ “hhts

Ligis — E{[[itgir — E(1 i) 1ie8ie — E(1128::)) ep = 1an’gil} = 1gn}

Ao desenvolver esta expressdo chega-se a formula final para qualquer

periodot, s =1,2,...,12, que é dada por:

0 0
0 Topan

[e—azl
Lyges = 14 (P'i2) ) [ ]Fi_min 0 WD diag(u; min o) — puapiu’, (3.45)

9. Covariancia entre os estados dos filhos entre os instantes te s

Este resultado é obtido utilizando a definicdo de covariancia e a informacéo

do estado inicial do titular e dos filhos, portanto tem-se que:

(=xid)
E;;;i = E{[fz'rgz'r— EU:‘:Q:':}] ['Fz'sh'is_ Efffshis}]wem = 1%:.&?:‘5 = 1gnihi[!' = 1?::.}

Ao desenvolver esta expressdo chega-se a formula final para qualquer

periodot,s =1,2,...,12, que é dada por:
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0 0

0 f.:lj_xllj]pf'*min'ir,s}uiru!ir_Pféufrpiu“fs (3.46)

[t—sl
Lohts = 1 [:F Fsliz'},r:!'::']') [

10. Covariancia entre os estados do filho e a variavel de vigéncia entre os
instantestes
Este resultado € obtido utilizando a defini¢cdo de covariancia e a informagéo

do estado inicial do titular e dos filhos, portanto tem-se que:

(=x,id) _ _ _
Zorts = E{[firgir — E(1,. 9,11, — E(TI, )] ey = 1,90 = 1gn}
(ox,id)
Ehi:.tjg = E{[Iithit — E(Ih )L — E( )] eyg = 1. hig = 1;':,,}
Elisx,id} _ El:s'x,z'd} =7

glts — “hilts gl.tas T Eh,f,r,s

Eoles = E{[Iirgir —E(lg: )1, — E(I)] ey = 1an’gil} = 1g:,}

Ao desenvolver esta expressdo chega-se a formula final para qualquer

periodot,s=1,2,...,12, que é dada por:

4] 0

[t—sl
Eg,f,r,g = 1".4 [P"jiz’},d(i}) [ﬂ Il'l:l_:rlljl

:| Piminies) Wi — pﬁ-uirpg (347)

11. Covariancia entre as variaveis de vigéncia entre os instantes te s

Este resultado € obtido utilizando a definicdo de covariancia e a informacéo

do estado inicial do titular, portanto tem-se que:

Jid /
z:1(,81),2,[5) = E{[liy = EU;)1[lis — E(Ui)] |eio = 1e, )

(sx,id) __
Xiids = XLlts

Sires = E{[li = EQi)[Ls — E(Ii)] e = 1, }

Ao desenvolver esta expressdo chega-se a formula final para qualquer

periodot,s=1,2,..,12, que é dada por:
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= [0 0 (3.48)
s = Va(Planacn) [ﬂ I.f1u11"-]p"'mi“':”} ~pipi

3.9
Modelo Paramétrico

O modelo paramétrico corresponde a utilizacdo do modelo financeiro e do
modelo estocastico pressupondo a aproximacéao da distribuicdo do total gasto com
sinistros pela distribuicdo Normal. A média, variancia e matriz de variancia e

covariancia sdo calculadas como demonstrado na secdo anterior.

T~N(E(T),V(T)) (3.49)

3.9.1
Célculo do capital minimo requerido utilizando o modelo paramétrico

Ao atribuirmos uma aproximacéo pela Normal para a distribuicdo do Total
liguido de gasto com sinistros é possivel obter o capital minimo requerido
calculando o quantil desta distribuicdo. O Capital Minimo Requerido é obtido

utilizando a formula abaixo:
CMR(a) =pu+z(a) xo (3.50)

Onde, u=E(T) e o?>=V(T). E necessario fazer uso da tabela da
distribuicdo Normal para obter os valores criticos segundo os valores de alfa. O
valor de alfa que serd utilizado na ilustracdo sera 0,001.

3.10
Modelo Misto

Um modelo deve considerar diversas situag¢fes futuras as quais a companhia
poderd passar. Cada uma dessas situagdes é chamada de cenério. Esses cenarios
podem ser determinados a partir de um processo estocastico que captura a

incerteza e a variabilidade dos riscos modelados, ou a partir de situacdes criticas
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deterministicas baseadas na experiéncia da companhia e em julgamentos

subjetivos.

O modelo misto é a composi¢cdo dos dois métodos 0 método paramétrico e o
método ndo parametrico. Portanto serd utilizado o modelo financeiro, o0 modelo
estocastico e a simulacdo paramétrica para obter através da convolucdo dos dois
métodos a distribuicdo do total liquido do gasto com sinistro e o capital minimo
requerido calculando o quantil desta distribuicdo. Como foi visto anteriormente, a
base de dados foi dividida em duas partes. A parte que poderia ser modelada
seguindo o teorema central do limite, e a parte dos possiveis valores extremos. Os
individuos que podem apresentar sinistros muito altos tiveram a vida de um ano
simulada més a més. Assim, a varidvel T, total liquido gasto com sinistro, do ano
pode ser contabilizada a cada simulacdo. Através da qual se tornou possivel obter
o grafico do comportamento da frequiéncia absoluta desta varidvel. Como sera
observado no capitulo 4. Assim, ao obter o comportamento da variavel total
liquido gasto com sinistro das duas partes da base de dados pode-se entdo obter a
distribuicéo final desta variavel. Para ilustrar o método segue a figura abaixo:

Figura 5 — Modelo misto.

t é o Capital Minimo Reauerido Aproximacdo Normal das

apolices de “baixo custo”

F(t) = PX+Y <t) e /

t"é obtido por uma busca néo linear

Simulacéo de Monte

N
i 1 t"—x;,— U Carlo das apolices
F(e) = ﬁz [(DY ( o )] =1l-a de “alto custo”
i=1
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3.10.1
Divisdo da base de dados

Ao aplicar o Modelo Misto pretende-se explicar de forma mais minuciosa o
comportamento da cauda da distribuicdo do total liquido do gasto com sinistro.
Para tanto a base de dados deve ser dividida em duas partes. A base de dados
tratada e unificada conforme a secdo 3.1 sera dividida em dois grupos: grupo das
apolices de “baixo custo” e grupo das apolices de “alto custo”. Lembrando que as
nomenclaturas correspondem ao possivel custo futuro destas apdlices para a
seguradora. O grupo das apolices de “baixo custo” deve ser formado pelos
individuos nos quais pode ser aplicado o Modelo Paramétrico, ou seja, 0 modelo
em que para a soma das variaveis aleatoria vale o Teorema Central do Limite. O
grupo das apolices de “baixo custo” deve ser formado pelos individuos que
apresentam valores mais discrepantes de capital segurado e que podem causar
valores extremos, estes individuos serdo modelados por simulacdo. Nesta secao
pretende-se explicar como foi escolhida a forma de dividir a base de dados
visando a aplicacdo do Modelo Misto.

Os dados provenientes de seguros e institui¢es financeiras, de uma forma
geral, ndo apresentam um padrdo de normalidade. Esses desvios sé&o
caracteristicos de eventos extremos, com baixa probabilidade, mas que tém grande
importancia numa analise financeira. Esses eventos, concentrados nas caudas das
distribuicbes embora ocorram com baixa probabilidade podem gerar grandes
prejuizos. Desta forma, visando uma melhor compreensao do risco foi observado
0 comportamento da soma dos capitais segurados unitarios por individuo. Sabe-se
que um percentual do capital segurado sera o valor pago por sinistro. Assim, a
idéia € observar como se distribuem estes valores dentro da carteira. Como se
pode constatar na figura abaixo e melhor na tabela onze a grande parte dos valores
possiveis de sinistro estdo concentrados até aproximadamente 90% dos casos, 0

que significa que até um possivel valor de corte seria R$165.308,00.
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Figura 6- Frequéncia acumulada do valor da soma do capital segurado por

. .,
individuo.
110,00
90,00
70,00 -
50,00
30,00 -
10,00
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Pode-se observar no grafico acima que a curva para a freqliéncia acumulada
se tornar 100% ou bem proximo de 100% pode ser considerada como iniciando
em aproximadamente 90%. Isto significa que os 10% de individuos acima da
curva sdo os candidatos a possiveis valores extremos. Estes seriam os individuos
cujo comportamento ndo permite a aplicacdo do Teorema Central do Limite.
Desta forma, supde-se que ao dividir a base em aproximadamente 90% e 10%
pode-se se observar melhor o comportamento da cauda da distribuicdo do total

liquido gasto com sinistro.
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Tabela 11- FreqUéncia acumulada.

Bloco  Frequéncia % cumulativo
- 2 0,00%
33.061,60 137.590 54,62%
66.123,20 46.931 73,24%
99.184,79 22.011 81,98%
132.246,39 13.885 87,49%
165.307,99 7.083 90,31%
198.369,59 4.385 92,05%
231.431,18 3.047 93,26%
264.492,78 3.904 94,80%
297.554,38 1.756 95,50%
330.615,98 1.316 96,02%
363.677,58 1.840 96,75%
396.739,17 716 97,04%
429.800,77 845 97,37%
462.862,37 753 97,67%
495.92397 593 97,91%

69

Na figura abaixo estdo representados somente os valores menores que 0

ponto de corte. Ha a possibilidade de ter a idéia de como a freqliéncia absoluta de

capital segurado por individuo se distribui. Isto representa até aproximadamente

90% dos casos na hase de dados.

Figura 7- Distribuicio dos valores menores que o ponto de corte.

x 10

12

4

Histograma dos possiwveis valores de sinistros < 165308

x 10°
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Neste trabalho dois modelos serdo comparados, o modelo paramétrico que
sera aplicado na base toda e 0 modelo misto que sera aplicado na base dividida.
Esta divisdo deixara 90% dos individuos em uma base que sera chamada de
apolices de “baixo custo” e 0s 10% da cauda em uma base chamada apdlices de
“alto custo”. E importante lembrar que as duas juntas formam a base toda. Na
base de apolices de “baixo custo” sera utilizado o modelo paramétrico com a
aproximacdo para a distribuicdo Normal. J& na base de apolices de “alto custo”
sera aplicado o modelo ndo paramétrico utilizando o método de simulacdo de
Monte Carlo. A seguir pode-se observar que os individuos que formardo a base de

apolices de “alto custo” apresentam as seguintes frequiéncias absolutas:

Figura 8- Distribuicdo dos valores maiores que o ponto de corte.

x 10  Histograma dos possiveis valores de sinistros >= 165308

2 T T T T T T T T

1.8 7

1.4 ]

0.6 ]

0.2 T

x 10°

Ou seja, nesta analise ha uma estrutura na cauda que possivelmente pode ser
explicada, que ndo fica visivel graficamente ao observar os dados todos juntos.
Logo, espera-se que 0 modelo misto consiga captar estes comportamentos melhor

gue o0 modelo paramétrico.
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3.10.2
Célculo do capital minimo requerido utilizando o modelo misto

Uma vez dividida a base de dados a parte da base de dados de apdlices de
“alto custo” sera modelada por simulacdo e na parte das apdlices de “baixo custo”
sera aplicado o modelo paramétrico. A simulacdo paramétrica, utilizando Monte
Carlo para as apodlices de “alto custo”, consiste em simular a vida dos individuos
no periodo de um ano, més a més. Desta forma a variavel total liquido gasto com
sinistros pode ser contabilizada a cada simulacdo tornando possivel obter, ao final
de 10.000 anos simulados, a distribuicao do total liquido gasto com sinistros para
estes individuos.

Nesta etapa existem duas distribuicdes para o total liquido gasto com
sinistros, a distribuicdo obtida pelo método paramétrico para as apdlices “baixo
custo” e a distribuicdo obtida por simulacdo de Monte Carlo para as apolices de
“alto custo”. Para transformar as duas distribuicbes em uma Unica distribuicéo
vamos supor Y sendo a distribuicdo obtida pelo método paramétrico, cujo total
liquido gasto com sinistros pelo Teorema Central do Limite segue uma
distribuicdo Normal, e X a distribuicdo obtida pelo método ndo paramétrico de

simulacdo de Monte Carlo. A distribuicao final pode ser obtida da seguinte forma:

F(t") = P(X +Y < t)

N
P(X+Y>t*):ZP(X+Y>t*,X=xi):
i=1

N N

=Zp(x+y > t%|X = x)P(X = x,) =ZP(xi Y > tOPX = x;) =
i=1 i=1

EN:P(Y >t" = x)P(X = x;) =§: [1 - ¢($)] PX =x)
i=1 i=1
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Assim, dados os x; valores da distribui¢do do total gasto liquido gasto com
sinistro (T) obtidos por simulagdo, a esperanca [ e 0 desvio padrdo ¢ que foram
achados no modelo paramétrico é possivel achar o valor de t”. O valor de t~ deve
ser tal que respeite a probabilidade a do capital minimo requerido para solvéncia
ser maior que o valor t~ obtido. Implicito neste calculo esta o conceito do VaR.
Assim, sabendo que:

N

F(t") =%Z¢(u) —1-a (3.51)

T
i=1

O valor de t, que corresponderd ao valor do capital minimo requerido
necessario para garantir a solvéncia da carteira no periodo de um ano, para cada o
é determinado através de uma busca ndo linear baseada no método da bisseccédo
como pode ser visto no apéndice 8.2. Através do calculo da probabilidade
podemos variar 0 t” a ponto de encontrar o valor que satisfaca a condic&o acima.
Achado o valor t para um alfa pré-determinado sera feita uma analise de
sensibilidade onde o valor do capital minimo requerido sera calculado variando os
cenarios com taxa de juros diferentes, 0 que dara a sensibilidade do modelo
perante a varidvel macroecondmica. Em seguida a analise sera feita ao simular
diferentes cenarios para a variavel persisténcia, que influencia na probabilidade de
fim da apdlice no ano. Estas analises e seus resultados serdo expostos no capitulo

seguinte onde sera feita uma ilustracdo do modelo proposto.
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