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Anexos e Apéndices

8.1
Calculo da matriz de matrizes de variancias e covariancias

Variaveis de interesse:

Vie = [e,itrlitf,itrlitg,itiIithlitﬂlit]

e f o] h I
e S ST RS S RS
froojgbre pSm) gl i) g
g |z sz B B ESHD
h|sfrior glrid) glxia) pEam) FxD
[ [l ylra gonid) gty peem)

24D = Ble, — E(ei)]les — Eeis)]lero = 1oy}

ng;:i) = E{le;c — ECei)llisfis — EUisfi))'lei = ey, fio = 15, )

ngg,}if? = E{le; — E(ei)l[lisgis — EUi59:)] e = 1oy, gio = 1y,
Zf(fsf)lctl? = E{leq — E(ei)]lishis — E(Iishis)) leo = 1eg, hig = 11}

,id '
280D = B{ley — E(ei)][lis — EUi)] e = 1o,

id ’
Z}fﬁés) = E{[Iitfit - E(Iitfit)][litfit - E(Iitfit)] lejo = 1e0ffi0 = 1f0}

id ’
Z}f;,tl,s) = E{[lie fir — EUie fi)lllis Gis — Eis9:5)] leio = Loy, Gio = 1,
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Z,E,S;,}ii) = E{[lit fi — E(ie fi)lllis9is — EUisgis)) leio = Legs Gio = 1g,
Z,ES;T;Z) = E{[li¢ fi = E(ie fi)lllishis — EUishi)leio = Loy hip = 14, }
Z}E’S;ft’ff) = E{[li¢ fi = E(ie fi)lllis — EUi)] leso = Loy, fio = 15}

Zéﬁ;:é? = E{[ligit — EUsx9:)isGis — E(Uis9i)) leio = 1o Gio = 14}
Zéfﬁ:é? = E{[li9i — EUie gic)Wlishis — EUishis)) leio = Loy, Gio = gy, hio = 1, )
Z;Z;g) = E{[licgic — EUsx9i)1[lis — EUi)] leio = Leys Gio = 14, }

Z;(lszzds) = E{[Iithit — E(Iithi)Uishis — E(Iishis)]'leio = 1y, hio = 1h0}
Z;(ls:;c,'t{z) = E{[lichi — EUichi)1lis — EUis)] leio = 1og, hio = 1n, }

,id '
£89D = (1, — EU) s — EUi)] leio = 1o

1. Covariancia entre estados do titular nos periodos t e s:

Z(sx,id) =y

eet,s ee,t,s
Zeets = E{[eit — E(eir)]leis — E(eis)]'leio = 130}
= E{(eix — pic)(eis — pis)'leio = 190} =
= E{(eitelis) — (exD'is) — (pice'is) + (Pup'is)|en = 1e0} =
= E(ee'islen = 1e,) — E(eixd'isleio = 1e,) — E(pice'isleio = 1e,) + E(pied'isleio = 1e,) =
= E(eie'isleo = 1e0) — E(exle = 1e0)p’is —piE(e'isleio = 1e0) + DieD'ss
= E(eite,isleio = 1e0) —PitP'is — DieD'is + iel'is
= E(eite,isleiO = 190) — PieD'is
O célculo desta esperanca depende das relacdes entre t e s, que pode ser
t=s, t>s ou t<s. Como as probabilidades devem evoluir no tempo, deve-se saber a

relagdo entre os estados no decorrer dos meses. Se t=t observa-se a relagdo entre

0s estados em um mesmo instante de tempo, ou seja, em um mesmo més.

+ t=s
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E(eife,ifleio = 160) = {P(eitk =1l ey = 1lep = 160)}k,l
B {P(ewx = Lew = 1le = 190)}k,1 =0,sek #1

E(eqe'iclen =1
(eieeicle ° P(ewr = lleig = 1o,), € k = 1

Em um mesmo instante de tempo, apenas um estado recebe um, apenas um

estado ocorre por unidade de tempo. Logo,

E(eite,itleio =1,)=

I[ Plei1 = 1le;p = 1e,} Pleis =1,e42 = 1leig =1y} .. Plews = 1,012 = 1leo = 1e0}]|
| Plew, = 1, eitl.: 1le = 1.} Pley, = 1.|ei0 =1,} o Plewa =1, eitlZ. =1lep = 1e0}|
lP{eitlz =141 =1le = 1o} Plejiz = 1z = 1legg = 1¢} Plej1, = 1ley = 1,,} |

E(eite’itleio = 1e0 =

[Pleir = 1ley = 1, 0 1
| 0 Plews = 1le = 1o,} - 0 |
l 0 0 v Plewin = 1leyp = 160}J
pier 0 .. 0
E(eie'iclein = 1q) = O pi5t2 0 = diag(p:)
0 0 .. Dirz

O comando “diag” ¢ o comando que coloca o vetor argumento, no caso

pit, ha diagonal principal de uma matriz diagonal.

+ 1>S

E(eite’isleio = 1e0) = {P(eitl =1, em = 1llep = 1e0)}

E(eite,isleio = 1e0) =

Lm

I[P{em =1les =1le =1e) Plews = 1esz = 1eg =1} ... Plews = 1,512 = 1lejo = 1¢,}
| P{eitz =161 = 1lleyg = 1e0} P{eitz =165 = lep = 120} P{eitz =1, €512 = llep = 190} |

[P{eitlz =165 = 1lep = 130} P{eitz =165 = 1]ey = 120} P{eitlz =1e512 = 1ley = 190}
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a;; Q2 . A1712
a, Q2 ... Q212
’ _ _ ) ) )
E(eite is|€io = 1e0) =1 : : : :
Q121 Q122 -« Q1212

aim = {P(eitl =1, €ism — 1|ei0 = 190)}

ILm

Lembrando que:

P(A|B) = P(A N B)/P(B)
P(A; N A; N A3) = P(A))P(A3]A1)P(A3]A1 NAy)
Aim = P(eitl =1 e =1,69 = 190)/P(ei0 = 1e0)

al,m = P(eitl = 1|eism = 1' €ip = 1e0)P(eism = 1|ei0 = 180)P(ei0 = 1e0)/P(eiO = 180)

Qm = P(eitl = 1legnm = 1,6 = 1eo)P(eism = 1le; = 1e0)

Pela propriedade de Markov:
Aim = P(eitl = 1|eism = 1)P(eism = 1|ei0 = 1e0)

Onde,

/ ' t—s
P(eitl = 1|eism = 1) =1 l(P S(i),d(i)) I

" — € ovetor (1x12)que recebe 1 nal — ésima posicao e zero nas demais.
1,, — é ovetor (12x1)que recebe 1 na m — ésima posicéo e zero nas demais.

(P'S(l-)'d (l-))t_s — Matriz de probabilidades de transi¢do de estados do tempo s para o tempo t.
t—s _ : . . .
1/ (P ’S(i)_d(i)) — Seleciona a linha de probabilidades cujo estado seral em t.
e t—s . . -
1 l(P S(i)’d(l-)) 1,, — seleciona a probabilidade de transi¢io do estado m para

o estado | ao mudar do instante s para t. Ou seja, seleciona a componente (m,l) da

matriz.
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P(eism = 1|ei0 = 160) = 1,m (Pls(i),d(i))s_oleo

Esta probabilidade é o elemento (m,2) da matriz (P’ 4) -

E(eye'islen =1p,) = (P’s(i),d(i))t_sdiag(pis)

+ t<s

=F (eite’isleio = 1e0) =

Usando a propriedade: E,, [E,, E(X|Y)] = EX) = X, EX|V)p()

Portanto, chamando X = e;.e'i; e Y = ejy temos:

12

z Eleye'isleqwx = 1lp(e, = 1) =

k=1

ple, = 1) =1';p

Indica que a linha do estado k do vetor de probabilidades p;; é que recebe um.

12

= z Eleye'isleiwx = 111kp; =
k=1

Em E[ey.€e's|ewx = 1] 0 e deixa de ser variavel aleatoria, pois ja tenho
informacdo sobre qual estado k receberd o namero um, ou seja, qual estado
ocorrera no tempo t. Entdo, ja é possivel representa-lo por um vetor do tipo 1,
para selecionar este estado, como pode ser verificado a seguir. Lembrando que o
vetor 1, é um vetor (12x1) que possui “1” na k-eésima linha e zero nas demais.

1, € um vetor indicador de estado.
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12

= > LEleslew = 11ipi =
k=1

Ele slew = 1] =

’ s—t_,
= [P(es1 = lley =1) ... Plesiz = e = D1 = (Pswawy) 1k
12
’ s=t_, 4y
= z L.(P'syawy) Vil'ypi =
=1

’ s=t_, .y
11(P s(i),d(i)) 111 i

.S—t
147 (P,s(i),d(i)) 11211205

Para multiplicar por cada linha o elemento k correto, basta colocar as
probabilidades p;y como valores de uma matriz diagonal e multiplica-la. Ou seja,

colocar o vetor p;; na diagonal principal desta matriz.

1 (P,s(i),d(i))s_t 14

= diag(p;) ,
r r S—
12(P'swam) iz

1 (P,s(i),d(i))s_t 14

Como € um escalar posso trocar a ordem para

112 (P,s(i),d(i))s_t 147

arrumar o calculo.

[ s—t

11(Pswam) L

= diag(pit) 5 N
1 1 S—

1'12(P'sram) 112

. 14 s—t

= diag(pi)| (Pswam) =

(17,
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1’
[ : | é uma matriz identidade, logo,
1,12

. , s—t
= diag(@i)(P'sw,a))
Assim,
, t—s .. !
e s = {(P sam)  diag@is) —pep'is set >
e,e,t,s

diag(pit) — pup'ir,s5e t =5

A férmula final para qualquer periodo t, s = 1,2,...,12 € dada por:

[t=s| ,.
z:e,e,t,s = (Pls(i),d(i)) dlag (pi,min i?ék,s)) - pitp,is

1. Para a primeira parte da formula final, no caso de t=s a matriz elevada a zero

resulta em uma matriz identidade para a matriz de transicéo de probabilidades.

2. Para a segunda parte da formula final, se t=s em min(t,s) fica o t mesmo, mas se
ot >s fica o s como podemos ver na formula da pagina anterior para Z,. . s ,

acima da numerada em trés partes.

3. Na terceira parte da férmula se t=s fica t no lugar do s de p';; e caso contrario

continua assim mesmo.

Para a covariancia entre estados do titular nos periodos t e s existe uma
matriz destas para cada par de sexo e idade da base de dados. E importante
lembrar que a matriz depende do sexo e da idade do individuo da apdlice i.

Expressando em termos das variaveis iniciais:

E in (&)
Toers = (Pswaw) diag ((Pera)™ 7 1ey) = (Psa@) Leg ey (Peciraw)’
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2. Covariancia entre estados do titular e do conjuge nos periodos t e s.

d) —
Zofrs = Zefes

Zefes = E{lex — ECei)[lisfis — EUisfis)] lewo = 1oy, fio = 15}

= E{lei — piel[lisfis — (Pais)]'leio = 1oy, fio = 1f0}

=E (eitlisf,isleio = 1e0»fi0 = 1f0) - E(eitpisq’isleio = 1e01fi0 = 1f0)

_E(pitlisfisleio = 1¢,, fio = 1f0) + E(pitpqulideio =1, fio = 1f0) =

=E (eilisf'isleio = 1oy, fio = 1f0) — E(eiclein = 1oy, fio = 1fo)pi§q,i5
—piE(Lisfislein = Loy fio = 1f,) + Dutbisq'is =

=E (eitlisf’isleio = 1¢,, fio = 1f0) - pitpisqlis - pitpéq'is + pitpéq'is

=F (eitlisf’isleio =1¢y, fio = 1f0) - pitpfsqlis

Por serem independentes é possivel separar as variaveis e;;, I;; e f';; da

seguinte maneira:

=E (elt le ls|ezo 1eorfLO 1f0) -
=E (eitlisleiO = 190'in = 1f0) E (f isleiO = 190'in = 1f0) =

=E (eltllslel() 1eorfz 1f0) q,is =
£ t>5

Usando a propriedade: E, [E,;, E(X|Y)] = E(X) = X, EXIY)p().

Ao definir X = e Ii; e Y = I, tem-se:

E (eitlisleio = 160'ﬁ0 = 1f0) qis = z E(eilis|lis = k)P(Iis =kle;p =1,

= E(ey * 1|l = 1)P(Iis = 1]ey = 190) + E(ey = 0|, = 0)[1 _P(Iis = 1]ey = 190)]

= E(ey * 1|I;; = Dpfs + E (e * 0|L;; = 0)[1 — pji]

Entao,

=E (exlisleio = 1oy, fio = 1f0) qis =

)

97
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u Plein = 1|I;; = 1}
= E(eyl|lis = 1)pisq is :

Plei1, = 1|15 = 1}

98

]péq'is =

Pela lei das probabilidades totais: P(A|B) = Y., P(A n Cy|B).

Considerando A = e;;1,B =Iis e Cy, = e, o kvariade 1a 12.

12 .
z Pley = 1, e, = 1|15 = 1}
k=1 A ’
= bisd is

12
> Plewn = Lew = 11l = 1)
“k=1 d

Lembrando que:

P(A|B) = P(A N B)/P(B)
P(A; N A; nA3) = P(A1)P(Az]A1)P(A3|A1 N Ap)

12 R
> Plews = 1lew = Ly = DP{ew = Il = 1)
k=1

12
> Plewrz = tew = 1l = DP{ewy = 1l = 1)
L k=1 |

A !
bisq is

Né&o ha informacdo sobre P{e;sx = 1|l;; = 1}. Entdo, para calculé-la utiliza-

Se novamente:

P(A|B) = P(A N B)/P(B)
P(A; N A; N A3) = P(A1)P(Az]A1)P(A3]|A1 N Ap)

12
Z Ples =1|eg =1,1;; = 1}
=1

P{eisk = 1'11'5 = 1}_
P{Iis = 1}
P{eisk = 1'11'3 = 1}

P{Iis = 1}

12
Z Plei1z = 1lej, = 1l = 1}
=1

A r
bisq is
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12
Z Plew1 =1 e = 1,15
=1

12
> Plewrz = tew = 1 =
Li=1

12
Z Plei1, = 1lejs, = 1l
L=1

12
Z Pley = 1|e = 1,1
k=1

12
Z Plei1z = 1lejs, = 1l
L =1

Como P{l;; = 1|e;, = 1} =1,

12
Z Pley: =1 |e = 1,1
k=1

12
Z Plei1z = 1lejs, = 1l
L =1

= 1)

12
Z Pleys =1leg = 1,15 =
k=1

= 1}P{Iis = 1le = 1}pi5k

= 1}P{Iis = 1]ej = 1}pi5k

tem-se:

= 1}pisk

= 1}pisk

P{lis = 1le, = 1}P{eig = 1le;p = 1,,}]
P{lis = 1leo = 1c, )
1} P{Iis = 1|eisk = 1}P{eisk = 1|ei0 = 1e0}
P{Iis = 1|ei0 = 1e0}
P{Iis = 1|eisk = 1}pisk
=1} :
pis
PEq i
_ P{Iis = 1|eisk = 1}pisk
=1} >
pis |

99

A !
bisq is

E P{ej12 = 1lej = 1lis = 1} = P{ejr12 = 1|ejsx = 1} para o estado do

titular ocorrer no instante s, necessariamente a variavel I;;, = 1. Se [;; = 1 implica

que e;, = 1 aconteca. Eles sdo contemporaneos. Por isto fica redundante usar 0s

dois na condicional acima.
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12
Z Pleis =1 |ejs, = 1}pisk
k=1

12
Z Pleit1; = 1lejs, = 1}pisk
L =1 |

Sabe-se que P{e;; =1|eix =1} € uma probabilidade da matriz de
transicdo de estados do titular i do instante t para o s, logo é possivel escrevé-la

assim:

12 .

t—s
Zl'l(P's(i),d(i)) 1 Pisk
k=1

12
t—s

Z 112(P'swam)  LiPisk

L =1 i

Os vetores 14,11, e 1, sdo vetores de dimensdo (12x1) onde o k-ésimo
elemento recebe 1 e os demais recebem zero. Estes vetores indicam a ocorréncia
do evento/estado, que na notacdo fica no indice do vetor 1. Para facilitar os
calculos pode-se retirar a parte que ndo depende de k do somatdrio com isto
obtém-se:

r 12
’ ’ t—s
1 1(P s(i),d(i)) Z 1 Disi
k=1

12
' ' t—s

115 (P saya0) Z 1y Disk

! =1

Pode-se retirar o primeiro elemento do somatdrio, pois ele é igual a zero.
Pois a probabilidade do estado 1 é a probabilidade do individuo estar no fim da

apolice.

i 12
t—s
11 (P'sayaa)) 2 1 Disk
=2

12
r r t—s

1'12(P'swa) 2 1, Disk

| k=2 |
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Desta forma escreve-se que:

[1 Pleis = 1le = 190}(1;:1) -

0d12x1)

O namero um do vetor acima esta na k-ésima posicao.

(12x1)
-P{eiSZ = 1|ei0 = 190} 0
— 0 + P{eis3 = 1|ei0 = 1e0} +oee
0 0

_P{eiSZ = 1leyp = 1e0}
_ | Pleiss = 1le = 1e0} |

|P{eis12 = 1le = 1e0}J

Logo,

7P{eisl =1ley = 1e0}7
0000000000 0 o lewz=1len=
010000000 0 0 oflPless=1lep=
00100000 00 0 O0|Pfeg=1lep=
()00100000000},{6,:1'6,=
000 010O0UO0TO0UO0TU 0O is5 i0
000 00T1O0UO0TO0O0 0 ofPless=1len=
000000100 0 0 0lfPfeg,=1lep=
000000010000},{e,=1|e,=
000 0O0OO0OOTU OT1UO0TU 0O is8 i0
000 00UO0GO0TO0TO O 1 0 olPles=1len=
0000000000 1 0|lP{eo=1lep=1,,)}
o 0 00000 0O O 0 14

Pleis11 = 1leyp = 1,,}

[P{ess1z = 1le = 1.,

Le, )
Le, )
1.,

Ley)
Ley)
Ley)
Ly}
Ly}

0
0

P{eiSIZ = 1leyp = 1e0}

101
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Definindo abaixo a notagédo, tem-se:

0 0 000 OO OO0 O0 0 O
0100 00O0O0UO0OTO OO 0O
001 00O0UO0UO0UO0OUO 0O 0O
0001 00UO0UO0UO0OUO 0O 0O
00001 00UO0UO0UO0O0O0
0000010000002[0 0]
000 00010 00 0 0 190 Iguan
000 0O0O0OO0OT1O0TUO0O 0O
0000 0O0OOUOT1UO0O0O0
000 00O0OOUOUOT1O0O0
0000 0O0OOUOUOUOT10
lo 0000 00O0O0OTO0OO0O 1
Assim,
_[0 0]
10 Iaan) P
Entéo, escreve-se que:
r 12
t—s
U1(P's@w.a) Zlkpisk o t—s

k= , 11 (P's@am) 0 0 ,

= : qis_ : - [0 I(llxll)]pisq is

U12(Psyaw)

12
’ ’ t=s
1'12(P'sam) Z 1 Disk
| k=2 i

Percebendo que

V1(Pswa) s
SN Rl GRIOPIG)
1'12(P's@yaw)

Pode-se escrever que:

, , t—s [0 0
E (eitlisf isleio = 1e0'fi0 = 1fo) = (P s(i),d(i)) [0

+ i<s

I(llxll)] Pisq i

=E (exlislei = 1oy, fio = 1f0) q'is =

Usando a propriedade: E, [Ey, E(X|Y)] = E(X) = ¥, EX[Y)p().

O raciocinio para t<s deve ser 0 seguinte: Precisa-se saber a informacéo

sobre e,y antes de saber sobre a variavel e; I;;. Lembrando que no caso anterior
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para t>s coloca-se na parte conhecida, condicional, a variavel com indice s (I;s).

Portanto, chamando X = e; I e Y = e;y tem-se que:

12

z EleiIis|ei = 1lp(ew = 1)q,is =
k=1

plew, = 1) =1';p;

Indica que a linha do estado k do vetor de probabilidades p;; é que recebe um.

12

- Z Eleilis|ew, = 1]1,kpl'tq’is =
=1

Em E[e;lis|ejx = 1] 0 e deixa de ser variavel aleatéria, pois ja se tem
informacdo sobre qual estado k receberd um, ou seja, qual estado ocorrerd no
tempo t. Entdo, passa-se a poder representa-lo por um vetor do tipo 1, para
selecionar este estado, como veremos a seguir. Lembrando que o vetor 1, é um
vetor (12x1) que possui um na k-ésima linha e zero nas demais. 1, € um vetor

indicador de estado.

12
= > Elslew = 11ped, =
k=1

E[l ey = 1], esta parcela da conta representa o seguinte: dado que emt o
estado k foi selecionado, qual a probabilidade da apodlice i continuar ativa em s.

Entao,

I I s—t
Ellslew =11 = P = 1lew = 1) Va(P'shay)  Li

P(Ii; = 1|le;c = 1) é a probabilidade de estar ativo em s, dado que estava no

estado k no instante t. (P's,q¢))° € a matriz de probabilidades de transigio de t
para s. Seleciono o estado k com o vetor 1, e assim Sse pega somente as
probabilidades de estar ativo em s com o vetor 1’4 = (0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),

sendo o primeiro estado, o estado fim que, no caso, recebe zero.
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12

’ ’ s—t ’ ’
= > La(Pia) Ll eped ;=
k=1

s—t
1y (P,s(i),d(i)) 1,1"1pi ,
N Es—t Tis =
U4(P'sirawy) 11211200
Quando o objetivo é multiplicar por cada linha o elemento k correto, basta
colocar as probabilidades p;; como valores de uma matriz diagonal e multiplica-

la. Ou seja, colocar o vetor p;; na diagonal principal desta matriz.

1

' ' s—t
U4(Psam) 1
: q is

= diag(p;;) t
’ ’ e
14(Pswam)  luz

1 (P,s(i),d(i))s_tll

Como é um escalar posso trocar a ordem para arrumar o

1y (P,s(i),d(i))s_t 15,

calculo.

[ s—t
11(Pswaw) 1|
= diag(pi) 5 6=
’ ’ S—
112 (P'swrawm)  1a
_ 1[1

. I s—t !
= diag(p;) (P s(i),d(i)) 1aq is

!
_1 12

14
[ : ] € uma matriz identidade, logo,
1y,

. 7 s—t '
= diag@i)(P'syam)  1ad

Entao,

t—s O O ’
(P's@ya) [O I(llxll)] Pisq ;s — PiPhqis set =5

Ze’f‘t‘s N s—t 1 A
. Il !
diag(pi)(P'siyacy) 144 is ~ PitPisq is,set <s
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3. Covariancia entre estados do titular e dos dois filhos entre os instantes s
e t:

d 1
nggés) = E{[eit — E(ei)1llis9is — EUi59is)] €0 = 1eorgi0 = 190}

,id ’
ZS;LC,tl,s) = E{leic — E(ei)1[lishis — E(Iishis)) leio = 1eg, hig = 1p, )

(sx,id) _ w(sx,id) _ _
z:e,g,t,s - z:e,h,t,s - Ze.g.t.s - Ze,h,t,s

e g5 = Etlew — pielllis9is — E(isgis)] leio = Lo, Gio = 1y} =

= E{(eilisg'is) — (ewpit'is) — 0iclisg'is) + uepiaw'is)leio = 1eg, Gio = 140} =

= E(eitlisglisleio = 1., 9i0 = 190) E(eltpls U'islein = log Gio = 190)
~E(piclisg'isleio = ey gio = 1g,) + E(iepistisleio = ey gio = 1g,) =

= E(eitlisg,isleiO 1e, 9io = 1go) E(eltlelO Ley, Gio = 1go)plsu is
_pitE(Iisg’isleiO = 1., 900 = 1go) + Pitpéu'is =

= E(ewlisg'isleio = 1oy Gio = 1g,) — Pie DU is — Pie DA is + Die DU i =

= E(eitlisglisleio = 1,0, Gi0 = 190) - pitpi/éulzs

Por serem independentes as variaveis e, I;; e g';; podem ser separadas da

seguinte maneira:

=E (exlisg ,lein = Loy gio = 1,
=E (exlisleio = 1oy, Gio = 1f0) E (9 isl€io = Leg, Gio = 1f0) =

=E (eltllslel() 1e0) E (g lslglo
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=E (eitlisleio = 130) Uy =
* t=s
Em um mesmo instante de tempo, apenas um estado recebe 1, apenas um

estado ocorre por unidade de tempo. Logo,

0 0 /
E(eitlitleio =1,)= [O I]pitu it
+ t>5

Usando a propriedade: E, [Ey, E(X|Y)] = E(X) = ¥, EX|Y)p(y)

Ao definir X = e; Ii; e Y = I tem-se:

1
E (eitlisleiO = 1e0) Ui = Z E(eil;s|lis = k)P(Iis =klej = 1e0)

k=0
= E(ey * 1|5 = 1)P(Iis = 1lep = 1e0) + E(ey * 0]I;s = 0)[1 _P(Iis =1lep = 1e0)]
= E(ey * 1|l = Dpfi + E(ey * O]I;; = 0)[1 — pf]

Entao,

= E (eilislein = 1ey) U'is =

Plein = 1|I;; = 1} A
: bisU is =

= E(eyll;s = 1)10{3“’1'5 = [ :
Plei1, = 1|I;; = 1}

Pela lei das probabilidades totais: P(A|B) = )., P(A N C|B).

Considerando A = e;;1,B = I;,; e C, = e;q;, 0 k variade 1 a 12.

12 e
Z Pleyw1 = 1,65 = 1|I;; = 1}
k=1 A 12
= : pisu is

12
> Plewns = Lew =11l = 1)
L =1 i

Lembrando que:

P(A|B) = P(A N B)/P(B)
P(A; N A; N Az) = P(A1)P(Az]A1)P(Az|A1 N Ay)
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Z Pleis =1 e = 1,15
k=1

12
Z Plei1, = 1lej, = 1l;s = 1}P{e;, = 1|I;; = 1}
Lk=1 l

107

= 1}P{eisk = 1|Iis = 1}

A r
DisU s

Né&o ha informacdo sobre P{e;q = 1|I;; = 1}. Entdo, para calcula-la utiliza-

Se novamente:

P(A|B) = P(A N B)/P(B)
P(A; NnA; NA3) = P(A))P(A,

12
z Pley =1 e = 1,15
k=1

12
z Plei1, = 1lej = 1l =
=1

P{l, = 1leg = 1}P{eig = 1ley = 1,, }]

|A1)P(A3]A1 NA)

Plew = 1,1, = 1}]

T = 1

pilzu,is
P{eisk =11 = 1}
P{Iis = 1}

1}

12
> Plews = 1lew = LIy = 1)
k=1

P{Iis = 1|eiO = 180}

12

P
Z Plei1z = e = 11, = 1}
=

12
Z Pley: =1 |e = 1,15
=1

12
Z Pley = 1|eg = 1,1;5 =
=1

12
Z P{eit12 = 1ley = 15 =
=1

12
Z Plei1z = 1l = 15 =
=1

: pif;ulis
{lis = e = 1}P{eisk =1leyp = 190}
P{Iis = 1lep = 190}
P{l;s = 1leik = 13pisk
1) s
Pis
A I
DisU is

P{Iis = 1les, = 1}pisk
A
pis

= 1}P{Iis = 1lej = 1}pi5k

1}P{Iis = 1|eisk = 1}pisk
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Como P{l;; = 1|ejsx = 1} = 1, tem-se:

12 -
Z Pley; = 1|ep = 1,1;s = 1}pigk
=1

12
Z Plei1z = 1lejs = 1 = 1}y
L =1 i

E P{ej12 = 1legk = 1lis = 1} = P{ej12 = 1|ejsx = 1} para o estado do
titular i ocorrer no instante s, necessariamente a variavel I, =1. Se I, =1
implica que e;, = 1 aconteca. Eles sdo contemporaneos. Por isto fica redundante

usar os dois na condicional acima.

12
Z Plei1 = 1 e = 1}pisk
=1

12
Z Pleit1z = e, = 13pisk
L1 =1 i

Sabe-se que P{e;; =1|eix =1} € uma probabilidade da matriz de
transicdo de estados do titular i do instante t para o s, logo é possivel escrevé-la

assim:

12 -
t—s

z 11(P's@am)  LkPisk

k=1

12
' ' t—s
Z 115(P'sam)  liPisk
k=1 i

Os vetores 14,14, e 1, sdo vetores de dimensdo (12x1) onde o k-ésimo
elemento recebe 1 e os demais recebem zero. Estes vetores indicam a ocorréncia
do evento/estado que na notacéo fica declarado no indice do vetor 1. Para facilitar
os calculos pode-se retirar a parte que ndo depende de k do somatério com isto

obtém-se:
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- 12
' ' t—s
11(P'swa) Z 1, Disk
=1

12
' ' t—s
115 (P'saha0)) Z 1, Disk
B k=1 |

109

Pode-se retirar o primeiro elemento do somatorio, pois ele é igual a zero.

Pois, a probabilidade do estado um ¢ a probabilidade do individuo estar no fim da

apolice.

- 12
t—s
11 (P'sayaa)) Z 1, Disk
=2

= U s
12
t—s
112(P'swam) Z 1 Pisk
L k:2 .
Desta forma escreve-se que:
12
z 1ipisk =
k=2
0
.
> |; ‘ Plew = 1lew = 1}, ) =
k=2]|:
01a12x1)
O namero um do vetor acima esta na k-ésima posicao.
0
12 :
D lPlest = lew =14)| =
k=2 :
0 (12x1)
-P{eiSZ = 1|ei0 = 190} 0
— 0 + P{ei53 = 1'|ei0 = 190} 4ot
0 0

[ Pleiss = 1lejp = 1,,}
_ | Pleiss = 1leyo = 1e0} |

_P{ei312 = 1leyp = 1e0}

0
0

P{eiSIZ = 1]ey = 1e0}
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Logo,

_P{eisl = 1ley = 1e0}—
0 0 0 00 OO OO0 O 0 0 Pleia = 1lew = 1,
010000000 0 0 0flPless=1le=1c,}
001000000 0 0 OfPeg=1lep=1,)
00010000000013{6:1'6.:1}
000 010O0UO0TO0UO0TUO0 O is5 07 Teo
000 00T10U0 0 0 0 ofPless=1len=1c}
000000100 0 0 0|Peg=1]ep=1c,)
0000 O0OOT1GO0TGO0TUO0 0 _ _
0000000010 0 oPless=llen=1,)
000 00O0UO0TO0TO O 1 0 ollPles=1len=1.}
000000000 0 1 0]lP{egy=1le=1,,)
lo 0 000 OO 0O O 0 14

P{eisll = 1lep = 190}

[Pleis1z = 1le = 1}

Definindo abaixo a notacédo, tem-se:

0 0 0 0000 00O 0 O
0100000O0O0UO0TO 00O
00100000O0UO0TO 00O
00010000O0UO0TO 00O
0000100UO0GO0TO0TO 0O
000001000000=[0 0]
0000 O0O0OT1UO0TUO0OTUO0OTU 0O 0 Ja1x11)
0000O0O0GOT1O0TUO0TO0 0
0000O0UO0OOT1O0TO00
0000O0GO0OOGOT1O00
0000O0GO0OOGOUO0T10
o 0 000 000O0GO0TGO0O 1
Assim,
_[0 0]
10 Taian) P
Entéo, pode-se escrever:

_ 12 -

' ' t—s
11(P'swam) LePisk o e
= [ MPswan) [0 0] ,
= : U, = : iU
12 LS . . t—s 0 1(119(11) plS s
' t—s 1'12(P's@aw)
1'12(P'sa) 1 Disk
| k=2 |

Percebendo que:

11 (Pswaw) , s
S (P'sw.dw)
112 (P's@.aw)
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Pode-se escrever:

] ’ t—s O O 1
E (eitlisg is|leio = 1oy, Gio = 190) = (P s(i),d(i)) [0 1(11x11)] DisU s

Ou,

' ' t—s 0 0 ' s ’
E (eitlisg islei = 160'.91'0 = 1g0) = (P s(i),d(i)) [0 1(11x11)] (P s(i),d(i)) 1e0u is

Olhando mais de perto:

(P,s(i),d(i))sleo = Dis

P{e;s; = 1lejpr = 0} Pleisy = 1lejp, =1} ... P{eys = 1lejo12 = 03770
Pleis; = 1ler = 0} Pleiy = 1les =1} ... Pleisz = ez = 0} |1 —
Pleis12 = 1lejpr = 0} Pfejsz = 1lej, =1} ... Pfesqz = 1lejp1z = 0310

P{eis1 = 1ley, = 1}
P{eis; = 1ley, = 1}
P{eis12 = 1le, = 1}
Apenas a condicional e;o, = 1, pois segue o vetor de probabilidades
iniciais.
£ t<s
=E (eitlisleiO = 190) Uy =

Usando a propriedade: E, [E,;, E(X|Y)] = E(X) = X, EX|Y)p().

O raciocinio para t<s deve ser o0 seguinte: precisa-se saber a informacéao
sobre ey, antes de saber sobre a variavel e; I;;. Lembrando que no caso anterior
para t>s coloca-se na parte conhecida, condicional, a varidvel com indice s (I;s).

Portanto, chamando X = e; I e Y = ejy tem-se:

12

z Eleglsle = 1p(e = Du'i =
=1

plex =1) = 1y
Indica que a linha do estado k do vetor de probabilidades p;, € que recebe um.
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12

= Z Eleilislew = 111 puu s =
=1

Em E[e;lis|eix = 1] 0 e;; deixa de ser variavel aleatoria, pois ja se possui
informacdo sobre qual estado k receberd um, ou seja, qual estado ocorrera no
tempo t. Entdo, € possivel representd-lo por um vetor do tipo 1, para selecionar
este estado, como se Vé a seguir. Lembrando que o vetor 1, é um vetor (12x1) que

possui um na k-ésima linha e zero nas demais. 1, € um vetor indicador de estado.

12
= > LElslew = 1Vypiett s =
k=1

E[l|ei = 1], esta parcela da conta representa o seguinte: dado que emt o
estado k foi selecionado, qual a probabilidade da apdlice i continuar ativa em s.

Entao,

' ' s—t
Ellgleq, = 11 = P = ey = 1) V4(Psha) Lk

P(I, = 1|e;c = 1) € a probabilidade de estar ativo em s, dado que estava

no estado k no instante t. (P’S(i),d(i))s_t ¢ a matriz de probabilidades de transicédo
de t para s Selecionando o estado k com o vetor 1, e assim se pega somente as
probabilidades de estar ativo em s com o vetor 1’y = (0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),

sendo o primeiro estado, o estado fim que, no caso, recebe zero.

12

7 7 s—t ’ 12
= 1,1 A(P s(i),d(i)) L1 s =
k=1

1y (PIS(i),d(i))s_tlllllpit
= : Ui =
1’A(P’s(i),d(i))s_t112 12D
Se quiser multiplicar por cada linha o elemento k correto, basta colocar as
probabilidades p;y como valores de uma matriz diagonal e multiplica-la.Ou seja,

colocar o vetor p;, na diagonal principal desta matriz.
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' ' s—t
Va(Pswam) 1
= diag(p;) : U =

s—t
14(Pswam)  luz

1 (P,s(i),d(i))s_tll

Como € um escalar pode-se trocar a ordem para arrumar o

1 (P’s(i),d(i))s_tllz

calculo.

[ ’ ’ s—t
11(P'spaw) 1a
= diag(p;;) : . U s =
I} ’ S—=
12(P'swam)  1a
_ 1[1

. 7 s—t 12
= diag(p;) (P s(i),d(i)) lyu i =

!

_1 12

14
[ : | éuma matriz identidade, logo,
1,12

I

, , s—t
= dlag(pit)(P s(i),d(i)) 1au g

Entao,

t—s 0 0 '
_ (P,s(i).d(i)) [0 I(llxll)] PisU s — pitpéulis ,set=2s

Ze,g,t,s st
diag(pit)(Pls(i),d(i)) lyu 5 — Pitpfsu’is ,set<s

4. Covariancia entre estados do titular e a variavel de vigéncia entre os

instantes s e t:

ngljfifg) = E{lei — E(eir)[lis — E(Lis)] leio = 1o, }
Zeres= E{lew — piclllis — E(Iis)] leio = 1e,
= E{(ewlis) — (einfs) — Dielis) + (puepie)l€io = 1o} =

= E(eylisleio = 1,,) — E(ewnfilein = 1o,
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—E(piclisleo = 130) + E(pipiilen = 1.,

= E(eitlisleio = 130) - E(eitleio = 1e0)Pfq
_pitE(IisleiO = 130) + publs =

= E(eilisle = 130) — DitDfs — DicDis + DiDiy =
= E(eitlisleio = 130) - pitpfq

£ t=S

Em um mesmo instante de tempo, apenas um estado recebe 1, apenas um

estado ocorre por unidade de tempo. Logo,

0 0
E(eitlit|ei0 = 1e0) = [0 1(11x11)] Pit
£ t>S

Usando a propriedade: E, [E, E(X|Y)] = E(X) = ¥, EX|Y)p(y)

Ao definir X = e Ii; e Y = I, tem-se:

1
E (eitlisleiﬂ = 1e0) qis = Z E(eilis|lis = k)P(Iis = kle, = 1e0)
k=0

= E(ey * 1|I;; = DP(I;s = 1]ejo = 1e,)
+E(ey % O|l;s = 0)[1 — P(I;s = 1]e; = 1,,)]
= E(ey * 1|Ii; = Dpfs + E(ey * 0l = 0)[1 — p{]

Entao,

=E (eitlisleio = 1e0)P{§
Lembrando que, por ser uma cadeia de Markov :

E (eillis = 1€ =1,,) = E (e |l;; = 1)

., Pley, = 1|I;; = 1} .,

= E(eyll;s = Dpj; = 5 Dis =
Plei1, = 1|I;; = 1}

Pela lei das probabilidades totais: P(A|B) = Yy P(A n Cy|B)

Considerando A = e;;1,B = Ijs e C, = ejx 0o kvariade 1 a 12.
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Z Plei1r = 1, e = 1|15
Le=1
Lembrando que:

P(A|B) = P(A N B)/P(B)
P(A; nA; NA3) = P(A))P(A,

12 .
z Pley = 1, e, = 1|15 = 1}
k=1

A
pis

|A1)P(A3]A1 NA)

12
z Plei; = 1|es, = 1,15 = 1}P{ej = 1|I;5 =
=1

12
z Plei1z = llej = 1 = 1}P{ejg, = 1|I;5 =
Lh=1

1}

1}

115

pis

Né&o informacéo sobre P{e;y, = 1|I;; = 1}. Entdo, para calcula-la utiliza-se

novamente:

P(A|B) = P(A N B)/P(B)
P(A; nA; N A3) = P(A)P(A,

12
> Plews = 1lew = Ll = 1)
k=1

12
Z Plei1z = llej, = 1l = 1}
L =1

|A1)P(A3]A1 NA)

Pleg = 1,1 = 1}
P{l;; = 1}
P{eisk = 1'11'5 = 1}

P{Iis =1}

{I; = 1|eg = 1}P{ei = 1leg = 1e0}_

A
pis

12

P
Zp{eitl =1leg =1,1;; =1}
=1

P{[is = 1ley = 190}

{lis = e = 1}P{eisk =1lep = 190}

A
Dis

12

P
Z Plei1y = ey = 11 = 1}
L=t

P{Iis = 1ley = 190}
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N P{l;; = 1] Upier |
is — e; = X
Z Ple;s =1le = 1,1 =1} s ljlk Pisk
k=1 Pis .
) E Pis
Z P{e;1p = 1lei = 1l = 1} —— ljxk isk
“k=1 Pis

12 ]
> Plews = 1lew = Lhs = DP{ = Llew = Upise
k=1

12
> Plewrz = tlew = 1l = 1P{Ls = e = Upis
L k=1 i

Como P{l;; = 1|e;, = 1} = 1, tem-se:

12
> Plews = 1lew = Lls = BP{ = Llew = Upise
k=1

12
> Plewrz = tlew = 1l = 1P{s = e = Upis
L k=1 i

12 -
Z Plei; = 1|es, = 1,1;5 = 1}pigk
=1

12
Z Plei1z = 1lejs = 1 = 1}pigy
L=1 |

E P{ej12 = 1lej = 1lis = 1} = P{ejr12 = 1|eisx = 1} para o estado do
titular ocorrer no instante s, necessariamente a variavel I,; = 1. Se I,, = 1 implica
que e;g, = 1 aconteca. Eles sdo contemporaneos. Por isto fica redundante usar os

dois na condicional acima.

12 _
2 Plei1 = 1 e, = 1}pisk
=1

12
2 Pleit1z = e, = 1}pisk
=1 |
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Sabendo-se que P{e;; = 1|ejx = 1} € uma probabilidade da matriz de

transicdo de estados do titular do instante t para o s, logo se escreve assim:

- 12

' ' t—s
z 11(Pswaw)  Lipisk
k=1

12
' ' t—s
Z 115(P'snaw)  LiPisk
L =1 i

Os vetores 11,14, e 1, sdo vetores de dimensdo (12x1) onde o k-ésimo
elemento recebe um e os demais recebem zero. Indicam a ocorréncia do
evento/estado, que na notacao fica declarado no indice do vetor um. Para facilitar
os calculos pode-se retirar a parte que ndo depende de k do somatdrio com isto

obtém-se:

i 12
t—s
11 (P'sahaa)) Z 1, Disk
=1

12
t—s

1'1(P'swam) Z 1, Disk

B k=1 |

Pode-se retirar o primeiro elemento do somatorio, pois ele é igual a zero.
Pois a probabilidade do estado 1 € a probabilidade do individuo estar no fim da

apolice.

- 12
t—s
11 (P'saya0)) 2 1, Disk
=2

12
t—s

1'12(P'swam) Zlkpisk
L k=2 i
Desta forma € possivel escrever que:

0
12 12 {5]
z LkPisk = z [1J Pleisk = 1lei = 190}(1x1) =
k=2 k=27:

0

(12x1)

O numero um do vetor acima esté na k-ésima posicao.
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(12x1)

—
~
o
Y
i
I
2
2>
O O
I
o~
—
-2
)
——
A
+
+
~
o
N
—
I
2
o = o
=
I
o™
-3
N
——
A
+
~
IS
Y
—
I
b
2
I
o~
2
N
——
&

= 160}
= 160}

1|eLO =
1le
1|eLO

2 2
LY VY VY YV Y
L B e I R s e B |
R | | T T R | B L
o — o
S I R e S S S R
L B e
AL AL AL AL AL AR AN A A
GG
[<B)
CoO0cO0oOO0OoCOoOO0OoOHO D
CoOO0cOo0OO0CO0CO0OO0OHOO m
o
cooCcoOO0OCcoOO0OHOOO i)
AT
coococococo—HOOOO <
)
CoO0COo0OO0OoOHOoOOoOOOO m
9+
coocooO-HOoOOOOOO P
X
cooco-HOoOOOOOOO =
o]
CoOO0OHOOoOO0OOOOOO [+
(@]
cOcoOHOoOOOoOOoOOoOoOoOOoOO .m
oO-HOOoOOOOOOOOO =
.
J<5)
CO00000O0OO0O0OO I}

g90/222TTL0 oN [enbig ogdeoynia) - or4-ONd

|

0

0

|

0 Ia1x11)

0 0 0 0 0 00O O O 0O 0 O
0100 0 0 O0OO0OTOT OO
0 01 000 0O O0OO0OTUO0OTOTPO
0 0001 00 O0OOO0OTUO0OTGO0ODTO
0 0001 O0O0OO0OO0OTUO0OTGO0OTGO
0 000 O1O0O0OO0TO0OTGO0OTPO
0 000 OOT1TTO0TO0TO0OTGO0OTO

0 000 O0OO0OOT11TTO0TO0OTG OO

0 000 0O OO0OO0ODI1TTO0TO0OTPO

0 000 O0OOO0OO0ODTO0OTI1TTO0TPO

0 000 0O O0OO0OO0ODO0OTO0OTI1TO
‘0 0 0 0 00O O O OO 1

Assim,

] Pis

0

0 Ja1x11)

0

|

Entdo € possivel escrever:
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12 e
' ' t—s
11(P'swa) Z 1, Disk
=, 1y (P’ s(z)d(z))
a : 12 B (P ) [0 I(llxll)] Pis
, , t—s 1y, s@,d@
115 (P'saha0)) Z 1, Disk
Percebendo que
I ' t—s
11(Ps@.aw) , s
’ = (P'sw.am)
U2(P's@y.a)
Pode-se escrever:
E (eitlisleiO = 1e0) = (Pls(i),d(i))t_s 8 I Pis
(11x11)

+ t<s

=E (eitlisleiﬂ =1
Usando a propriedade: E, [E,;, E(X|Y)] = E(X) = X, EX|V)p(y)

O raciocinio para t<s deve ser o seguinte: precisa-se saber a informacéao
sobre ey, antes de saber sobre a varidvel e; I;;. Lembrando que no caso anterior
para t>s coloca-se na parte conhecida, condicional, a varidvel com indice s (I;s).

Portanto, chamando X = e; I e Y = e;y tem-se:

12

z Eleilisleq, = 1lp(ey = 1) =

k=1
pleik =1) = 1'kpye
Indica que a linha do estado k do vetor de probabilidades p;; é que recebe um.

12

= z Eleilislew, = 111 pi =
=1

Em Ele;l|ej = 1] 0 e deixa de ser varidvel aleatéria, pois ja tenho
informacdo sobre qual estado k recebera 1, ou seja, qual estado ocorrerd no tempo
t. Entdo, pode-se representa-lo por um vetor do tipo 1, para selecionar este
estado, como se Vvé a seguir. Lembrando que o vetor 1, é um vetor (12x1) que

possui 1 na k-ésima linha e zero nas demais. 1, € um vetor indicador de estado.
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12
= > LEllew = 11y =
k=1

E[l|eiqc = 1], esta parcela da conta representa o seguinte: dado que emt o
estado k foi selecionado, qual a probabilidade da apdlice i continuar ativa em s.

Entao,

' ' s—t
Ellslewr =11 = P(Uis = 1|eyy, = 1) 1A(P s(i),d(i)) 1,
P(Ii; = 1|e;,c = 1) é a probabilidade de estar ativo em s, dado que estava

no estado Kk no instante t. (P’S(i),d(i))s_t € a matriz de probabilidades de transicéo
de t para s. Selecionando o estado k com o vetor 1, e assim se pega somente as
probabilidades de estar ativo em s com o vetor 1’y = (0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1),

sendo o primeiro estado, o estado fim que, no caso, recebe zero.

12

I} I} s—t r
= > 1L, V,(Pswawy) Lel'kpie =
=1

’ ’ s—t ’
14(P'swawy) 111'1ps

.S—t
1IA(PIs(i),d(i)) 11211205
Para multiplicar por cada linha o elemento k correto, basta colocar as
probabilidades p;; como valores de uma matriz diagonal e multiplica-la.Ou seja,

colocar o vetor p;; na diagonal principal desta matriz.

1 (P,s(i),d(i))s_tll

= diag(p;) t
' ' S—
14(Pswam)  luz

1 (P’s(i),d(i))s_tll

Como é um escalar pode-se trocar a ordem para arrumar o

1y (P’s(i),d(i))s_tllz

calculo.

' ' s—t
11(P'swaw) 1a

= diag(p;) : ,

I} S—
U2(Pswam)  la
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= diag(pit) [ :
1

(P'swaw) 1

[ ] € uma matriz identidade, logo,
1,12

) , s—t
= dlag(pit)(P s(i),d(i)) 1

Entdo,

t—s 0
Pl [ ] o setss
Ze,l,t,s = ( S(l).d(l)) 0 I(llxll) plS pltpls

. , s—t
dlag(Pit)(P s(i),d(i)) 1y — pubfs,set<s

5. Covariancia nos estados do conjuge entre os instantes s e t:

d 1
2D = B[l fie — EQie i)l llis fis — EUisfis)) leio = Loy, fio = 15}
S s = E{lLicfie — Pl @ielLisfis — Disdis]'leio = Ly fio = 15} =

= E{(Iitfitlisf’is) (IleI.Sp q LS) (péqitlisflis) + (péqitpif;q’is)leio = 1e0: in = 1fo} =

= E(It filis f'isleio = 1oy, fio = 15) — E(LisfisPisd'is €10 = Legs fio = 1,)
—E(pfiqiclisf"isleio = ey fio = 15,) + E(fi 4ie0faq'isleio = Lo fio = 15,) =

= E(Iltflt Iisf'isleio = 1e0»fl 1f0) E(Iltfltlelo 1e0'f10 1f0)stq is
—04qiE(Lisf'is1€i0 = 1oy, fio = 1f0) + P 9P s =

= E(Lifilisf'isleio = Loy fio = 1,) = Pt 4ubisq'is — Pit4uePisq'is + Pt dubisq'is =

- E(Iltflt le lslelo 1eoffl 1f0) pltqltplsq is
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Por serem independentes as variaveis I, fi;, I;s e f'is p0sso separar da

seguinte maneira:

= E(Iitﬁ'tlisf’is|eio = 1e0»fio = 1f0) =
=E (IitlisleiO = 1¢y, fio = 1f0) E (fitf’isleio =1y, fio = 1f0) =
= E (lelislew = 1e,) E (fief lfio = 15) =
£ t>s

Se t é maior ou igual a s pode-se dizer que I, = 1 significa que algum
eix = 1 ocorreu em s, entdo € possivel escrever usando a propriedade
E,[E

yEXIV] = EX) = X, EXIY)p(y), ao definir X = [; I e Y = ejq que:

E (Iilislen = 10) =P(ly = L1, = 1]eg = 1) =

12
= Z P(Iit =1 e5 =1lep = 1e0) =
k=2
12
= > Pl = ewe = 1ew = 1,)P(eisc = e = 1o,) =
k=2
P{eisz = 1ley = 190}
[P(Iit = 1|ei52 = 1, eio = 190) P([it = 1|ei52 = 1, eio = 190)] :
Plejs1z = 1le = 1,,}
P{eiSZ = 1le;p = 1e0}
=[Py =1les; =1) .. Py =1ley, =1)] :
Pleis1, = 1le;p = 1,,}
s s Pleis; = 1]ejp = 1,
= [1,A(P,s(i),d(i)) 1, o 14(Pswam) 145] :

Pleis12 = 1leo = 1,,
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<
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OO OO OO OO HOO 2
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1e — OO OO OO -HOO OO cCcoocococOococoOo Ao
Il I cococoo-“ocooocoo
- - cCoOococo0cO0O0OoOHOO
Ny Y cocooco-Hoooocoo
= cCoococococo-HOoOOO
__ O OO -H OOOO O OO
I coococoo—Ho0oO0OO
o~ W.. OO -H OOODOO O OO
0
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3 < chccocoooooo cCoococoOoOHOOOOO
a8
= & 000000000 O Cococooooocoo
I
“ _00000000000_ O OO +HOOOOO OO
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: 1 o cCoOHOOoOOoOOoOOoOOOO
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Coocococo0o0O0OoHO —~
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NeNoNeNeNoNoNit N No) =
% [eNeNeNoNeNeNoNoNo NNl
cCcoocococooco-HOoOOO 2, . i
©“ — _IZ_
Y coocococo-ocooo -5 n
Al
I
1 cCoococoHOoOOoOOoOOO
=] =] =] =] o o =] o =] Y Y Y
R RS L L N L NS gt cooco-HoOoOoOoOoO L = ~
i
“
T T T | | T T (| coomoocooo oo e T =
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Definindo:

_[0 0 ]
10 111y

cCoocoococoocoocooco oo
cCcoocococococococo RO
cCcoocococococoOo R OO
coocococococoROoOO
coococococorRrocooOo
coocococorRroocooO
coococomrRroocOocOoOoO
coocoomRmroocoOocOoOoO
coomRmroococococoOoO
comrocoocococococooO
ocRroococOocOocOoOocOoOoO
RPOOO0OO00O0O0O0 OO0

Tem-se que,

0 0
1, .. 1 =
(L. el [0 I(llxll)]

S OO OO R OOOOoOOo
SO OO RrRrROOOOOoOOo
S OO PR OOOOOOoOOo
SO PR OODOOOOOOoO
ORPR OO O OO OOoOOoOOo

OO OO0 OO 00O

O OO OO ODOOCDOO R
OO O OO OO OO RO
SO O OO OO O R OO
SO OO OO O R, OOO
SO OO OO RrRrROOOOoO

=EEEEEEEEEEE

=

1] I t—s O O
E (Iitlisleio = 1e0 =1 A(P s(i),d(i)) [O I(llxll)] Pis

E[fitf’islem = leO'in = 1f0] = {P{fitl=1ff,ism = 1le;p = 1eorfi0 = 1f0}}

Im

A = {P{fitl=1|f,i5m =1le9 =1, fio = 1fo}P{f,ism = 1ley = ¢y, fio = 1f0}}

Lm

P{fur=1lf o = L0 = ey fio = 1} = V1(Q—sraasd)  Im
P{f o = 1leio =1c fo = 15} = 1'n (Ql—s(i),d(i)+4s(i))slfo
Elfitf"isleio = ey, fio = 15| = (Ql—s(i),d(i)+4s(i))t_sdiag(qis)
* 1<s
Se t € menor que s pode-se dizer que I;; = 1 significa que algum ey = 1
ocorreu em t, entdo € possivel escrever usando a propriedade E, [EX|yE(X|Y)] =

E(X) = 2,y EX|Y)p(y), ao definir X = Iic s e Y = ey

E (Iitlisleio = 1e0) = P(Iit =1,I;; = 1ley = 190) =
12

- ZP(Iis =1, ey, = 1lep = 16’0) =

k=2
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= Pl = lew = Lew = 1,)P(ei = lew = 1,) =

k=2

[P(Iis - 1|el‘t2 == 1, eio - 180)

=[P(;s =1ley, = 1)

= [1(Ps0ae)

[ Pleis = 1lej = 1.} ]
P{eitZ =1lep = 1e0}
P{eit3 =1lep = 1e0}
P{em =1lep = 1e0}
P{eitS = 1ley = 190}
P{eit6 = 1ley = 190}
P{em = 1ley = 190}
P{eitS = 1ley = 190}
P{eit9 =1ley = 190}
P{eitlo = 1ley = 190}
P{eitll = 1ley = 190}

[Plei1r = 1lep = 1, )

Logo,

Cocococococoocoooo
cCoococococo0co0OoOR
cococococococoRro
cocococococorooO
coococococorRrooO
coocococorRroocooO
cococoroocooo

I,

= DPit

OO OO R OOOOOoOOo

C OO RO OOOOOO

P(Iis =1leg; = 1,€4 = 180)]

P(lis = 1ley, = 1)]

]fA(f”sa)d(a)S_t11z]

P{eitlz = 1le;p = 1,
P{eitZ = 1l = 1e0}

P{eitlz = 1ley = 1e0}

P{eitz = 1ley = 1.,

P{eitlz = 1ley = 190}

P{eitZ = 1le;p = 1,

OO R OO OOOOCOOoOOo

ORPR OO OO OCOCOOoOOo

O 000000000

pit=[

P{eitZ =1lep = 1e0}

Plei1z = 1le = 1e,}

|
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Pode-se escrever:

0 1 0 0 0 0 0 0 0 O O O
0 01 0 0O0OOTO0OTOTU OO
0 001 00 O0OO0OO0OOTU OO
0 000 1 O OO0OTO0OUOTU OO
0 000 O1O0O0OTO0OO0OTO0OTO

cooco o —
cooco-o
coo-HoO
co-Ho oo
o—-oooo
—~—ocoocooo
coococoo
coococoo
coococoo
coococoo
coococoo

S OO o oo

15]

s—t

Va(P's@wyam)

1,

(Pswaw)

A

[/

0 1 0 0 0 0 0 0 0 O 0 O
0 01 000 O0OO0ODO0ODTO0OTGOFP O
0 001 00O O0OO0OO0ODO0OTGO0ODTP O
0 0001O0O0O0OO0OO0OTGO0OTO O
0 00001 O0O0OO0OO0OTO0OTFP O

0 000OO0OOO0OT11TTO0TO0OTGODF@ O

0 0000 O0OO0OOT1TUO0TGO0OTO

0 0000 O0OO0OOOT1TTG OO

0 0000 O0OO0OOOUOT1TTO0

|

0

0 I1x1y

0

|

‘0 0 0 0O OO OO OO O 1

1;]lo 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 O|ps

1y (P,s(i),d(i))s_t [1,

0 0 0 0 0 0O OO O 0 0 O
01000 O0O0OOOTOU OO
0 01 000 0 O0OO0OTO0OTOTP O
0 001 0O0O0OOO0OTO0OTGO0ODTPO
0 0001 0O0O0OO0OO0OTO0OTPO
0 0000O1O0O0O0O0TO0TPO
0 0000O0OO0OT1TTO0OO0OTO0OTO0OTPO
0 0000O0OO0OO0OT11TO0OTO0OTO0OTP O
0 000 O0OO0OOOT1TTUO0OTGO0OTGO
0 000 O0OO0OOOOTI1TTO0OTPO

‘0 0 0 0 0OOO O OO O 1

0000 O0OOUOUOT 010
Tem-se que,

Definindo:

g90/222TTL0 oN [enbig ogdeoynia) - or4-ONd

|

0

0

0 Taix1ny

|

0 1.0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

0 01 000 0 O0O0OTO0OTPO
0 001 0O0O0O0OO0OTUO0OTGO0ODTO
0 0001 O0O0O0OO0OO0OTO0OTO
0 00001 O0O0OO0O0OTO0OTO

0 000 O0OO0OO0ODT11TO0OTO0OTO0OTFP O

0 000 O0OO0OO0OOT1TTUO0TGO0OTO

0 0000 O0OO0OOOT1TOO

0 0000 O0OO0OOO0OO0OTI1TTO0
‘0 0 0 0 OO O OOTO0OO0 1

12110 0 0 0 0 01 0 0 0 0 O

(1,

0
] Pit

0 Iaixin

0

E (Iiplisle = 1,,) = 1’A(Pls(i),d(i))s_t [
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E[ﬁt lS |eLO

Loy fio = 1] = {P{furs. f'iom = Tew = Ley fro = 1},

Aim = P{fism=1|f,itl =1, €io = 180' fLO 1f0}P{f itl 1|elO leo’ﬁo 1f0}
ILm

P{fismzllf,itl
P{f 1 = llew =

E[fitf’isleio =

s—t
Lep =1e fio = 15} = U (Q'—sray+450))
t
Lo fio = 15} = 11(Q —s.ay+4s0)) 1y

’ s=t .,
Loy fio = 1] = (Q'=sar+as) diag(qi)

P s—t
Set=sa matrlz(Q —s(i),d(i)+4s(i)) =

Generalizando:

127

lt—s| [0 0 |s—t]
S s = 1a(P'sia) [O It 1)] Pimin (6,5 (Q'=s(.d (D) +4s())
Entdo:
, , |t—s]| , |s—t]|
5 p0s = A(P'sxa) [0 Iiixs 1)] Pimin (65)(Q'—s.a () +45(0))
diag(qimin c.5)) — Pit AicPieq s

Os demais célculos seguem 0 mesmo raciocinio que os célculos ja

apresentados.

8.2

Programacéao Matlab

Programas prin

cipais

+ Programa aplica¢do do modelo normal

clear all

%$ler base
load b90;

base=data;

N=size (base, 1) ;

$ler pesos para prob de grupos

load peso90;

peso=data;
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Np=size (peso, 1) ;

%ler tabuas atuariais
load prob m;

tabuas M val=data;
tabuas M inval=tabuas M val;

load prob f;

tabuas F val=data;
tabuas F inval=tabuas F val;

Nt=size (tabuas M val,1l);

%base sexo, idade e premio
sexo(:,1) = base(:,1); %sx

idade(:,1) = base(:,2); %Id

%para idade ocupar menos memoria id 1000 vai ser id 122
y=find (idade==1000) ;

idade (y,1)=121;

$percentual do premio a ser utilizado

Per premio=0.53;

r(:,1) = base(:,3); $premio (base de dados)

r real = Per premio*r(:,1); S%premio utilizado

gmes de inicio de vigencia do contrato
inicio vig(:,1) = base(:,19);

%base titular

c(:,1) = zeros(N,1); Sfim

c(:,2) = zeros(N,1); %Svalido

c(:,3) = zeros(N,1); %invalido

c(:,4) = base(:,4); %invalidez funcional permanente total por
doenca

c(:,5) = base(:,0); %invalidez permanente parcial por acidente
c(:,0) = base(:,8); %invalidez permanente total por acidente
c(:,7) = base(:,9); %invalidez permanente total por doenca
c(:,8) base(:,10); $invalidez temporaria por acidente

c(:,9) = base(:,11); morte por acidente

c(:,10) = base(:,13); Smorte gqualquer causa

c(:,11) = base(:,16); Sgualquer tipo de acidente

c(:,12) = base(:,18); S%Sinvalidez laboral permanente

%base conjuge
b(:,1) = zeros(N,1l); %fim
b(:,2) = zeros(N,1l); %valido
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b(:,3) = zeros(N,1); S%$invalido

b(:,4) = base(:,5); %invalidez permanente parcial do cdnjuge
por acidente

b(:,5) = base(:,7); %invalidez permanente total do cdébnjuge por
acidente

b(:,6) = base(:,12); %morte por acidente do cdnjuge

b(:,7) = base(:,14); S%morte gqualgquer causa do cdnjuge

b(:,8) = base(:,17); S%$invalidez permanente total por doenca do
cénjuge

%$base filhos

a(:,1) = zeros(N,1); %fim

a(:,2) zeros(N,1); Svalido

a(:,3) = zeros(N,1); %invalido

a(:,4) = base(:,15); $morte qualquer causa do filho

Svetor W
load pc90;

prod cruz=data;
load correspondencia var;
tab=data;

eta(:, :)=zeros (N, 29"2);
eta(:,tab(:,1))=prod cruz(:,tab(:,2));

num de mulheres e homens por idade
idp(:,1)= peso(:,1); S%idade

F(:,1) = peso(:,2); Smulher

M(:,1) = peso(:,3); %homem

Sm=0;

Sh=0;

for i=1:Np
Sm=Sm+F (i) ; %$total de mulheres
Sh=Sh+M (i) ; %$total de homens

end

%$tabuas atuariais

idt M val(:,1)=tabuas M val(:,1);

idt M inval(:,1l)=tabuas M inval(:,1);
idt F val(:,1l)=tabuas F val(:,1);

idt F inval(:,1l)=tabuas F inval(:,1);

:)=tabuas M val(:,[2:10]);

S M ,

S M inval(:,:)=tabuas M inval(:,[2:10]);

S F val(:,:)=tabuas F val(:,[2:10]);

S F inval(:,:)=tabuas F inval(:,[2:10]);

Sc M val=S F val(:,[2,3,6,7,4]); $prob do conjuge de um

titular homem e igual a prob de um titular mulher
Sc M inval=S F inval(:,[2,3,6,7,4]);
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Sc_F val=sS M val(:,[2,3
Sc_ F inval=S M val(:,[2,

Sf val=S M val(:,7); $prob do filho homem
Sf inval=S M val(:,7);

Pfim=1-(1-0.21) .7 (1/12); %probabilidade de fim mensal
persistencia) --> anual 21%

Nsin=size (S M val,2);
Ncsin=size (Sc M val,2);
Nfsin=size (Sf val,2);

$vetor de estado inicial
P0=[0;1;0;0;0;0;0;0;0;0;0;01;
Q0=[0;1;0;0;0;0;0;01;
U0=[0;1;0;01;

$matriz de transicao titular (4 dim)

auxl M=0;

auxl F=0;

aux2 M=0;

auxz2 F=0;

for j=1:Nsin
auxl M = auxl M+S M val(:,3]);
auxl F auxl F+S F val(:,3);

aux2 M aux2 M+S M inval(:,3);
aux2 F = aux2 F+S F inval(:,3);

end
val M 1- (auxl M+Pfim); $prob de valido
val F = 1-(auxl F+Pfim);

inval M =

] (aux2 M+Pfim); $prob de invalido
inval F

l_
1- (aux2_ F+Pfim);

for id=1:121
for sx=1:2

‘v v ' Y W0 U U O d

Il
o .
~

’

P(2,1,sx,1d)=Pfim;
P(3,1,sx,1id)=Pfim;
end

P(2,2,1,id)=val M(id);
P(2,2,2,1id)=val _F(id);

(1-

130
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P(3,3,1,1id)=inval M(id);
P(3,3,2,id)=inval F(id);

for j=4:12
P(2,3,1,id)=s M
P(3,3,1,id)=S M _
P(2,3,2,1id)=S F
P(3,3,2,id)=s F_
end
end
Pm=0;
for i=1:Np

Pm=Pm+ ( (F (i) *P(:,

end

Pm=Pm/ (Sm+Sh) ;

for sx=1:

3

P(:,:,8x,122)=Pm;

end

$matriz de transicao conjuge

auxl M=0;
auxl F=0;
aux2 M=0;
aux2 F=0;

for j=1:Ncsin

auxl M =

auxl F

aux2_|
auxz

end
valc M =
valc F

M
F

1-
l_

invalc M =

invalc F

for id=1:

O @

val (id, 3-3);
inval (id, j-3);
val (id, 3-3);
inval (id, j-3);

1,2, (idp (1) +1)) )+ (M(1) *P (:,

(4 dim)

auxl M+Sc M val(:,]);

= auxl F+Sc F val(:,3]);

(auxl M+Pfim);
(auxl F+Pfim);

(aux2 M+Pfim);

l_
1- (aux2 F+Pfim);

121
for sx=1:2

(2,1,sx,1id)=Pfim;
(3,1,sx,1id)=Pfim;

~

1
2
1

aux2 M+Sc M inval(:,]);
aux2 F+Sc F inval(:,]);

$prob de valido

131

1,1, (idp (1) +1)))) 7

%prob de invalido

,id)=valc M(max (id-4,1)

d )
,id)=valc F (min (id+4,121));
,id)=invalc M(max(id-4,1));

)
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0(3,3,2,id)=invalc_F(min(id+4,121));

Qm=0m+ ( (F (1) *Q(:,:,2, (1dp (i) +1)) )+ (M(1i)*Q(:

c M val(max(id-4,1),J-3);
¢ M inval (max(id-4,1),J-3);
c F val(min(id+4,121),3-3);
c F inval(min(id+4,121),3-3);

(4 dim)

$prob de valido

%prob de invalido

for j=4:8
Q(2,3,1,1id)=s
Q(3,],1,ld)=S
Q(2/j/2/id>=s
Q(3/j/2/id>=s
end
end
om=0;
for i=1:Np
end
Om=Qm/ (Sm+Sh) ;
for sx=1:3
Q(:,:,8x,122)=0m;
end
matriz de transicao filhos
aux1=0;
aux2=0;
for j=1:Nfsin
auxl = auxl+Sf val(:,J);
aux2 = aux2+Sf inval(:,J);
end
valf = 1-(auxl+P£fim) ;
valf = 1-(auxl+Pfim) ;
invalf = 1-(aux2+Pfim);
invalf = 1-(aux2+Pfim);

for id=1:121
for sx=1:2

U(:,:,sx,1id)=zeros (4,4);

U(1l,1,sx,id)=1;
U(4,1,sx,id)=1;

U(2,1,sx,id)=Pfim;
U(3,1,sx,1id)=Pfim;

end
U(2,2,1,id)=valf (15);
U(2,2,2,id)=valf (15);
U(3,3,1,id)=invalf (15);
U(3,3,2,id)=invalf (15);
U(2,4,1,id)=Sf val(15,1);
U(3,4,1,id)=Sf_inval (15,1);
U(2,4,2,id)=Sf val(15,1);
U(3,4,2,id)=Sf_inval (15,1);
end

Um=0;

14

132

1, (Adp (1) +1))) )
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for i=1:Np
Un=Um+ ( (F (1) *U(:,:,2, (idp(i)+1)) )+ (M(1)*U(:,:, 1, (idp(1)+1))));
end

Um=Um/ (Sm+Sh) ;

for sx=1:3
U(:,:,8%x,122)=Um;
end

%$Indicador de contrato ativo
Ia=[0;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1;1]1:

%Beta

m=inicio vig(l,1); %mes de inicio de vigencia dos contratos da
base corrente

Fn=12-m+1;

x=[0.01; 0.01; 0.01; 0.01; 0.01; 0.01; 0.01; 0.01; 0.01; 0.01;
0.01; 0.0171;

for t=1:12
Baux (t)=1/prod (1+x(1l:t));
end

B(l,:)=zeros(1,12);
$B(l:n)=Baux (m:12) ;
B(m:12)=Baux (m:12) ;

%$Valor Esperado
ET=0;Ec=0;Et=0;Ef=0;Er=0;Esin=0;Epremio=0;

for i=1:N
sx=sexo (i, 1);
id=idade (i, 1);
if sx==
sSXc=2;
elseif sx==
sxc=1;
else
SXC=8X;
end;
if id==121
ide=121;
elseif sx==
idc=max (id-4,1);
else
idc=min (id+4,120);
end
for t=1:12

%parcelas mensais dividida assim para aplicar corretamente o beta
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Ett=(c(i,:)*(P(:,:,sx,1id+1)"t) "*P0O);

Ect=((b(i,:)*(Q(:, :,sxc,idc+l)"t) '*Q0)*(Ia'*(P(:, :,sx,1d+1)"t) "*PO

Eft=((2%*a(1,:)*(U(:,:,1,15)"t)"*U0U0)*(Ia'*(P(:, :,sx,1d+1)"t) "*P0));
Ert=(r real(i)*(Ia'*(P(:,:,sx,1id+1)"t) " '*P0));

%acumulado somatdério horizonte/ano

Et=Et+Ett;%media capital pago por sinistros com titular
Ec=Ec+Ect; %media capital pago por sinistros com conjuge
Ef=Ef+Eft; %media capital pago por sinistros com filhos
Er=Er+Ert; %media premio recebido
ET=ET+ (B(t) * (Ett+Ect+Eft-Ert)); %valor esperado total
trazido a valor presente
Esin=Esin+ (B (t) * (Ett+Ect+Eft)); Svalor esperado total de
sinistros trazido a valor presente
Epremio=Epremio+ (B (t) *Ert); %valor esperado total de premio
trazido a valor presente
end
end

%$Variancia
L=[0,zeros (1,11);zeros(11,1),eye(1l1l)1;
VT=0;

for i=1:N
sx=sexo (i, 1);
id=idade (i,1);
if sx==
sxc=2;
elseif sx==
sxc=1;
else
SXC=8X;
end;
if id==121
idc=121;
elseif sx==1
idc=max (id-4,1);
else
idc=min (1d+4,120);
end
sparcial=zeros (2972,1);

for t=1:12
for s=1:12

pmin=((P(:,:,sx,1d+1) ") "min(t,s)) *PO;
pt=((P(:, :,sx,1id+1) ") "t) *PO;
ps=((P(:, :,sx,1id+1l) ") "s) *P0O;
pAt=Ia'* ((P(:, :,sx,id+1) ") t) *P0O;
pAs=Ia'*((P(:,:,sx,id+1) ") "s) *P0O;
aqmin=((Q(:, :,sxc,idc+1l) ") “min(t,s)) *Q0;
gt=((Q(:,:,sxc,idc+l) ") "t) *Q0;
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gs=((Q(:,:,sxc,idc+1l) ') "s) *Q0;
umin=((U(:,:,1,15)") " min(t,s)) *U0;
ut=((U(:,:,1,15)")"t)*U00;
us=((U(:,:,1,15)")"s)*U00;

COVt=((P(:, :,s%x,1id+1) ') "“abs(t-s)) *diag (pmin)-pt*ps’';

%covariancia entre estados do titular em t e s

COVec=Ia'*((P(:,:,sx,id+1) ") ~abs (t-
s)) *L*pmin* ((Q(:, :,sxc,idc+l) ') “abs (t-s)) *diag(gmin) -
PAt*pAs* (gt*gs'); Scovariancia entre estados do conjuge em t e s

CovE=Ia'*((P(:,:,sx,id+1) ") ~abs (t-
s)) *L*pmin* ((U(:,:,1,15) ") "abs(t-s)) *diag (umin) -pAt*pAs* (ut*us');
%$covariancia entre estados do filho em t e s

COVcf=Ia'*((P(:,:,sx,1d+1l) ") "abs(t-s))*L*pmin*gt*us’'-
pAt*pAs* (gt*us'); S%Scovariancia entre estados do conjuge e dos
filhos em t e s

Covif=Ia'*((P(:,:,sx,1id+1l) ") "abs(t-s))*L*pmin*ut*us’'-
pAt*pAs* (ut*us'); S%Scovariancia entre estados do filhol e do filho2
em t e s

COVr=Ia'* ((P(:,:,sx,1d+1l) ") "abs(t-s)) *L*pmin-pAt*pAs;
$covariancia entre premio em t e s

COVcr=Ia'*((P(:,:,sx,id+1l) ") *abs(t-s)) *L*pmin*gt-
pAt*pAs*qt; Scovariancia entre conjuge e premio em t e s

CoOVfr=Ia'*((P(:,:,sx,id+1l) ") *abs(t-s)) *L*pmin*ut-
pAt*pAs*ut; Scovariancia entre filho e premio em t e s

if t>=s
COVte=((P(:,:,s8%x,1id+1l) ") (t-s)) *L*ps*qgs'-
pt*pAs*gs'; Scovariancia entre estados do titular e do conjuge em
t e s

COVtf=((P(:,:,sx,1d+1) ") " (t-s))*L*ps*us'-
pt*pAs*us'; S%Scovariancia entre estados do titular e dos filhos em
t e s

COVtr=((P(:,:,sx,1d+1) ") " (t-s)) *L*ps-pt*pAs;
$covariancia entre titular e premio em t e s
else
COVtc=diag(pt)* ((P(:,:,sx,1d+1)) " (s-t))*Ia*gs'-
pt*pAs*qgs’';

Covtf=diag(pt)*((P(:,:,sx,1d+1)) " (s-t))*Ia*us'-
pt*pAs*us’';

COVtr=diag(pt)*((P(:,:,sx,1d+1l)) " (s-t)) *Ia-pt*pAs;
end

Cov=[COVt,COVtc,COVtE,COVtE,COVtr;
covtc',COvVc,COVcE, COvVeE, COVer;
cCovtf',Covct',COVE,COVEE,COVEr;


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0711222/CB


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0711222/CB

136

covtf',Covef',CoOvEf',COVE,COVEr;
covtr',COVer',COVfr',CoOVEr',COVr];

vec=reshape (COV, (size(COV,1))"2,1);

sparcial=sparcial+B(t) *B(s) *vec;
end
end
VT=VT+eta (i, :) *sparcial;
end

%$limpando a memoria

clear B Baux COV COVc COVcf COVcr COVE COVEf COVfr COVr COVt COVtc
COVtf COVtr Ect Eft Ert Ett F Ia L M N Ncsin Nfsin Np Nsin Nt P PO
Per premio Pfim Pm Q Q0 Om S F inval S F val S M inval S M val
Sc_F inval Sc F val Sc M inval Sc M val Sf inval Sf val Sh Sm U U0
Um a auxl auxl M auxl F aux2 aux2 F auxZ2 M b base c colheaders
data eta i id idade idc idp idt F inval idt F val idt M inval
idt M val inicio vig inval F inval M invalc F invalc M invalf j m
pPAs pAt peso pmin prod cruz ps pt gmin gs gt r r real s sexo
sparcial sx sxc t tab tabuas F inval tabuas F val tabuas M inval
tabuas M val textdata umin us ut val F val M valc F valc M valf
vec Xx;

o

% save resultado;

+ Programa de simulagdo da vida no periodo de um ano de parte da carteira

clear all

%le a base

load basesim;
base=data;

clear data;

$numero de individuos
N=size (base, 1) ;

gnumero de meses
mes=12;

$numero equivale ao numero de anos simulados
Nsim=1000;

%ler pesos para prob de grupos
load conta h mblO;

peso=data;
Np=size (peso,1l);

clear data;

%$ler tabuas atuariais
load prob m;
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tabuas M val=data;
tabuas M inval=tabuas M val;

load prob f;

tabuas F val=data;
tabuas F inval=tabuas F val;
Nt=size (tabuas M val,1);

%base sexo, idade e premio
sexo(:,1) = base(:,1); $sx

idade(:,1) = base(:,2); %Id
$para idade ocupar menos memoria id 1000 vai ser id 122
y=find (idade==1000) ;

idade (y,1)=121;

$percentual do premio a ser utilizado

Per premio=0.53;

$premio (base de dados)

r(:,1) = base(:,3);

$premio utilizado

r real = Per premio*r(:,1);

%base de valores referente ao titular

c(:,1) = zeros(N,1l); %fim

c(:,2) = zeros(N,1); %Svalido

c(:,3) = zeros(N,1l); %invalido

c(:,4) = base(:,4); %invalidez funcional permanente total por
doenca

c(:,5) = base(:,06); %3invalidez permanente parcial por acidente
c(:,0) = base(:,8); %invalidez permanente total por acidente
c(:,7) = base(:,9); %invalidez permanente total por doenca
c(:,8) = base(:,10); $invalidez temporaria por acidente

c(:,9) = base(:,11); smorte por acidente

c(:,10) = base(:,13); Smorte qualquer causa

c(:,11) = base(:,16); Sgualquer tipo de acidente

c(:,12) = base(:,18); Sinvalidez laboral permanente

%base de valores referente ao conjuge
b(:,1) zeros (N,1); S$fim

b(:,2) = zeros(N,1l); %valido

b(:,3) zeros (N,1); S%$invalido
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b(:,4) = base(:,5); %invalidez permanente parcial do cdnjuge
por acidente
b(:,5) = base(:,7); %invalidez permanente total do cbnjuge por
acidente
b(:,6) = base(:,12); S%morte por acidente do cdnjuge
b(:,7) = base(:,14); S%Smorte gualgquer causa do cdnjuge
b(:,8) = base(:,17); %$invalidez permanente total por doenca do
cénjuge
%base de valores referentes aos filhos

= zeros(N,1); Sfim

)

) = zeros(N,1); $valido

) zeros (N, 1) ; %$invalido
) 15)

base(:, ;  Smorte qualgquer causa do filho

%tabuas atuariais (probabilidades)
idt M val(:,1)=tabuas M val(:,1);
idt M inval(:,1)=tabuas M inval(:,1);
idt F val(:,1l)=tabuas F val(:,1);
idt F inval(:,1l)=tabuas F inval(:,1);

S M val(:,:)=tabuas M val(:,[2:10]);

S M inval(:,:)=tabuas M inval(:,[2:10]);

S F val(:,:)=tabuas F val(:,[2:10]);

S F inval(:,:)=tabuas F inval(:,[2:10]);

Sc M val=S F val(:,[2,3,6,7,4]); $prob do conjuge de um

titular homem e igual a prob de um titular mulher
Sc M inval=S F inval(:,[2,3,6,7,4]);

Sc F val=Ss M val(:,[2,3,6,7,4]);

Sc_F inval=S M val(:,[2,3,6,7,4]);

Sf val=S M val(:,7); prob do filho homem

Sf inval=s M val(:,7);

snum de mulheres e homens por idade para quando for grupo
idp(:,1)= peso(:,1); Sidade

F(:,1) = peso(:,2); Smulher
M(:,1) = peso(:,3); Shomem
Sm=0;
Sh=0;
for i=1:Np
Sm=Sm+F (i) ; %total de mulheres
Sh=Sh+M (i) ; %total de homens
end
$probabilidade de fim mensal (l-rotatividade) --> anual 21%

Pfim=1-(1-0.21).7(1/12); % (1-(persisténcia))transformado em mensal
$preciso contar o numero de colunas formado para fazer o calculo
da prob de

$valido

Nsin=size(S_M val,2);%conta quantas probabilidades foram
utilizadas da tabua para o titular
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Ncsin=size (Sc M val,2);%quantas foram usadas para sinistro com
conjuge

Nfsin=size (Sf val,2);%quantas foram utilizadas para sinistro com
filho

$mes de inicio de vigencia do contrato
inicio vig(:,1) = base(:,19);
%Beta
m=inicio vig(l,1); %mes de inicio de vigencia dos contratos da
base corrente
Fn=12-m+1;
=[0.01; 0.01; 0.01; 0.01; 0.01; 0.01; 0.01; 0.01; 0.01; 0.01;
0.01; 0.017;

for t=1:12

Jaux (t)=1/prod (1l+x(1:t));
end
J(1, .) =zeros (1,mes);
% ( ) =Jaux (m:12) ;

(
J
J (m s)=Jaux (m:mes) ;

$matriz de transicao titular (4 dim)
$célculo da probabilidade de véalido para cada idade da tabua
auxl M=0;
auxl F=0;
aux2 M=0;
aux2 F=0;
for j=1:Nsin
auxl M = auxl M+S M val(:,]);
auxl F = auxl F+S F val(:,3]);

aux2 M = aux2 M+S M inval(:,]);
aux2 F = aux2 F+S F inval(:,]);

end

val M = 1-(auxl M+Pfim); $prob de wvalido
val F = 1-(auxl F+Pfim);

inval M = 1-(aux2 M+Pfim); $prob de invalido
inval F = 1-(aux2 F+Pfim);

for id=1:121
for sx=1:2
=zeros (12,12);

‘v /g ' Y U U U O d

P(2,1,sx,1d)=Pfim;
P(3,1,sx,1id)=Pfim;
end
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P(2,2,1,id)=val M(id);
P(2,2,2,id)=val F(id);
P(3,3,1,id)=inval M(id);
P(3,3,2,id)=inval F(id);
for j=4:12
P(2,3,1,id)=s M val(id,j-3);
P(3,3,1,1id)=S M inval(id,j-3);
P(2,3,2,1id)=S_F val(id,j-3);
P(3,3,2,id)=S_F inval(id,j-3);
end
end
Pm=0;
for i=1:Np
Pm=Pm+ ( (F (1) *P(:, :,2, (1dp(1)+1)))+(M(1) *P(:,:,1, (idp(1)+1))));
end

Pm=Pm/ (Sm+Sh) ;

for sx=1:3
P(:,:,8x,122)=Pm;
end

$matriz de transicao conjuge

(4 dim)

auxl M=0;

auxl F=0;

aux2 M=0;

auxz2 F=0;

for j=1:Ncsin
auxl M = auxl M+Sc M val(:,J);
auxl F = auxl F+Sc F val(:,J);
aux2 M = aux2 M+Sc M inval(:,J);
aux2 F = aux2 F+Sc F inval(:,J);

end

valc M = 1-(auxl M+Pfim);

valc F = 1-(auxl F+Pfim);

invalc M
invalc F

for id=1
for

end

1- (aux2 M+Pfim);
1- (aux2_ F+Pfim);

:121
sx=1:2

(2,1,sx,1id)=Pfim;
(3,1,sx,id)=Pfim;

10 O

%prob de wvalido

%prob de invalido
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0(2,2,1,id)=valc M(max(id-4,1));
0(2,2,2,id)=valc_F(min(id+4,121)
0(3,3,1,id)=invalc M(max(id-4,1)
Q(3,3,2,1id)=invalc F(min (id+4,12
for j=4:8
0(2,3,1,1id)=Sc_M val (max(id-4,1),J-3);
Q(3/j/1/id>=s
Q(2/j/2/id>=s
Q(3,3,2,1id)=S
end
end
Qm=0;
for i=1:Np

Qm=0m+ ( (F' (1) *Q(:,:,2, (idp (i) +1)))+ (M (1) *Q(:

end

Om=Qm/ (Sm+Sh) ;

for sx=1
Q(:,
end

matriz
aux1=0;
aux2=0;
for j=1:
auxl

aux2
end
valf =

1
valf 1

invalf =
invalf =

for id=1
for

: 3
:,8x%x,122)=0m;

de transicao filhos (4 dim)

Nfsin
= aux1l+Sf val(:,]);

= aux2+Sf inval(:,]);

- (aux1l+Pfim) ;
- (aux1l+Pfim) ;
1-(aux2+Pfim) ;
1-(aux2+Pfim) ;
1121

sx=1:2

U(:,:,8x,1id)=zeros (4,4);

U(l,1,sx,id)=1;
U((4,1,sx,id)=1;

U(2,1,sx,id)=Pfim;
U(3,1,sx,id)=Pfim;

2,1,id)=valf (15);
2,2,id)=valf (15);
3,1,id)=invalf (15);
3,2,id)=invalf (15);

,1d)=Sf val(1l5,1);

1,id)

1,1id)

,2,1d)=Sf val(15,1);
2,1d)

r 1

=Sf inval (15,1);

=Sf inval(15,1);

)
)
1

’

))

%prob de wvalido

%prob de invalido

4

141

1,1, (idp (1) +1)))) 7
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end

clear F Jaux Per premio Pfim S F inval S F val S M inval S M val
Sc_F val;

clear Sc_F inval Sc M val Sc M inval Sf inval Sf val Sh Sm auxl
auxl F;

clear auxl M aux2 aux2 F aux2 M colheaders data idt F inval
idt F val;

clear idt M inval idt M val inicio vig inval F inval M invalc F
invalc M invalf;

clear j r tabuas F inval tabuas F val tabuas M inval tabuas M val
textdata val F val M;

clear valc F valc M valf x 1 sx t m M Np id idp peso Nsin Ncsin Nt
Nfsin;

%Criar as matrizes de probabilidade de transicao
$de estados com as probabilidades acumuladas por linha

$matriz transicao media acumulada titular
for sx=1:3
for i=1:12
for j=1:12
Pac(i,j,sx,122)=sum(P(i,1:3,sx%x,122));
end
end
end

$matriz transicao acumulada titular

for id=1:121
for sx=1:3
for i=1:12
for j=1:12

Pac (i, j,sx,id)=sum(P(i,1:j,sx,1id));

end
end
end
end

for id=1:122
for sx=1:3
Pac(:,12,sx,1id)=1;
end
end

clear P;

matriz transicao media acumulada conjuge

for sx=1:3
for i=1:8
for 3=1:8
Qac(i,j,sx,122)=sum(Q(i,1:3,sx%x,122));
end
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end
end

matriz transicao acumulada conjuge

for id=1:121
for sx=1:3

for 1=1:8
for j=1:8
Qac(i,j,sx,1id)=sum(Q(i,1:]j,sx,1id));
end
end
end

end
for id=1:122
for sx=1:3
Qac(:,8,sx,1d)=1;
end
end

clear Q;

$matriz transicao acumulada filho

for i=1:4
for j=1:4

Uac(i,3,1,15)=sum(U(i,1:3,1,15));

end
end
clear U;

Uac(:,4,1,15)=1;

%$simulacdo da vida

$transicao do estado 1 nos 10000 cenarios

$titular

aux=ones (N, 1) ;
E=zeros (N,mes) ;

$AA para o primeiro cendrio gero o estado do 1 més
%para os individuos
auxl=aux*2;
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tO=clock

%$identifica o sexo do titular
auxtodos=find (sexo==1) ; $homem
auxtodosl=find (sexo==2);%mulher

%cria sexo conjuge
sexoc=ones (N, 1) *3; Sgrupo
sexoc (auxtodos)=2;%$feminino
sexoc (auxtodosl)=1;%masculino

%$cria idade conjuge

144

idadec=ones (N, 1) *121; $preenche tudo com a idade da matriz id e/ou

sx desconhecidos

idadec (auxtodos)=max (idade (auxtodos)-4,1) ;%idade do conjuge mulher
idadec (auxtodosl)=min (idade (auxtodosl)+4,120) ;%idade do conjuge

homem
T=zeros (Nsim, 1) ;
Sin=zeros (Nsim, 1) ;

Prem=zeros (Nsim, 1) ;
npac=size (Pac,1);

%$simula vida em um ano
for j=1:Nsim
vsintot=zeros (N,mes) ;

clear AA;

$matriz onde cada linha indica as probabilidades
%acumuladas referentes ao estado atual do individuo

AA(:,:)=zeros (N,npac);

$matriz onde cada elemento indica o prémio pago

$pelo individuo i1 no més t
R=zeros (N, mes) ;

matriz onde cada elemento
%pelo titular i no més t
valsin=zeros (N, mes) ;
$matriz onde cada elemento
$pelo cbnjuge do titular i
valsinc=zeros (N, mes) ;
matriz onde cada elemento
$pelo filho do titular i no
valsinf=zeros (N,mes) ;

$reinicia os auxiliares
aux=ones (N, 1) ;
auxl=zeros (N, 1);
aux2=zeros (N, 1);
aux3=zeros (N, 1) ;

clear p;

clear PP;

%$nova matriz de estados

indica

indica

no més

indica
més t

@)

valor do sinistro gasto

valor do sinistro gasto

valor do sinistro gasto

E=zeros (N, mes) ; 3npac =12 pois representam 0SS meses
auxl=aux*2;%vetor de estados iniciais igual a valido
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for

verdade

fica 13
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t=1:mes
for i=1:N

AA (i, :)=Pac(auxl (i), :,sexo(i),idade(i)+1);
end

p=rand (N, 1);

PP=[ppppPPPPPPPPPIl;
aux2= (AA<PP) ;Sretorna matriz Nx12 com valores lbégicos 1

e 0 para falso.

aux3=sum (aux2, 2) tones (N, 1) ;

subst=find (aux3>12); sacerto, porque se for o estado 12
(12+1)

aux3 (subst)=12;

E(:,t)=aux3;%descoberta do estado no més para cada

individuo

end

%$contar o dinheiro por individuo
for d=1:N

valsin(d,t)= c(d,aux3(d)) .*J(t);
end
$premio pago no mes

R(:,t)=r real.*J(t);

%$troca de estado inicial
auxl=aux3;

$verifica a ocorréncia do sinitro 1 para o titular

clear del;

del=find (E==1);
R(del)=0;

%$simulacdo conjuge

utilizar novamente esta matriz para ndo ocupar memoria
clear AA;
clear p;
clear PP;

%$novo tamanho de estados
ngac=size (Qac,1);

$reinicia os auxiliares
aux=ones (N, 1) ;
auxl=zeros (N, 1) ;
aux2=zeros (N, 1) ;
aux3=zeros (N, 1) ;

$nova matriz para as probabilidades acumuladas do cdénjuge

AA(

:,:)=zeros (N,ngac) ;
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nova matriz de estados
E=zeros (N, mes) ; snpac =12 pols representam o0s meses
auxl=aux*2;%vetor de estados iniciais igual a valido
for t=l:mes %$quantidade de meses observados

for i=1:N%quantidade de individuos

AA(i,:)= Qac(auxl (i), :,sexoc(i),idadec(i)+1);
end
p=rand (N, 1);

PP=[p p PP PPP Pl
aux2= (AA<PP) ;Sresponde com 1 se verdade e 0 se falso

$soma as colunas de cada individuo + 1 para saber o estado

aux3=sum (aux2, 2) tones (N, 1) ;

subst=find (aux3>8);%como se o estado for 8, 8+1 fica um
estado que ndo existe

aux3 (subst)=8;%localizo e troco para o numero do estado
correto

%descoberta do estado no més para cada individuo

$preencimento da matriz de estados no més t correspondente

E(:,t)=aux3;

%$Cria matriz com os valores gastos com sinistro por
individuo em

%cada més, cada linha um individuo e cada coluna o més.

Traz a
$valor presente. N&do faz para premio, pois so o titular
paga por
%todos os dependentes
for d=1:N
valsinc(d,t)= b(d,aux3(d)).*J(t);
end
$troca de estado inicial
auxl=aux3;
end

sverifica a ocorréncia do sinitro 1 para o titular

valsinc (del)=0;

%$simulacdo filho 1

utilizar novamente esta matriz para ndo ocupar memoria
clear AA;

clear p;

clear PP;

$novo tamanho de estados

nuacl=size (Uac,1);

%$reinicia os auxiliares
aux=ones (N, 1) ;
auxl=zeros (N, 1);
aux2=zeros (N, 1) ;
aux3=zeros (N, 1) ;

%nova matriz para as probabilidades acumuladas do filho
AA(:,:)=zeros (N,nuacl);
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nova matriz de estados
E=zeros (N, 12); %npac =12 pois representam oS meses
auxl=aux*2;%vetor de estados iniciais igual a valido

for t=1l:mes Squantidade de meses observados
for i=1:N %Squantidade de individuos
AA (i, :)=Uac(auxl (i), :,1,15);
end

p=rand (N, 1l);%vetor de numeros aleatdrios

PP=[p p p pl;%coloca na mesma dimensao para poder comparar

aux2= (AA<PP) ;Sresponde com 1 se verdade e 0 se falso

$soma as colunas de cada individuo + 1 para saber o estado

aux3=sum (aux2, 2) tones (N, 1) ;

subst=find (aux3>4); %como se o estado for 4, 4+1 fica um
estado que ndo existe

aux3 (subst)=4;%localizo e troco para o numero do estado
correto

%descoberta do estado no més para cada individuo

$preencimento da matriz de estados dos N individuos no més
t correspondente

E(:,t)=aux3;

$Cria matriz com os valores gastos com sinistro por
individuo em

%cada més, cada linha um individuo e cada coluna o més.

Traz a
$valor presente. Ndo faz para premio, pois so o titular
paga por
$todos os dependentes
for d=1:N
valsinf(d,t)= a(d,aux3(d)) .*J(t);
end
$troca de estado inicial
auxl=aux3;
end

$verifica a ocorréncia do sinitro 1 para o titular
valsinf (del)=0;

%agora que as matrizes de valores do ano estdo prontas
$Calcula-se os totais

vsintot= valsin+valsinc+ (2*valsinf);
T(j)=sum(sum(vsintot-R),2);
Sin(j)=sum(sum(vsintot),2);

Prem (j)=sum(sum(R),2);

J

end

tl=clock

histfit (T,100)

ylabel ('frequencia absoluta dos valores de T')
xlabel ('classes de valores de T');

title ('Histograma de 1000 simulacdes da variavel T')
normplot (T)

0% o° d° o° o°
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+ Programa de convolucéo e calculo do capital

clear all
load T;

load ET90;
load VT90;

a=0.001;

N=size (T, 1);

d=sqrt (VT) ;

xmax=max (T) ;

xmin=min (T) ;

z=norminv(0.999,0,1); % para alfa 0.001
tmin=z*d+xmin+ET;%e o limite max g o t pode assumir
tmax=z*d+xmax+ET;% ¢ o limite min g o t pode assumir

tl=tmin;
t2=tmax;

timeO=clock
for k=1:100000
k
F=0;
t(k)=(tl+t2)/2;
for i=1:N;
F=F+ 1/N *normcdf ((t(k)-T(1)-ET)/d):;
end

if abs(F-(1-a))<0.0001
break

elseif F>(1l-a)

t2=t (k) ;
else
tl=t (k) ;
end
end

save resultado?2;
timel=clock

+ Programa Grafico da relacéo entre nivel de significancia e capital minimo
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clear all

load T;

load ET90;

load VT90;

load nivel;

a=nivel(:,1);%alfa, nivel de significancia

b=nivel(:,2);%1-alfa, nivel de confianca

na=size(a,l);

tresp=zeros(na,l);

N=size (T, 1);

d=sqgrt (VT) ;

xmax=max (T) ;

xmin=min (T) ;

timeO=clock

for i=1l:na
z=norminv(b(i),0,1); % para alfa a(i)
tmin=z*d+xmin+ET; %e o limite max g o t pode assumir
tmax=z*d+xmax+ET;% e o limite min g o t pode assumir
tl=tmin;

t2=tmax;

for k=1:100000
k
F=0;
t(k)=(tl+t2)/2;

for j=1:N;
F=F+ 1/N *normcdf ((t(k)-T(j)-ET)/d);
end

if abs(F-(1-a(i)))<0.0001
break

elseif F>(l-a(i))

t2=t (k) ;
else
tl=t (k) ;
end
end
tresp(i)=t (k)

end
timel=clock
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plot (tresp,a)
xlabel ('Valor do capital requerido')
ylabel ('Valor de alfa, probabilidade de insolvéncia')

load ET;

load VT;

D=sqgrt (VT) ;

z=zeros (na,1l);

CMR=zeros (na, 1) ;

for i=1l:na
z (i)=norminv (b (i), 0,1);
CMR (1) =ET+z (1) *D;

end

hold on

plot (tresp,a)

xlabel ('Valor do capital requerido')

ylabel ('Valor de alfa, probabilidade de insolvéncia')
plot (CMR,a, 'r'")

holf off

+ Programa Grafico Andlise de sensibilidade

%analise macroeconomica

A=[-8832001.18 0.02;
-7504404.19 0.04;
-6502181.63 0.06]

a=A(:,1);%valor obtido de CRM modelo hibrido
b=A(:,2);%cendrio de juros ao ano

plot (b, a)

title ('Comportamento do capital requerido')
xlabel ('Cenarios de juros anuais')

ylabel ('Valores obtidos de capital requerido')

%analise rotatividade

B=[-10444902.16 0O;
-9571485.24 0.15;
-7368947.84 0.40]

c=B(:,1);
d=B(:,2);
plot(d,c)

title ('Comportamento do capital requerido')
xlabel ('Cenédrios de rotatividades anuais')
ylabel ('Valores obtidos de capital requerido')
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