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A Construcéo das carteiras de investimento

3.1
A teoria das carteiras

Segundo Samanez (2006), a Carteira € uma combinacdo de ativos, como
investimentos, acdes, obrigacGes, commodities, imdveis, derivativos, titulos com
liquidez, entre outros ativos nas quais uma pessoa fisica ou juridica possam
investir. A sua finalidade é reduzir o risco com a diversificacdo. Markowitz
(1952) formalizou a ideia de diversificacdo e a aplicou a instrumentos financeiros,
que posteriormente serviram de base para o desenvolvimento de modernas

técnicas de quantificacdo do risco.

A idéia central da sua teoria consistia na premissa de que a decisdo sobre a
composicdo de uma carteira de investimentos estd fundamentada no valor
esperado e no desvio padrdo dos retornos da carteira, e que deveria, portanto,
contemplar um processo de minimizacdo de risco. Desse modo, entende-se que
um investimento ou ativo com risco domina outro quando, para um mesmo nivel
de risco, apresenta retorno esperado maior. De forma analoga, um investimento ou
ativo de risco domina outro quando, para um mesmo nivel de retorno esperado,

apresente um risco inferior.

As carteiras que atendem a esse requisito foram denominadas por
Markowitz de carteiras eficientes, e estas se situam na chamada fronteira
eficiente. Ou seja, considere A, B e C ativos mutuamente exclusivos. Para um
mesmo nivel de risco, os ativos B e C apresentam retornos diferenciados, com rp
> r¢. Logo, o investidor racional ira escolher o ativo B. Quanto a escolha do ativo
A em detrimento do ativo B, esta dependera do nivel de tolerdncia ao risco do
investidor e retorno r, ficando apenas claro que, para riscos maiores, o investidor

ird exigir ganhos maiores.
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3.2
Retorno e variancia de uma carteira

Em uma carteira com N ativos, podemos expressar 0 seu retorno através de
uma média ponderada dos retornos de cada ativo individualmente. Atribuimos um
peso Xi a cada ativo. Matematicamente, a expressao do retorno observado e do
retorno esperado da carteira séo dadas por:

Rc= YN, Xi.Ri (13)

Rc= YN, Xi.Ri (14)
Com base nestas duas equacgdes, podemos calcular a variancia para dois

ativos:
02 = E[Rc — Rc]? = X1%01% + X2 0,2 + 2X1X201, (15)
Onde:

012 € a covariancia entre os ativos 1 e 2

o, € a variancia do ativo 1.

o, é avariancia do ativo 2

X, éafracdo investida no ativo 1.

X, é a fracdo investida no ativo 2.

Para o caso geral de N ativos, a expressdo ficaria:
02 = Y, Xi*oi® + YN X1 XiX] ol (16)

3.3
A selecdo da carteira 6tima

Como vimos anteriormente que um investidor procura minimizar o risco
para um dado retorno (ou maximizar o retorno para um dado risco), o processo de

construcdo de uma carteira eficiente torna-se um problema de otimizacao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0813353/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0813353/CA

53

matematica. Ou seja, queremos minimizar a varidancia da carteira, dado

determinado nivel de retorno. O problema pode assim ser expresso:

Minimizar 6% = YIL, Xi2 0i* + %), Yy XiXj ol j (17)
Sujeito a:
Rc= YN Xi.Ri+ (1— XX Xi )Rf (18)

Onde (1 — XN, Xi )Rf representa a fracdo ndo investida em ativos com risco,

sendo Rf o retorno sem risco.

Este problema de otimizacdo pode ser resolvido como um problema de

otimizacao usando-se o operador Lagrangeano.

3.4
O modelo de indice Unico

Conforme visto anteriormente, 0 modelo de Markowitz para analise de
carteiras envolve as correlacdes entre os pares de ativos. Este processo iria resultar
em uma matriz de variancias-covariancias que iria demandar um razoavel trabalho

computacional.

Em vez disso, pode-se observar que a maioria das acdes esta de alguma
forma ligada ao desempenho do mercado. Este fendmeno sugere que um dos
motivos pelos quais os retornos das acdes possam estar correlacionados seria uma
resposta comum a movimentos de mercado. Poderiamos medir essa relacdo de
cada ativo com o mercado através de uma equacdo linear, relacionando o
desempenho da acdo com um Proxy de mercado, um indice representativo das

acoes em uma Bolsa de Valores de mercado.

Este indice, no mercado de acGes brasileiro, é dado pelo Ibovespa. Esta
medotologia reduz drasticamente o nimero de pardmetros necessarios e 0 tempo

de execucdo computacional no processo de selecdo da carteira 6tima. Desse modo,
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0 retorno de um ativo i pode ser colocado na forma de uma série temporal e

descrito pela seguinte equacao de regressao linear:

Ri,t = ai+ PiRm,t +ei,t (29)
Onde as seguintes premissas sdo acatadas:

I. O processo gerador de retornos de um ativo € descrito por uma equacao de
regressao linear que relaciona o retorno do titulo ao retorno de um indice
de mercado.

Il. O erro aleatério, ou seja, a componente da equacdo que independe do
mercado, possui distribui¢cdo normal com média zero.

[1l. O erro aleatorio de cada ativo nédo é correlacionado com o mercado.

IV.  Os retornos dos ativos séo correlacionados apenas com os retornos do
mercado, expresso por um indice de mercado. Estatisticamente, significa
gue a covariancia entre os erros aleatorios de qualquer par de ativos é zero,

expresso no item (111).

Assim, considerando as premissas e 0 processo gerador de retornos de um
ativo, a expressao para o retorno esperado de um ativo e sua variancia, no

contexto do Modelo de indice Unico seriam expressos por:

E[Ri] = Ri =E[ai+ BiRm+ei]l = ai+ i Rm (20)
0? = E[(Ri — Ri)?] = Bi?ci? + oe,i? (21)
i, j? = Bifjom? (22)

Para uma carteira com N ativos, podemos expressar o retorno da carteira e a
variancia como:
Rc= YN, Xi.Ri (23)

ac? = fc?om? + gec? (24)
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Onde:
Bc = YN Xipi, é o beta da carteira
gec? = YN Xi?gei? é orisco diversificavel da carteira.

Para estimagéo do beta para cada ativo individualmente, usamos os dados
historicos, pois ha suposi¢des de que os betas historicos contém informacgdes dos
betas futuros. Para estima-lo, faremos uso de ferramental estatistico. Dada a

seguinte expressao para o retorno de um ativo:

Ri,t = ai+ BiRm,t+ei,t (25)

O beta é o coeficiente angular da regressdo, mas estatisticamente é a
covariancia entre os retornos da carteira e do mercado, dividido pela variancia da

carteira de mercado:

Cov[Ri,t Rmt] _ oim (26)

pi = =

om? om?
E, para o célculo do ai, usamos:
ai = Ri,t — Bi Rm,t (27)
Onde Ri, t é o retorno médio do ativo i e Rm, t é o retorno médio do mercado no

periodo t.

Obs: O Modelo de indice Unico simplifica os célculos e reduz o nimero de
pardmetros necessarios. Contudo, esta simplificacdo supfe que os retornos dos
titulos subam ou desgam exclusivamente pela sua relagdo com o mercado, e que o

erro aleatdrio da regressdo independe dos retornos da carteira de mercado.
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3.5
A selecéo da carteira 6tima no contexto do modelo de indice Unico
Conforme mencionamos anteriormente, otimizar a carteira significa
minimizar o risco para um dado retorno proposto. Mencionamos também que o
portfélio seria composto de uma combinacdo de ativos com risco, ponderando-se
o risco individual de cada ativo com a proporgdo que cada um ocupa na carteira,
adicionando-se 0s ativos sem risco e a sua ponderacdo de forma anéloga.
Adicionalmente, estamos incluindo mais uma restricdo, que proibe a venda a

descoberto. Formalizando-se o problema, temos:

Minimizar 02 = YL, Xi? 0i* + YN, Xy, 10 XiXj 0i, j (28)
Sujeito a:
Rc= YN Xi.Ri+ (1— YN, Xi)Rf (29)

Xi =20 ,parai =1,2,..N

A resolugdo deste problema foi proposta por Elton, Gruber & Padberg

(1976), resultando nas seguintes fracdes 6timas:

. Bi R\ . .
yr= ae,zz [(;) LT Cl] (30)
onde
om2i_ (RImRDB)
Ci = j=1 . Ue;éz-z (31)
1+om? Z;_l ].2
oe,j
R\ . _ Ri-Rf
)i="5 (2)

O processo de otimizacgdo consiste nas seguintes etapas:

, R\ .
I.  Ordenar os titulos em ordem decrescente de (;) i
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II. Para cada titulo i, calcula-se o valor Ci, onde o calculo de C; inclui

. , . R , . . .
unicamente o titulo com mais alto (;) o calculo de C, inclui unicamente
. , . R R .
os dois titulos com mais alto (;) e assim por diante.
R . . .. - ]
I1l.  Comparar todos 0s (;) i com os respectivos Ci, identificando-se um Ci tal

. . . R\ . . ~
que os titulos inclusos em seu calculo tenham (;) i > Ci, e todos 0s nédo

inclusos tenham (g) i < Ci. O Ci com essa propriedade denominaremos de
taxa de corte C *.

IV.  Todos os titulos com (g) [ < C = terdo fracOes zero.
V. A fracdo 6tima dos titulos que ndo tiverem fracdo zero sera calculada da

seguinte forma:

yi= LL[RERS oy parai=1,2, .. N (33)

oi? Bi

VI.  Para satisfazer Y, Xi = 1, as fracGes 6timas serdo calculadas como se

segue:

Xi YL parai=1,2,..N (34)

N yi

3.6

Uso da medida 6mega para montar uma carteira otimizada de ativos
Conforme mostrado no capitulo anterior, o investidor racional sempre busca

otimizar o seu retorno para determinado nivel de risco, ou minimizar o seu risco

para um dado retorno. A fronteira eficiente, descrita por Markowitz, seria descrito

como um conjunto possivel de carteiras, sendo cada ponto da curva uma relagéo

otimizada entre risco e retorno.

Contudo, embora a teoria classica de investimentos seja considerada de facil
aplicacdo e matematicamente eficiente na composi¢édo das carteiras, as premissas

consideradas na teoria ndo correspondem a realidade. Os retornos dos ativos
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apresentam distribuicdes ndo normais, conforme veremos nos capitulos

posteriores de elaboracdo e analise das carteiras.

Em face disso, alguns autores véem propondo o uso de medidas de risco-
retorno com mais consisténcia em relacdo a distribuicdo observada. Keating e
Shadwick (2002) propuseram uma medida de performance que considerasse 0
formato da distribuicdo de retornos dos ativos na composicdo da carteira para

avaliar seu risco.

De acordo com a teoria apresentada anteriormente, o risco da carteira é
considerado como o desvio padrdo de uma série de resultados esperados, sejam
eles ganhos ou perdas, para um determinado nivel de confianca. Para uma
avaliacdo da performance de uma carteira, sdo conhecidas algumas estatisticas
para avaliacdo do desempenho, como os indicadores de Sharpe (IS), Treynor (IT),

Jensen (1J) e Sortino (ISor).

Os indices de Treynor e Jensen avaliam a performance com base no
desempenho da carteira em relagdo ao desempenho do mercado. Ja o Indice de
Sharpe utiliza-se apenas do comportamento da carteira para avaliar sua
performance. Por fim, o indice de Sortino usa o conceito de Downside Risk para

avaliar os riscos.

No entanto, outra medida de avaliacdo foi proposta, contemplando
momentos de ordem superiores da distribuicdo. Como exemplo, fagco uso de um
grafico ilustrativo retirado do artigo de Keating e Shadwick (2002), que
demonstra a importancia de se avaliar momentos de ordem superior. Ambas as
distribuicbes apresentam a mesma média (10) e desvio padrdo (152), contudo, em
termos de terceiro momento (assimetria) e quarto momento (curtose), elas sao
distintas, indicando que medidas tradicionais como media e desvio padrdo nao

seriam suficientes para a analise dos ativos e formacéo da carteira.
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Figura 1: Andlise da parformance de 2 carteiras

indice de Sharpe

Bastante utilizado para avaliar a performance de fundos de investimentos, o
indice de Sharpe, formulado por Willian Sharpe (1966), baseia-se na Teoria de
Selecdo de Carteira, apontando pontos na Linha de Mercado de Capitais que

correspondam a carteira 6tima. Pode ser assim definido:

IS = Elrp |- 7y (35)

%p
Onde:
E[r, ] : Retorno esperado do portfolio.
a,,. Desvio-padréo do portfdlio.

17 Taxa de juros sem risco.

indice de Sortino, Alfa, de Jensen e Treynor

Esta metodologia difere da anterior por abordar a idéia de Downside Risk

(DR), que considera no calculo da variancia apenas as perdas financeiras, que sdo
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definidas a partir de um Retorno Minimo Aceitavel (RMA), conforme descrito a

sequir:

DR = \/ . Min[0;(r;— RMA)]? (36)
m

Onde:

m: NUmero de observacdes feitas em intervalos de tempo iguais para o retorno r

do ativo ou carteira em analise.

Ou seja, ela se difere do indice anterior por considerar apenas as perdas.
Sortino percebeu que o mais importante seria capturar o risco de ndo se atingir o

ganho em relacdo a meta (RMA), e para isso desenvolveu a seguinte equacao:

E[rp |- RMA
DR

IS = (37)

O outro indicador mencionado é o indice de Treynor, que foi extraido do
Modelo CAPM e mede o excesso de retorno por unidade de risco sistematico,

conforme descrito a seguir:

_ Elp]-ry
IS = pﬂ (38)

A Medida Omega

Em raz8o de criticas ao Modelo proposto por Markowitz (1952), que
considera a normalidade da distribuicdo dos ganhos, Keating e Shadwick (2002)

apresentaram uma medida denominada Medida 6mega (Q2).

A maioria dos indicadores de performance consideram duas simplificagdes
importantes, que sdo validas se assumidas uma distribui¢cdo normal dos retornos:
I. A médiae a variancia descrevem a distribuicao de retornos.
Il.  As caracteristicas do risco-retorno de uma carteira podem ser descritas

sem referéncia a nenhum nivel de retorno além da média dos retornos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0813353/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 0813353/CA

61

Contudo, é aceito o fato empirico de que 0s retornos nao possuem
distribuicdo normal. Para demonstrar este idéia, iremos fazer uso do célculo de

assimetria e curtose de cada carteira, embasado pelo Teste de Jarque — Bera.

A Medida Omega consegue incorporar todos os momentos da distribuicéo.
Ou seja, ao invés de estimar dois momentos individuais, ela mede o impacto total

da distribuicéo.

Para definicdo da Medida Omega, primeiramente devemos definir um
retorno limite L, dividindo a distribuicdo de probabilidades de retornos em duas
areas, de ganhos e perdas. Na figura abaixo, ilustramos um exemplo de um

modelo de distribuicdo de retornos de um ativo.

025

oz

D08

a

|F'mb 003 0,05 0,12 2,18 0,22 o115 a1 0,07 0,0 o002z

Figura 2 — Distribuicdo de retornos com L =1,4

A Medida Omega é calculada através da distribuicdo cumulativa. Os ganhos
(gi) e as perdas (l;) podem ocorrer com alguma probabilidade nas &reas

consideradas de ganho (r > L) ou de perda (r < L).
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r>=L | g =T [1-F(n] g*[1-F(r)]
1,4 0,3 0,23 0,069
1,7 0,2 0,13 0,026
19 0,5 0,06 0,03
2,4 0,5 0,02 0,01
2,9
Ganho Ponderado =} gi*F(r;) = 0,135
r<L li=ri-ri [ F(r) I*F(r)
-0,2 0,2 0,03 0,006
0 0,3 0,09 0,027
0,3 0,4 0,22 0,088
0,7 0,2 0,4 0,08
0,9 0,5 0,62 0,31
14
Perda Ponderada = >l ; *F(r;)= 0,511

Quando a distribuicdo de probabilidades passa a ser continua, a figura acima
passa a tomar uma forma onde os intervalos sdo menores, infinitesimais, e

chegamos a figura abaixo:

1,000 -

0,500 —

0,500 —

0,400 —

0,200 —

0,3 . . . =1

Figura 3 — Distribuicdo de probabilidades - Continua
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Assim, considerando-se uma funcdo de densidade continua, a Medida
Omega pode ser definida como:

Ly _ be[l—F(x)dx

o) =7 [FFdx (39)

Onde:

F (x): Funcao de distribuicdo cumulativa dos ganhos.
L: Nivel minimo requerido de ganhos.

a: Retorno minimo

b: Retorno méaximo.

A Funcdo Omega possui a capacidade de comparar retornos de diferentes
ativos e classifica-los em relacdo ao seu Omega. Posteriormente, Kazemi,
Schneeweis e Gupta (2003) apresentaram o calculo de Q de um forma
simplificada, como uma razao entre valores esperados, sendo o numerador o valor
esperado do excesso de ganhos e no denominador o valor esperado do excesso de

perdas, como se segue:

Ly _ be[l—F(X)dx _ be(X—L)dx _ E[Max(X-L;0)] _ EC(L) (40)

al) = [Fredax  [fixdx | EMax(-X0)  ES(L)

Para otimizar uma carteira utilizando-se a medida de performance Q, Ick e

Nowak (2006) desenvolveram um programa de otimizacdo, conforme descrito a

sequir:
ECy,(L)

(L) = ==+ 41
max, (L) = 7" (41)
Sujeito a:

Yjaawi =1 (42)
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