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8 ANEXO A 
 

Tensões radiais, tangenciais e axiais 

As variações das tensões radiais, tangenciais e axiais podem ser obtidas 

através das equações de Lamé, conforme dedução abaixo (Negi, 2008). 

Considerando um cilindro circular, com espessura de parede constante, 

submetido a pressões internas e externas uniformemente distribuídas, a 

deformação produzida é simétrica sobre o eixo do cilindro e não altera o seu 

comprimento. 

A Fig. A-1 apresenta a seção transversal cilíndrica do revestimento, sujeito 

às pressões interna Pi e externa Po.  

 

Figura A 1 - Seção transversal do revestimento 

Realizando o balanço de forças ilustrado na figura acima, obtém-se: 

𝛛 𝝈𝒓
𝛛 𝐫

+ 𝝈𝒓−𝝈𝜽
𝒓

= 𝟎  (A.1) 

onde σr e 𝜎𝜃 são as tensões radial e tangencial, respectivamente. As deformações 
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radiais 𝜀𝑟 e tangenciais 𝜀𝜃 podem ser obtidas a partir dos deslocamentos radiais u 

por 

𝜺𝒓 = 𝐝 𝐮
𝐝 𝐫

           ;        𝜺𝜽 = 𝐮
𝐫
                                                              (A.2) 

Substituindo u = r𝜀𝜃  na primeira equação A.2 obtém-se: 

𝜀𝑟 = d(𝑟𝜀𝜃)  
dr

= 𝜀𝜃 + r d𝜀𝜃  
d r

   ou  𝜀𝑟 − 𝜀𝜃 = r d𝜀𝜃  
d r

 (A.3) 

As relações constitutivas do material podem ser escritas através da lei de 

Hook como 

εr = 1
E
�σr-ν (σθ + σz)�            (A.4) 

εθ = 1
E
�σθ-ν (σr + σz)�           (A.5) 

εz = 1
E
�σz-ν (σr + σθ)�           (A.6) 

onde 𝜀 representa as deformações e 𝜎 as tensões, os subscritos 𝑟,𝜃 𝑟 𝑧 são 

referentes às direções radial,  tangencial e axial, E é o módulo de elasticidade do 

material e v é o coeficiente de Poisson.  

 

 Substituindo os valores de 𝜀𝑟 e 𝜀𝜃 na equação de compatibilidade A.3, é possível  

escrever as deformações radiais e tangencias em função das suas tensões. 

    𝜎𝑟 − 𝜎𝜃 − 𝜈 (𝜎𝜃 − 𝜎𝑟) = r �𝑑𝑑𝜃
dr

− 𝜈 �𝑑𝑑𝑟
dr

+ 𝑑𝑑𝑧
dr
�� (A.7) 

 Assumindo que os cilindros são longos o suficiente para garantir que a 

seção plana permanece plana e que a deformação axial é constante ao longo do 

comprimento, i.e. 

d𝜀𝑧
dr

= 0  ;    𝑑𝑑𝑧
dr
− 𝜈 �𝑑𝑑𝑟

dr
+ 𝑑𝑑𝜃

dr
� = 0 (A.8) 

Substituindo a equação A.8 na equação A.7 obtém-se: 

(𝜎𝑟 − 𝜎𝜃)(1 + 𝜈 ) = r �𝑑𝑑𝜃
dr

(1 − 𝜈2) − 𝜈 𝑑𝑑𝑟
dr

 (1 + 𝜈)�  (A.9)
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ou 

          (𝑑𝑟−𝑑𝜃)
r

= 𝑑𝑑𝜃
dr

(1 − 𝜈) − 𝜈 𝑑𝑑𝑟
dr

  (A.10) 

Substituindo a equação A-1 na equação acima, obtém-se 

𝑑𝑑𝜃
dr

+ 𝑑𝑑𝑟
dr

= 0 (A.11) 

Integrando a equação acima, tem-se: 

(𝜎𝜃 + 𝜎𝑟) = 2A (A.12) 

 Onde 2A é a constante de integração. Substituindo 𝜎𝜃 obtido na equação A-12 na 

equação A-1, obtém-se: 

 r 𝑑𝑑𝑟
dr

+ 2𝜎𝑟 = 2A  ;  d
dr

(r2𝜎𝑟) = 2rA  (A.13) 

 A solução geral para a tensão radial é encontrada integrando a equação A.13 

r2𝜎𝑟 = Ar2 + B   ;       𝜎𝑟 = A + B
r2

   (A.14) 

Onde A e B são constantes de integração e r é uma determinada distância do 

centro. Substituindo 𝜎𝑟 da equação A.14 na equação A.1 é possível obter a 

solução geral para tensão tangencial. 

𝜎𝜃 = A − B
r2

 (A.15) 

Essas equações são conhecidas como equações de Lamé. As constantes de 

integração A e B são determinadas a partir de condições de contorno, que para o 

caso geral onde atuam simultaneamente pressão interna e externa, tem-se:  

       σ𝑟(𝑟𝑑) = −𝑃𝑑     ;   σr(ro) = -Po (A.16) 

onde os subscritos i e o referem-se aos lados interno e externo do revestimento. 

Substituindo as condições de contorno da equação A.16 nas equações A.14 e 

A.15, obtém-se  
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  A + B
𝑟𝑑2

= −𝑃𝑑         ;     A + B
ro2

= -Po   (A.17) 

Resolvendo o sistema de equações acima obtém-se as constantes de 

integração A e B para o caso geral.  

       A = 𝑃𝑑𝑟𝑑2

𝑟𝑜2−𝑟𝑑2
− 𝑃𝑜𝑟𝑜2

𝑟𝑜2−𝑟𝑑2
= 𝑃𝑑𝑟𝑑2−𝑃𝑜𝑟𝑜2

𝑟𝑜2−𝑟𝑑2
       (A.18) 

      B= −𝑃𝑑𝑟𝑑2𝑟𝑜2

𝑟𝑜2−𝑟𝑑2
+ 𝑃𝑜𝑟𝑑2𝑟𝑜2

𝑟𝑜2−𝑟𝑑2
=  −𝑟𝑑

2𝑟𝑜2(𝑃𝑑−𝑃𝑜)
𝑟𝑜2−𝑟𝑑2

 (A.19) 

Por fim, substituir os valores das constantes nas equações nas equações 

A.14 e A.15, pode-se obter a equação geral para a tensão radial e tangencial . 

 σr = Piri2-Poro2

ro2-ri2
- ri

2ro2(Pi-Po)
r2�ro2-ri2�

= �
ri
2-
ri
2ro
2

r2
 

ro2-ri
2 �Pi + �

ri
2ro
2

r2
-ro2  

ro2 -ri
2 �Po   (A.20) 

σr = Piri2-Poro2

ro2-ri2
- ri

2ro2(Pi-Po)
r2�ro2-ri2�

= �
ri
2-
ri
2ro
2

r2
 

ro2-ri
2 �Pi + �

ri
2ro
2

r2
-ro2  

ro2 -ri
2 �Po  (A.21) 

A tensão axial pode ser escrita em função das tensões radiais e tangenciais, 

conforme equação A.8, para um estado plano de deformação, com área da seção 

transversal uniforme e sem efeito de flambagem . 

𝜎𝑧 = 𝜈 (𝜎𝑟 + 𝜎𝜃);       𝜎𝑧 = 2𝑟 �𝑎𝑑𝑟𝑑
2−𝑎𝑜𝑟𝑜2

𝑟𝑜2−𝑟𝑑2
� = � 2𝑟𝑟𝑑2

𝑟𝑜2−𝑟𝑑2
� 𝑃𝑑 − � 2𝑟𝑟𝑜2

𝑟𝑜2−𝑟𝑑2
� 𝑃𝑜 (A.22) 
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