PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521404/CA

PONTIFfClA UNIVERSIDADE CAT()UCA
DO RIO DE JANEIRO

Gabriel de Lima Monteiro

Solucoes Fracas de Equacoes Diferenciais
Elipticas de Segunda Ordem

Dissertacao de Mestrado

Dissertacao apresentada como requisito parcial para obtencao do
grau de Mestre pelo Programa de Pés—graduacdao em Matematica
do Departamento de Matematica do Centro Técnico Cientifico
da PUC-Rio.

Orientador: Prof. Boyan Slavchev Sirakov

Rio de Janeiro
Abril de 2018


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521404/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521404/CA

PONTIFI/C]A UNIVERSIDADE CATéLlCA
DO RIO DE JANEIRO

Gabriel de Lima Monteiro

Solucdes Fracas de Equacdes Diferenciais
Elipticas de Segunda Ordem

Dissertacao apresentada como requisito parcial para obtencao do
grau de Mestre pelo Programa de Pés—graduacdao em Matematica
do Departamento de Matematica do Centro Técnico Cientifico da
PUC-Rio. Aprovada pela Comissao Examinadora abaixo assinada.

Prof. Boyan Slavchev Sirakov
Orientador
Departamento de Matematica — PUC-Rio

Prof. Edgard Almeida Pimentel
Departamento de Matematica — PUC-Rio

Prof. Rubens Luis Pinto Gurgel do Amaral
Universidade Federal Fluminense — UFF

Prof. Marcio da Silveira Carvalho
Coordenador Setorial do Centro Técnico Cientifico — PUC-Rio

Rio de Janeiro, 10 de Abril de 2018


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521404/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521404/CA

Todos os direitos reservados. E proibida a reproducdo total
ou parcial do trabalho sem autorizagao da universidade, do
autor e do orientador.

Gabriel de Lima Monteiro

Graduou-se em Fisica pela Universidade Federal Fluminense
(Niterdi, Rio de Janeiro)

Ficha Catalografica

de Lima Monteiro, Gabriel

Solucdes Fracas de Equacdes Diferenciais Elipticas de Se-
gunda Ordem / Gabriel de Lima Monteiro; orientador: Boyan
Slavchev Sirakov. — Rio de janeiro: PUC-Rio, Departamento
de Matematica , 2018.

v., 35 f: il. color. ; 30 cm

Dissertacdo (mestrado) - Pontificia Universidade Catélica
do Rio de Janeiro, Departamento de Matematica .

Inclui bibliografia

1. Matematica — Teses. 2. Solucdes Fracas — Teses. 3.
SolucBes Fracas;. 4. Equacdes Diferenciais Parciais;. 5.
Espacos de Sobolev;. |. Slavchev Sirakov, Boyan. II. Pontificia
Universidade Catélica do Rio de Janeiro. Departamento de
Matematica . lIl. Titulo.

CDD: 620.11


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521404/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521404/CA

Agradecimentos

Gostaria de agradecer a meus pais Joao e Regina pelo suporte e apoio
que sempre me deram, a Izabela Hammershlag pelo amor e companheirismo.
Agradeco também o meu orientador Prof Boyan Sirakov, os membros desta
banca, os professores do departamento de matematica da PUC-Rio, o corpo
administrativo do departamento e aos amigos da pés graduacao, em especial
David e Joao Gabriel.

Por dltimo, a PUC-Rio pela bolsa de isencao de mensalidades do

mestrado.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521404/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521404/CA

Resumo

de Lima Monteiro, Gabriel; Slavchev Sirakov, Boyan. Solugoes
Fracas de Equacoes Diferenciais Elipticas de Segunda Or-
dem. Rio de Janeiro, 2018. 35p. Dissertacao de Mestrado — Depar-
tamento de Matematica , Pontificia Universidade Catolica do Rio
de Janeiro.

Esse trabalho tem como objetivo ser uma introducao ao estudo
da existéncia e unicidade de solugbes fracas para equagoes diferenciais
parciais elipticas. Comegamos definindo o espaco de Sobolev para, a partir
da definicao, provarmos algumas propriedades basicas que nos ajudarao
no estudo das equagoes diferenciais parciais elipticas. Finalizamos com
o desenvolvimento do Teorema de Lax-Milgram e de Stampacchia que
permitirdo o uso de técnicas de Andlise Funcional para estudarmos alguns

exemplos de equagoes elipticas.

Palavras-chave

Solucoes Fracas; Equagoes Diferenciais Parciais;  Espacos de Sobolev;
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Abstract

de Lima Monteiro, Gabriel; Slavchev Sirakov, Boyan (Advisor).
Weak Solutions for Elliptic Partial Differential Equations
of Second Order. Rio de Janeiro, 2018. 35p. Dissertacao de
mestrado — Departamento de Matemaética , Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

This dissertation aims to be an introduction to the study of the
existence and uniqueness of weak solutions for elliptic partial differential
equations. We begin by defining the Sobolev spaces and proving some basics
properties that will assist in the study of the elliptical equations. Lastly,
we develop the Theorems of Lax-Milgram and Stampacchia that allow the
use of Functional Analysis for the studying of some examples of elliptic

equations.

Keywords
Weak Solutions; Partial Differential Equations; Sobolev Spaces;
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Notacoes

Q

(u, v)

B

ll

()

H

D = 2

a’l‘i
Du = (Dyu, ..., D,yu)

Conjunto aberto e limitado

Produto interno de u,v

Espaco dual de E

Norma de uw em LP(Q)

Produto interno para dualidade E e E*
Espaco de Hilbert
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1
Introducao

Equagoes diferenciais parciais sao equacoes que envolvem uma funcao
desconhecida, de duas ou mais variaveis, e suas derivadas parciais. Por sua vez,
equagoes diferenciais parciais de segunda ordem sao equagoes cujas derivadas
de maior ordem sao as de segunda.

A equacao diferencial parcial mais basica e que aparece em uma variedade

de aplicagoes ¢ a equacao de Laplace, definida como,
Au =0, (1-1)

em que,
" Q%
Au = )

Para uma maior generalidade, pode-se escrever as equagoes na forma,

Lu=f,
onde L pode ser dado por,
Lu=— -
u ;;)A (91:1(91;3 z; Z + c(x)u, (1-2)
i=1j=
ou, S n
S5 (g )+ S hw i o 1)
=1 j= 0 J =1

A forma (1-2) ¢é dita forma nao divergente, e (1-3) é dita forma divergente.
Sendo A,

ij» b e c coeficientes dados, onde comumente se assume A;; = Aj; e
notando que caso os coeficientes A;; sejam C', (1-3) pode ser reescrita na forma
(1-2).

Equacoes diferenciais parciais de segunda ordem aparecem tanto em
problemas de matematica pura quanto em problemas aplicados . O estudo
dos problemas aplicados permite a interpretagao dos termos da equacao como
sendo os termos de difusdo, transporte e fonte, respectivamente (4).

Por fim, uma equacao diferencial parcial de segunda ordem é dita eliptica

se o operador L obedece ao seguinte critério.

Definicao 1.1 Diz-se que o operador L € eliptico se existe uma constante
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Capitulo 1. Introducio 10

a >0 tal que,
Aij(x)pig; > alg]?,

1

i=1j

para todo x € ) e para todo ¢ € R™.

Solugoes classicas para problemas envolvendo a equagao (1-1) sao fungoes
u € C?(2) N C(Q). Porem, pode-se construir uma classe maior de fungoes que
satisfazem (1-1), e outras equagoes, caso seja exigido menos suavidade de w.
Para isso deve-se construir um espago apropriado que leva o nome de espago
de Sobolev (1).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521404/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521404/CA

2
Espacos de Sobolev

Neste capitulo sera desenvolvida a formulagao dos espacos de Sobolev
e suas propriedades necessarias ao estudo das solugoes fracas para equagoes

elipiticas de segunda ordem.
2.1
Definicoes

O espaco de Sobolev é construido sobre os espagos LP que sao definidos

a seguir.

Definigao 2.1 O espago LP(Q)) é definido como,

LP(Q):{f:Q%R,/Q\f]pda:<oo}.

Para a definicdo dos espacos de Sobolev resta agora definir o conceito de

derivada fraca.

Definigao 2.2 (Derivada Fraca) Diz-se que u € LP(Q) tem derivada fraca
v; € LP(Q) se Vo € C(Q)

/Q uDipdr = — /Q vidds. (2-1)

Dada a defini¢ao de derivada fraca, pode-se ver que se uma derivada forte

existe ela é, também, uma derivada fraca.

Teorema 2.3 Se u € C! e exite f € C° tal que % = f, entdo

/Quaaida::—/ﬂfqﬁdx.

Prova. Se g—; = f, multiplicando por ¢ € C''(Q) e integrando por parte tem-se,

/ngfidx:—/ﬂf(bd:c.
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Capitulo 2. Espacos de Sobolev 12

Usando a notagdo o = (aq, ..., ) onde a; € N, a é chamado de multi

dlely
a5 an -
Oz *...0xR"

de Sobolev sao os espacos de Banach onde as derivadas fracas pertencem aos

indice de ordem |a| = a1 + ... + o, € D% = Deste modo, espagos

espacos LP.

Definicao 2.4 O espaco de Sobolev W*P(Q) é definido como,

WkP(Q) = {u € LP(Q) | Yo, |a| < k,Fv, € LP(Q),

(2-2)
/Q uD®¢dr = (—1) /Q vadbdz Vo € CX(Q)}
com v, = D%u derivada fraca e norma,
k
lullwroy = > [ID%ul|ze(e) - (2-3)

|a[=0

A seguir se dao as provas que os espacos de Sobolev sao de fato espacos
de Banach.

Teorema 2.5 ||ul|yrrq) € uma norma.
Prova. Vamos mostrar que,
L[| ullwre@) = [Mll|ullwes ) para u € WkP(Q) e A € R.
k k
[ Mullwrnioy = D2 1D Mullzr@) = > IMID%ullze(e),
|ee|=0 |a|=0
[Aullwre@) = [All|ullwreg)-
2. ||+ vllwrr) < ullwes) + 0] lwes@ Ve, v e WEP(Q).

K
w4 v|lwroy = D [|1D%+ D||r()
|ar|=0

usando a desigualdade de Minkowski,
k
[+ vllwro@) < D [1Dullpo@) + D] o),
|a|=0

|[u+ vllwra@) < [lullwrs@) + [|v]lwes@)-

Teorema 2.6 O espago de Sobolev W*P(Q) com norma ||ullwroy € um

espaco de Banach.
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Capitulo 2. Espacos de Sobolev 13

Prova. Dado 2.5 nos resta mostrar que o espaco de Sobolev é completo. Assim,
dado uma sequéncia de Cauchy {u}°°, em W*P(Q) temos, imediatamente, que
{D%u,}5, em LP(Q2). Usando o fato que LP(£2) é completo podemos afirmar
que existe u, tal que D%u,, — u, em LP(§2). Para um ¢ € C°(Q) e |a| < k,

/ uD%dz = lim / wn, D |
9] n—oo JO
Integrando por partes (ver teorema 2 pagina 712 (4)),

/ uD"¢dz = lim ( / Dupddr = (—1)° /Q Uadd .

Logo, como u,, — w em LP()) e existe u, derivada fraca de wu, temos que
u € WhP(Q). |

E possivel definir outra norma para os espacos de Sobolev como sendo,

n ’
lullipes = { llullz+ 3= [D%ul” |
lal=1
e usando o corolario do teorema das aplicagoes abertas (ver corolario 2.8 (2))

garante a equivaléncia das normas, uma vez que

lullPes < llullwss.

2.2
Propriedades dos Espacos de Sobolev

Uma vez que se tenha demonstrado que os espacos de Sobolev sao espagos
de Banach, as seguintes propriedades serao provadas.
Teorema 2.7 Se p € LP(Q) com suporte compacto e u € WIP(Q) com
1 <p< oo, entdo, pxu € WHP(Q) e

ou
3@- )

G (e = p

Prova. Se p € L*(Q) e u € WHP(Q) entdo pxu € LP(€). Da teoria de espacos
LP sabe-se que se f € CKQ) e g € LYQ), entdo fxg € CHQ) e ainda,
D(fxg) = (Df)xg e dado f € L}Q) , g € L(Q), h € L” (Q) com f
definido como f = f(—x) tem-se [o,(f * g)h = [ g(f * h) (ver teorema 4.15 ¢
proposigoes 4.16 e 4.20 (2)). Com esses fatos, tem-se,

0 0 0
Lorw e = [ apr 5%0dr = [ w5 o)
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Capitulo 2. Espacos de Sobolev 14

integrando por partes,

ou ou

a A ~ J—
J g o> @)z = = [ T px ) = [ (ox 5o
chegando, assim, em,
0¢p ou
/Q(,O*u)a$idx = —/Q (,0* (3:B,~> ¢dx
concluindo a prova. [

Definicao 2.8 (Fungio de Corte) Seja & € C°(R") com 0 <E<1e

1 |zl <1
§(z) =
0 |z|>2

e defina &,(x) = &(%) comn =1,2,...

Teorema 2.9 (Friedrichs) Seja u € W'P(Q) com 1 < p < co. Entdo existe

uma sequéncia {u,} em C(R™) tal que,

Unlo — uwem LP(Q)

Duy|, = Dul,, LP(w) Yw CC Q.

Prova. Seja,

u(z) z e

0 x e Qe
definindo v,, = p, x u, onde p, é uma sequéncia de mollifiers (ver pagina 108
(2)), sabe-se que v, € C°(R") e v, — u em LP(Q). Sejaw CC Qe a € CH(N)
tal que 0 < a <1 e «a =1 na vizinhanca de w. Como, para n suficientemente

grande,

supp(pn * QU — pn * W) = supp(py * (1 — @)u),

C supppn + supp(pn * (1 — @)u),
T

CB (O, ) + supp(l — @),
n

C wS,

tem-se que,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521404/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521404/CA

Capitulo 2. Espacos de Sobolev 15

pn * (W) = pp *T em w. (2-4)

Segue, uma vez que,

__ 09, o9 B 0 L ou o
/]R" O‘“axi de = /wauaxi B /w oz; (au)gdz = /w (O‘axi * Ox; u) ¢dz,

e que,
ou O Ju O
/w (O‘axi * &xzu) ¢dz = /n (aﬁ ; + 8xzu> gdz,
0 ou  Oa
_ 77 PN
0xi(pn*au) — a@xi + axiu em LP(R"),
e tem-se que,
0
- 7 Lp
o (pn * o) — . em LP(w),
devido a 2-4 9 5
u
- m p
o (pn *w) — oz, em LP(w).

Multiplicando v,, pelas fungoes de corte §, tem-se u,, = &,v, € C°(R") tal

que u, — u em LP(Q)) e Du,, — Du em LP(w). |

Teorema 2.10 Seja G € CY(R) tal que G(0) = 0 e |G'(t)] < MVt € R" ¢
para uma constante M. Se u € WHP(Q) e 1 < p < oo entdo,

Gouec W(Q),

ou

©(Gou) = (G o) o

81‘1‘

parai=1,2,...,n.

Prova. Dos pressupostos temos |G(t)—G(0)| < M|t|, logo |G(u)| < M|ul, assim
¢ imediato que Gou € LP(Q) e (G’ ou) 2~ € LP(12), logo G ou € W'P(Q).

Agora resta mostrar que,

[9J0) , ou
/Q(Gou) 8$id:v——/Q(G ou) migbdz,
para todo ¢ € C}(€). Usando (2.9) tem-se o resultado desejado. |

O seguinte teorema trata da densidade dos espacos C* nos espacos W,

Teorema 2.11 (Lema de Mayers-Serrin) C®(Q2) N WkP(Q) ¢ denso em
WHhP(Q).

Prova. Seja u € W"P(Q) e defina ; como,

Q = {z € Q,|z| < i,dist(x,00) > 1/i},
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para i = 1,2,... Definindo Q_; = Qo = 0 e A; = Qi1 \ Q1 tem-se que
UA; D Q. Agora, seja {¢;} a particio de unidade (ver segao 6.9 (5)) sujeita a
{A;}, sejam p,, € C*°(Q) os mollifiers, dado € > 0 tem-se que,

[9n * Pnu = Pnullwrs < e (2-5)
Definindo v = >>22, p, * ¥u e do fato que 72,1, = 1 pode-se escrever
U=y Ypu, assim,

lu = vllwrr =

o0
< Z ||wnu — Pn *wnunkap )

Wk.p n=1

Z ¢nu — Pn ¥ ’lvan
n=1

com (2-5) tem-se que para todo € > 0 existe v € C*°(2) tal que,

llu — o]l < e

2.3
Desigualdades de Sobolev

Desenvolvida as propriedades bésicas dos espagos de Sobolev, pode-se
perguntar sobre possiveis inclusoes em outros espacos. Essas inclusoes serao
uteis, uma vez que no estudo das equacoes diferenciais parciais se define a

dimensao e o indice p, para saber em qual espaco as solugoes estarao incluidas.

2.3.1
Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

Teorema 2.12 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Dado 1 < p <
n eu € CHR™) existe C = C(n,p) tal que,

[ull,. < C[|Dull,,
onde p* € dado por,
1 1
ptr p n

Prova. Vamos considerar primeiro o caso p = 1 para, a partir dele, chegar
no resultado geral. Pelo teorema fundamental do calculo e pelo fato de u ter

suporte compacto, ‘
u(z) :/ Z Dj;udy;
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tomando o modulo e usando a desigualdade de Jensen,

ju(a)| = | [ Diudy

Y

u@)| < [ 1Daldys < [ 1Didy < [ |Duldy:

Tomando o produto para cada ¢ =1,...,n e a n — 1 ésima raiz,

n 0o n%
(@) < ] (/ \Du|dy,») T
i=1 &

integrando em relacao a zp, com k = 1,...,n, a integral com respeito a g, nao

dependera de x;, ficando assim,

1 n 1

/Z|u(x)|&dxkg</°;|Du|dyk>” 11 (/O:O|Du|dyi>“,

i=1l4#k

[

definindo f; = (ffooo |Du|dyi)ﬁa

| @) da < ([ 1Duldy ) [T frefie S fudo,

aplicando a desigualdade de Hélder, com p,,, = n—1 de modo que 37! i =1,

o resultado sera,

n

/Oo|u(:v)|nz1dxk§(/OO|DU|dyk)n1 T £l

i=1,i#k

1

1 qn—1 =1
[/ l(/ IDuldyi> ] da:k] ,
/_OO Ju(z) |7 day, < (/_OO |Du|dyk>n1 11 (/_OO /_‘X’ |DUIdyidxk>"1,

i=1i=k

n

| u@ e < ([ pulg )™ ]

i=1#£i=k

deste modo, integrando em respeito a x; resultara em,
1, 1
[e%S) n [e'e) poe o0 %) o
[ @l < (/ |Du]dyk> II (/ / \Du|dy2-dx1> .
—00 —00 i—9 —o00 J—00
Repetindo o processo para xo, ..., T,

n

/OO lu(z) |71 de < II (/OO /Oo |Du|daz:1...dyz-...dzzcn>n1 = (/ ]Du|dx>n1 :
—00 i—1 —00 —00 R™
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tomando a =+ raiz,

(/_O; |u(x)|nf1dx> o </R |Du|dw> ,

1 S ”DUH1 .

I
Onde 1* = ~%4, provando para o caso p = 1. Para o caso 1 < p < n, tome a
poténcia v > 1 de |u|,
Pl o < [ 1Dl de = [ Jul™|Dulder,

usando a desigualdade de Holder,

Il oy < [l 1Dl (2-6)
pode-se escolher v de modo que % = (Z%l)p = n”—_’;? ey = ”51"7_7;), notando
também que % + % =1l=q= [%. O resultado sera,

n—1

% n —1\¢ %

([ Gurmar) ™ <o ([ (ur)"de) [Dul,,
n=l p=1

([ wrear) ™ <o ([ wlO%az) 7 Dull,

n—1 —1

</n|u|n"’;dx) " SV(/W |u|nnppd:p> " D],

sabendo que "=t — 2=1 — =P
n

n o -1
([ lu5az) ™ < 2= ypul,.
concluindo a prova. |
Corolério 2.13 WP(Q) C L' (Q)
Prova. Uma vez que
[ullpe < Cllullp,
tem-se
[ullpe < Cllullwrr,
|
2.3.2
n=rp

Teorema 2.14 W'P(Q) C L1 Vq € [n, o0)
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Prova. dado u € C, de (2-6) tem-se,
[lu[lg < nllw”]gl| Dulln fazendo p =y =n
usando a desigualdade de Young,
[[a{lq < © ([l 13 + | Dull;)

, notando que a desigualdade a cima é a mesma que,

1
(/ yu\nqu)" < c(/ juf D1z + [ \Duyndx),
n Rn Rn

n2

resulta em (n —1)g =n e ng = 15

observado o fato g = T

_p_
p—1
([ #ar) ™ <o ([ upde+ [ Durde) = (llz+ 1Dullz).

C ([[ulln + [[Dulln)"

tomando a n-ésima raiz,

|ul] w2 < Cllul[wre.

n—1

Usando a desigualdade de interpolacao com n < g < n"—fl e a = 0 tem-se que,

[ully < Cllullwra.

2.33
Morrey

Teorema 2.15 (Morrey) WHP(R") C L>®(R")

Prova. Seja u € C}(R™) e Q um cubo aberto de lado [ com as arestas paralelas
aos eixos tal que 0 € @), tomando z € ) o teorema fundamental do calculo

fornece,

/ —u(tz)dt para t € (0,1),

integrando sobre o cubo @), temos,

b=y =
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definindo u = ﬁ Jo u(x)dz,

u —u(0 —u(tz)dtdr = / / u(tx;)x;dtde,
~al / / 1Ql 3961

tomando o modulo e usando a desigualdade de Jensen,

lu — u(0)| < u(tx;)x;| dtdx,

IQ 8%

como x € Q e |z;| <1 Vi<n,

u(tz;)| dtde,

8:51

fazendo a mudanca derivavel xt = y e observando que tQ) C @,

d
i~ u(0)] < 5 )| di
sabendo que |Q] =",
dy
_ )| dt=2
[ = (0 |_l”1 8:(;1 tn’

agora, observando,

n

0
; &ciu(yi)

dy = ||Dul|p1 1),

J

usando a desigualdade de Holder,

1
1Dull i) < [1Dullreg) U] 1) = [1Dull e BRI,

voltando para (2-7),

~ /ey 1 gn/v
i~ u(0)] < Gl Dulligy [ St

tn

notando que > — (n —1)=1—2 e ="~ = —2 temos,
p p p —n p

n 1 . n
1@ — u(0)| §l1_5||Du||Lp(Q)/O hdt,

que é equivalente a,

20
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transladando para z € Q,

1—n
P

_ [
@ —u(@)] < ;== lIDullr@), (2-8)
p

jul = Jul <fa = ()] < Cl|DullLr(),

u < faf + Cl[Dul| @),

agora, notando que por Holder,

1 Q'
a1y e < Ilellisia Sy < Cllellco)

assim,

lul < Cllullrr@) + [ DullLr (@),

chegando em,

|ul < Clfullwr@n)

uma vez que u € qualquer, tem-se o resultado. [ |
Usando (2-8) pode-se, também, obter uma estimativa para fungdes em
WP(R™).

Teorema 2.16 Para todo u € WHP(R"),
[u(z) —u(y)| < Cle =yl » || Dul|oen),

para x,y € R",
Prova. Tendo u € CL(R"), z,y € R" e (2-8), chega-se a,

| —a+u(@)] + o —u(y)] = |-u+ulr) + @ —uly)] = |u(z) —uy)],

de modo que, g
[u(z) —u(y)| < 27— |1Dullr @) (2-9)

p
para um @ tal que z,y que estejam em () e escolhendo | de maneira que

| = C|z — y| < oo tem-se o resultado desejado.

u(z) — u(y)| < Clo —y|'" || Dul| r@n
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2.4
Espaco 1V,

Um espaco que sera tutil ao estudo das solugoes fracas para equagoes
diferenciais parciais elipticas é o seguinte.
Definicao 2.17 Espaco Wol’p(Q) que é definido como o fecho de C}(Q) em
wWir(Q).
Para caracterizar fungdes em Wol P a proposicao a seguir serd necessaria.
Proposigao 2.18 Seu € W'P(Q) com 1 < p < co e suporte compacto, entio

u € Wy (Q).

Prova. A prova dessa proposigao é um resultado do teorema (2.9), uma vez
que este garante a existéncia de u,, em C°(R") tal que u, — u em LP(Q) e
Du,, — Du em LP(w). Assim, dado um w tal que suppu C w CC Q e « tal
que = 1 no suporte de u de tal modo que au = u, tem-se que au,, — au em
W (Q), logo au € WyP(Q) e imediatamente u € W, 7(Q). |
Agora, para caracterizar o comportamento de fun¢oes no espago resta dar-se

a definicao de duas classe de objetos, usando como notagao,
- RY ={z= (2, zn); x5 > 0},
- Q={z= (2 zy);|2| <1, |zN| < 1},
- Qr=QNRY
- Qo = {x = (2/,0);|2'| < 1}.

Definicao 2.19 O conjunto Q € dito de classe C' se para todo x € OS) existe
uma vizinhanca U C R™ e uma bijecao ¢ : QQ — U tal que,

- e (@)

-yl e CY(U)

- P(Q4)=UNQ

- p(Qo) =U NI

Y € dito um mapa local.

Teorema 2.20 Suponha que Q seja de classe C' e uw € WHP(Q) N C(Q) com
1 <p<oo. Entao, u=0 em 0N) se, e somente se, u € Wol’p(Q).
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Prova. (=) suponha que o suporte de u ¢ limitado e definindo G € C'(R") tal
que |G(t)| <t VteRe
0 [t <1

G(t) =
tolt>2.

Entao, sabe-se que u,, = 2G(nu) € WP(Q2) e pelo teorema da convergéncia
(

dominada, u, — u em W1?(Q). Tem-se também, que,

supp un C {z € Q;[u(z)| = 1/n}

assim, supp u é compacto e pela proposicio anterior tem-se que u € Wy (),
caso suppu nao seja limitado pode-se tomar a sequéncia &,u onde &, é a fungao
de corte como definida em (2.8).

(«=) Fazendo uso dos mapas locais, pode-se trabalhar no problema onde
u e WyP(Qy) N C(Qy) e provar que u = 0 em Q4. Assim, tomando u,,

uma sequéncia em CH(Q,) tal que u, — u em W'(Q,). tem-se que para

(fL’l, xN) S Q-H P
TN U’I’L
un (2, xN) = ; %(x’,t)dt

assim, pela desigualdade de Jensen,

aN | Qu
un (2, </ — (2, t)| dt.
un(eaw)| < [ ')
Para 0 < r < 1,
8un
/ / [ (2, xn)|da’day < x, |dt,
lz/|<1 || <1 (%zzN
e para n suficientemente grande,
/ /|ux an)|dx'dey <r x, ’dt,
|=’|<1 lo’|<1 aZL‘N
fazendo r — 0 tem-se,
logo, u =0 em Q. [ |

2.5
Espacos de Sobolev e Hilbert

Uma vez desenvolvida a teoria de espagos de Sobolev é possivel identificar
o espaco de Sobolev W12(Q) com o espago de Hilbert H'(2).
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Teorema 2.21 A fungdo (.,.) : Wh? x W2 — R definido como
(u,v) = / wv + DuDwvdz,
0

¢ um produto interno.

Prova. Sejam u, v, w € W12(Q), tem-se,

(au + bv, w) = / (au + bv) + D(au + bv) Dwdzx
0

a/ uw + DuDwdz + b/ vw + DvDwdx = a(u,w) + b(v, w),

Q Q

e (u,u) > 0. |
De tal forma, para (u,u) com u € WH2(2) tem-se,

(u,u) = / |u|? 4 | Du|*da.
Q

Assim, segue que,

Corolério 2.22 Se u € WH2(Q) e tem-se (2.21) entao,

1
(u,u)? = [[ullwr2.

Assim, escrevemos H'(Q2) = W12(Q). Agora, pode-se mostrar a desigual-

dade de Poincaré,

Teorema 2.23 (Poincaré) Seja Q limitado, e uw € H}()). Entdo,

[ull < Ol Dull

Prova. Uma vez que C™ ¢ denso em H{(f2) basta provar o teorema para
u € C™(). Seja 2’ = (1, ..., Tp-1),

u(z! x,) = " aau(m',t)dt,
—oco Oy,

usando a desigualdade de Jensen,

/ 2 | du ’
u@, e < [ || dt,

(e, )2 < /OO |Du(’, 1)|2dt.
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Integrando com respeito a x,, tem-se,

[l ) Pde, < € [T |Duta o)t

o0 o

integrando nas demais variaveis, tem-se o resultado.

25
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3

Solucoes Fracas

Tendo o espago de Sobolev e desenvolvido suas suas propriedades basicas
este capitulo tratard do desenvolvimento do teorema de Lax-Milgram. Este
teorema permitira o uso da analise funcional para o estudo da existéncia e

unicidade de solugoes fracas.

3.1
O Teorema de Lax-Milgram

As formas bilineares sdo fundamentais para o teorema de Lax-Milgram

e sao definidas a seguir.

Definicao 3.1 Uma forma bilinear a : H x H — R ¢ dita
1. continua se 3C' tal que |a (u,v)| < C'ul|v| Yu,v € H
2. coerciva se 3o > 0 tal que a (u,u) > a|ul® Yu € H
3. simétrica se a (u,v) = a(v,u)
Teorema 3.2 (Laz-Milgram) Seja a : H x H — R uma forma bilinear

continua e coerciva e f : H — R um funcional linear limitado. Entdo existe

um unico elemento u € H tal que,

a(u,v) = (f,v) Yv e H. (3-1)

Prova. Pelo teorema da representacao de Riesz (ver teorema 3.2 (3)) existe um

tnico w € H tal que (f,v) = (w,v) de tal modo que,
a(u,v) = (w,v) Yv e H. (3-2)

Agora, seja A : H — H e escrevendo w = Au nota-se que pela

continuidade de a ,
a(u, Au) < C||Aulg|lull,

como (Au, Au) = a (u, Au),

[Aullz = (u, Au) < C||Aullglullz Yu € H.
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Deste modo A ¢ limitado, com ||Aul| < Cfuf|. Seja a, 8 € R e u,w € H para
todo v € H vale,

(A(au + pw),v) = a(au+ fw,v),
como a (ou + fw,v) = aa (u,v) + Pa (w,v) tem-se,
(A (au + pw),v) = (0€Au + pw,v),

logo, A é limitado e linear. Notando que A é injetivo uma vez que dada a

coercividade e a continuidade de a tem-se que,
a(u,u) = (Au,u) < C||Aul|glull#,

allullf < a(u,u) = (Au,u),

logo,
Bllulla < [[Aulla,

de tal modo que N(A) = {0}, o que implica em R (A) ser fechado (ver teorema
2.21 (2)) pelo fato . Notando que se w € H e w € R(A)*.

(w,u) =0 Yu € R(A),
uma vez que Aw € R(A) tem-se que,

(w, Aw) =0 = a (Aw, w),

alwl < (Aw,w) =0,

assim R(A)Y = {0}, logo R(A) = H. Como A é bijetivo pode-se escrever
w = Au para w € H e u € H. Novamente pelo teorema de Riesz tem-se um
unico w € H tal que,

(f,v) = (w,v) Yv e H,

assim, a (u,v) = (Au,v) = (f,v). |

3.2
Equacoes

Uma vez desenvolvido o teorema de Lax-Milgram, pode-se partir para o
estudo do objetivo desse trabalho, estudar a existéncia de solugoes fracas para

equacoes diferenciais de segunda ordem.
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Pode-se estudar a equacao de Laplace com condi¢ao de contorno de

Dirichlet, da forma,

—Au=f em¢(),
u=10 em 0f).

Como (3-3) pode ser integrada por partes, pode-se reescrever o problema na

(3-3)

forma fraca.

Definig¢ao 3.3 Chama-se forma fraca da equagdo de Poisson o problema tal

que Vo € CL(9),
/Q DuD¢ — /Q o (3-4)

Reparando que essa definicdo faz sentido uma vez que caso u € C?*(Q)
(3-3) é equivalente a (3-4).

Uma vez definido o problema definimos os termos solugoes fracas e fortes.

Definicao 3.4 Chama-se de solucao

~ forte da equagdo de Poisson (3-3) u € C*(Q) tal que u satisfaz (3-3),
~ fraca da equagio de Poisson (3-3) u € H}(Q) que u satisfaz (3-4).

Definidas as classificagoes, pode-se tratar do problema de existéncia e unicidade

para 3-4.

Teorema 3.5 FEziste um tunico uw € H}(Q) tal que u satisfaz (3-4).

Prova. Definindo a(u,v) = [, DuDvdz, pode-se provar que a é uma forma

bilinear continua e coerciva. Se u,v € H}(Q) entdo por Holder,
a(u,v) = /QDuDvdx < ulla||v||2,
uma vez que [[ullzf[vllz < ([[ullz + [ Dull2)([[v]l2 + [ Dv]l2) tem-se,
a(u,v) = /QDuDvdx < ul| g |0 721,
tendo assim a continuidade de a. Usando a desigualdade de Poincaré tem-se,
a(w.u) = [ |Dufde > Clul,
usando a equivaléncia das normas tem-se,

a(u,u) > Cllullz,
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tendo a coercividade de a.
Agora, aplicando o teorema de Lax-Milgram com H = H{ () e forma
bilinear a, tem-se que existe um tnico u € H} () tal que u satisfaz (3-4). W
Como observado no capitulo 1, caso A;; seja C1(2) (1-2) pode ser escrito
como (1-3) porem, se A;; € L>(12) tal estratégia nao pode ser usada. Para o
estudo do problema a seguir fica subentendido que indices repetidos implicam

em somas, assim,

D;(A;jDju) Z Z i(A;;Dju)
O problema pode ser formulado como,

u=20 em 0f),

e tem sua forma fraca,

fQ AUD]ungzﬁdx = fQ f(bdl’ em Q,
u=0 em 0f),

para todo ¢ € H*(Q).

Assim, tem-se o seguinte teorema.

Teorema 3.6 Para A;; € L™(Q) eliptico e limitado, ou seja, para algum
A, A >0 vale,
AEP < Ayj(z)&& < AJEPP, Vo € Q,

para todo £ € R™ e f € L*(Q), existe um tnico u € H}(Q) tal que u é solugio
de (3-6).

Prova. Comeca-se definindo a forma bilinear,
a(u,v) = /QAiijuDivdx.
Verificando que, a é coerciva pelo fato da elipticidade de A;;,
a(u,u) > /Q)\]Du|2dx,
aplicando a desigualdade de Poincaré tem-se,
a(u,u) = Cllul| g
Resta agora reescrever o problema na sua forma fraca, ou seja,

/Q AyD;uD;bdr = /Q Fodr.
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Assim, tem-se,

a(u,¢) = (f,¢).

Usando o teorema de Lax-Milgram com H = H} () conclui a prova. |

Até o momento, foram estudados problemas com condicdo de fronteira
homogenia. Para o estudo dos problemas nao homogéneos o teorema de
Stampacchia, desenvolvido a seguir, ajudarda no tratamento de condigbes de

contorno nao homogenias.

Teorema 3.7 (Stampacchia) Seja a uma forma bilinear, continua e coerciva
em H. Seja K € H um subespaco fechado e convexro nao vazio. Entdo, para

qualquer v € H*, existe um tunico elemento u € K tal que,
a(u,¢—u)2(v,¢—u> 7V¢EK' (3_7>

Ainda, se a também for simétrica, entdo u é caracterizado pela propriedade,

o) = (v,u) = min {2a(6,6) — (0,0)} (3-5)

2 oK

Prova. Pelo teorema de Riesz, sabe-se que existe um tnico f € H* tal que,

(v,0) = (f.¢), V¢ € H.

Para um u fixo, a aplicagdo que leva de ¢ em a(u,¢) é um funcional linear
continuo em H. Usando, novamente, o teorema de Riesz existe um tnico

elemento em H, denotado por Au tal que,
a(u, ) = (Au, ), Vo € H. (3-9)
Tem-se a continuidade e coercividade da forma bilinear a, uma vez que,

a(u, Au) = (Au, Au) = || Aul|* < C|| Aul|||ull,

[Aull < Cllull, Vu € H,

e,
a(u,u) = (Au,u) > aofjul|*, Yu € H.
Observando que 3-7 pode ser reescrito da forma,
(Au, ¢ —u) > (f,¢ —u), Vo € K. (3-10)
Seja p > 0,

(pf — pAu+u—u, ¢ —u) <0,
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¢ equivalente a 3-10, uma vez que,
p[(fa¢_u’) - (AU,¢—U)] +(u7¢_u) - (u7¢_u) < 07

(Au7¢_u>2(f7¢_u)

Deste modo, u pode ser expresso como a projegao de (pf — pAu+u) em
K (ver teorema 5.2 (2)).

Assim, escrevendo u = Pg(pf — pAu + u), para todo ¢ € K, defini-se
Sv = Pg(pf — pAv +v). Como Pk nao aumenta a distancia (ver teorema 5.3
(2)) tem-se,

||Sv1 — Sva|| = || P (v1 — va — p(Avy — Avy)||.
Como a projecao tem normal menor ou igual ao objeto projetado,
[Sv1 = Sva| < [[vr — vz — p(Avy — Av,)||.
Lembrando que |[ul|? = (u,u),
[Sv1 = Sva||* = [lor — sl = 2p(Avy — Ava, v — va) + pllur — val[?,
usando que (Av; — Avg, v1 — v9) > allvy — va]|? € Cljvy — va]] > [|Aul|, tem-se,
1Svr = Sva* < [lor = va* (1 = 2pa + p°C?).

Uma vez que p nao foi fixado, pode-se tomar k? = 1 — 2pa + p?C? de tal

maneira que pC? — 2a < 0, logo p é tal que 0 < p < % Assim, tem-se,
| Svy — Sva|| < Eljuy — va|, comk < 1,

usando o teorema do ponto fixo de Banach (ver teorema 1.A (6)), S tem um
tnico ponto fixo.
Assumindo que a é também simétrica, a define um novo produto interno

(ver pg 720 (4)) em H, logo, |a(u,u)|2 ¢ uma nova norma e uma vez que,

a(u, u) = (Au,u) > allullf,

1
|a(u7 u)|2 < CHUHHa

as normas sao equivalentes.

Usando o teorema de Riez podemos representar o funcional v com o novo
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produto interno, ou seja, existe um unico g € H tal que,
(v,9) =alg,¢), Vo € H.
Logo, o problema 3-7 pode ser reescrito como,
alg—u,p—u) <0, Vo € K.

Desse modo, u ¢ a projecao de g em K para o novo produto interno a,

também tem-se que u é o inico em K tal que,
. 1
mina(g — 4,9 — )3,
¢ atingido (ver teorema 5.2 ](2)). Tem-se assim,
alg —¢.9—¢) = alg, g — &) —ald,g — ),

a(g - gbug - ¢) = a(ga ¢) - 2a’(g7¢) + a(gag)
Lembrando que a(g, ¢) = (v, ¢),

Cl(g - ¢7g - ¢) = a(¢7 (b) —2 <U7¢> + a(gag)

Isso é minimizar a quantidade,

1
5@(@5, ¢) - <Ua ¢> :

|
Agora, com o teorema de Stampacchia desenvolvido iremos estudar o

seguinte problema,
—Au+u=f em(,

(3-11)
u=gq em OS2,
com f € L*(Q) e g € H'(09N).
O problema pode ser reescrito, em sua forma fraca, como,
/Q DuDé¢ + updr = /Q fode , Vo € HL(S). (3-12)

Teorema 3.8 Seja § € H'(Q)NC(Q) tal que § = g em 01,

K={pecH(Q):6—geH(Q)}.
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Entao, existe um unico u € K tal que u minimiza,

J(v) = ;a(v,v) —{év).

Prova. O conjunto K é convexo uma vez que para todo u,v € K et € R tem-se
que tu+ (1 —t)v € K, e fechado uma vez que toda subsequéncia converge para
um elemento de K.

Por (3.7) existe um unico u € K tal que,
/QDu(Dq§ — Du) +u(d—u) — f(¢ —u)dz >0, Vo € HMQ).
Escolhendo ¢ = u 4+ w com w € H}(£2) com,,
a(u, ¢) = /Q DuDé + ugdz,
tem-se,

a(u, w) = (f,w),

a(u,w) < (f,w).

Como u minimiza J, entdo, para todo ¢ € H}(Q2) e t € R vale,
J(u) < J(u+to),
1 2 | 2 1 2 2
5/ Du® +u* — fudx < 5/ D(u+tp)” + (u+tp)* — f(u + to)dx,
Q Q

ogt2/QD¢2+¢2dx+t/QDuD¢+u¢—f¢dx,

dividindo por t e fazendo t — 0 com ¢t > 0 e t < 0 resultara em,

/QDUD¢ Fud— fodr =0,

como ¢ é arbitrario tem-se o resultado. [
Com esses exemplos pode-se ver que a forma da equacgao nao altera o

procedimento a ser usado.
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A
Desigualdades

Teorema A.1 (Jensen) Seja f € L'(Q) e p: Q — R uma fungdo conveza,

u(/gfdx> S/Qu(f)dx

entao

Teorema A.2 (Minkowski) Se 1 <p < oo eu,v e LP(Q), entdo

lu+ollp < ully + o]l

Teorema A.3 (Interpolagio) Seja f € LPNLT com 1 < p < qg < o0 e
pP<1r<gq
LI < AN AN

onde%:%—k% e0<a<l.

Teorema A.4 (Holder) Seja 1 < pi,..;pm, < 00 com Z;‘:l% =1, se

w; € LPi () parai=1,...,n ,entdo

pi

n
/ ur..up|dz < I [w
Q i=1

Teorema A.5 (Young) Seja 1 < p,q < oo com % + é =1, entao

ab? b
ab < —+ —
p q

para a,b >0
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