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3
O Modelo CDS

Todos os fenomenos fisicos descritos matematicamente, em principio, podem
ser estudados por abordagens diferentes: podem ser descritos por equacoes
diferenciais, simulacoes computacionais a partir de primeiros principios,
etc. No entanto, em muitos casos essas equacoes nao podem ser resolvidas
exatamente, e somos obrigados, entao, a lancar mao de métodos numéricos
aproximados.

Devido a complexidade que as equacoes diferenciais geralmente
apresentam, boas solucoes numéricas requerem um alto custo computacional.
Dependendo das informacgoes fisicas que queiramos extrair do sistema,
podemos explorar outras maneiras de descreve-lo, como por exemplo, um
mapeamento do movimento de um corpo por uma seqiéencia de fotos ao
longo de sua trajetoria pode ser pensada como uma descri¢ao simples do seu

movimento.

3.1 Descricao

1

O modelo CDS apresentado por Oono e Puri®!, para o estudo da

dinamica de separacao de fases e utilizado também com sucesso no estudo

32 ¢ inspirado na idéia de mapeamento de um

da dinamica de poilimeros
determinado fenomeno. Esse mapeamento é baseado na construcao de um
espaco-tempo discreto. Essa discretizacao do espaco consiste em cobri-lo
com um reticulado de células de tamanhos fixos, as quais é associado um
parametro de ordem (ou um conjunto deles) que caracterizara a configuracao
do sistema num determinado instante. E definido ainda sobre esse espaco
uma conveniente regra que dird como serda a configuracao de um sistema
num determinado instante a partir de sua configuracao num instante
imediatamente anterior. Numa linguagem matematica, poderiamos pensar
num operador TV (fig. 3.1), definido sobre um reticulado L, que, atuando
sobre um conjunto de parametros de ordem 1(¢), no instante ¢, nos levara ao
mesmo conjunto de parametros transladado temporalmente para o instante
t+ 7, isto é, Yt + 1) = Try(t).

Num certo sentido, podemos dizer que o modelo CDS é andlogo ao
esquema de discretizacao de Euler para equacoes diferenciais, no entanto,

para o CDS nao temos nenhum compromisso em satisfazer as condigoes
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Figura 3.1: Representacdo esquemadtica de um CDS. Os reticulados representam o conjuntos de
células e os 1/’s representam o conjunto de pardmetros que descreverdo a dinimica do sistema

exigidas pelas equacoes diferenciais, portanto, estamos livres para incorporar

termos empiricos a fim de melhorar a descricao fisica do sistema®.

No caso da dinamica de separacao de fase em uma mistura binaria®',
o parametro de ordem utilizado é a diferenca entre a concentracao dos dois
elementos A e B (v = ps — pp), que obedece uma equagao do tipo Cahn-
Hilliard.

Shinozaki®*3* propos a utilizacao do modelo CDS para a dinamica
de fluidos, descrita usualmente pela equacao de Navier-Stockes. A idéia
principal é que, dentro de uma célula nesse espaco discreto, a dinamica é
influenciada pelas células vizinhas e por sua dinamica interna. No nosso
caso, vamos descrever a dinamica, nao de um fluido usual, mas de um
fluido granular. Esta é usualmente descrita por equacgoes semelhantes as
equagoes de Navier-Stockes para um fluido molecular (ver eqs. 2.28-2.30),
cujos parametros de ordem serao semelhantes as variaveis hidrodinamicas
usuais.

Nosso objetivo é construir nosso modelo CDS inspirado nesse esquema
de discretizacao, aplicando-o as conhecidas equacoes hidrodinamicas (eqs.
2.28-2.30). No apendice (A.1) discretizamos o Laplaciano para rede quadrada

2D, utilizando esse esquema. Escrevemos:

V%DS¢ =<< f >> _f7

com

<<f>>zé2f+i22f, (3.1)
NN

1 NNN
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onde >y € 2.y simbolizam somas sobre os primeiro e segundos vizinhos,
respectivamente. A relacao entre o Laplaciano usual e o Laplaciano no CDS é
(V2 = 3V2,,4) (ver epéndice A.1). E facil interpretar fisicamente o laplaciano
de uma determinada funcao num determinado ponto: ele é, essencialmente, a
diferenca entre uma média ponderada dos valores da funcao nas vizinhancas
desse ponto e seu valor no ponto considerado. Por isso é utilizado para
governar os processos de difusdo. A titulo de exemplo, suponhamos que
queiramos simular a difusao de calor em uma barra de comprimento finito L,

termicamente isolada (fig 3.1). A discretizac¢ao do espago no CDS consiste em

400 1 e i SN N#LN#2
|
I T I

A
v

Figura 3.2: Representacdo esquematica da divisdo de uma barra em N células unitdrias. As
células {—1,0, N + 1, N -+ 2} sdo as células adicionais que facilitardo a implementag3o das
condicdes de contorno.

dividir o comprimento da barra em células de tamanho unitario. Suponhamos
que a barra esteja ao longo do eixo x, entre x = 0 e x = L. Se as extremidades
da barra estiverem termicamente isoladas, devemos ter por condicoes de
contorno, J(0) = J(I) = 0, onde J(x) é o fluxo de calor ao longo da barra,

dado pela lei de Fourier:

I (z, ) 9J(x,1)

_ 3.2
ot or (3:2)
com
T (. t
Sty — —p 2@ (3.3)
or

onde T é a temperatura e x é a condutividade térmica. Se  for constante
teremos:
Il (x,1)

e —kV*T (2, 1). (3.4)
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No CDS as eq. (3.4) seria:

TG, t+1)—=T(i,t) = —keps(< T > =T(i,1)), (3.5)
onde
<T>T(Z'+1)42rT(i—1)7 (3.6)

com Rops — 2K.

Para as condi¢oes de contorno, o que fazemos é simplesmente criar
células adicionais (veja fig. 3.1), impondo simetrias convenientes, de modo
que o fluxo nas extremidades seja nulo. Nesse caso as células adicionais
seriam imagens especulares das que de fato representam a barra, isto é,
T(—1) = T(1), numa extremidade e T (L + 1) = T(L — 1), na outra. Isto
garante a simetria necessaria em ¥ = 0 e x = L. No caso dos outros
parametros que utilizaremos, implementaremos as simetrias convenientes,
utilizando a mesma idéia. Na discretizacao de todas as demais derivadas que

aparecerao nas equacoes, procedemos de maneira analoga.

3.2 Vantagens do Modelo

Nao sao poucas as vantagems do modelo CDS. O baixo custo
computacional permite-nos estudar sistemas grandes. Devido a simplicidade
na implementacao podemos simular sistemas com as mais variadas condigoes
de contornos. Além disso é muito facil introduzir no CDS os mais variados
ingredientes fisicos, de maneira natural, possibilitando-nos assim extender o

estudo a outros regimes, como por exemplo para a presenca de aglomerados.

3.3 Relacoes entre valores computacionais e valores fisicos
reais

Na simulacao, a escala de comprimento é fixada pelas dimensoes

(Lg, Ly) do sistema que estamos simulando. Isto é feito como segue:

Simulacao — Hidrodinamica,
Unidade de comprimento — a,
(i, ) = (x = ia,y = ja),
(Ng, Ny) — (Ly = Nya, L, = Nya),
Unidade de massa — m,
Unidade de tempo — T,

Y+, j+1,t+1) =Yz taytat+7).
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Podemos escrever as derivadas usadas nas equacoes de CDS (até O(a*))

COomo:.
0
— e t
¢Z aaxq?b(x?y? )7

d
@by - a@@b(l‘, Y, t)v
2

J
¢xx — CL2—2¢(ZL‘, Y, t)v

ox
82
@byy :a2a_y2¢(l’,y,t),
82
2
xy — Y, ),

1
<<A>>-A= §a2V2A.
Também, mantendo termos até primeira ordem nas derivadas temporais
temos:

U+ ) () + ()

3.3.1 Escalas Fisicas

Precisamos escolher velocidades e densidades de maneira a estabelecer
as condicoes iniciais para a simulacao. A escala fisica que usaremos esta
relacionada as velocidades tipicas dos graos vg. Os valores numéricos que

usamos na simulacao correspondem a essas unidades escaladas. De fato, sao

elas:
T,
Ty = -, (3.7)
Mg
n* = nd?, (3.8)
w = = (3.9)
Vg0
t
= - (3.10)
T
V* = d®V. (3.11)

No que segue, usaremos as equacgoes (3.7), (3.8) e (3.9) para fazer a conexao

entre os valores experimentais e nossos valores de simulacao computacional.

3.4 As Equacoes do CDS

A partir das relacoes expostas anteriormente obtemos as equacoes para
o CDS, equivalentes as equacoes de Navier-Stockes modificadas, para as

varidveis adimensionais dadas pelas equacoes (3.7), (3.8) e (3.9). A partir
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de agora vamos trabalhar num sistema constituido por um gas granular
bidimensional. Para tanto, reescrevamos as equagdes hidrodinamicas (2.28,
2.29, 2.30) para este caso:

on

Ju 1 n "
= —%V(nTg) + %V . {(Vu + [Vu|' = V- u)} —u-Vu (3.13)
d A
2 = —u- VT, 1 2V (VT,) T,V -u+ L (Vu | [Vu]) : Vu
ot n n
(v .w)? - BuTy. (3.14)
n

Onde supomos que os coeficientes de transporte, n e A dependem apenas da
temperatura média do sistema. Isto é razoavel pois estamos considerando
um sistema onde a temperatura varia muito pouco com as coordenadas, isto
é, o sistema quase homogeéneo®. Neste caso podemos escrever as equagoes

(3.12, 3.13 e 3.14), em termos de suas componentes como:

hn = —0y(nuy,) (3.15)
1 7 7
Oug — %aa(nTg) + %aﬁ(aﬁua + aauﬁ) - %aaaﬁuﬁ - uﬁaﬁua (316)

A
DT, = —uadaTy + V2T, — Tyt + L(Datig + Iptie)dutig
mn mn

8
~Tu,)? — nBTy] (3.17)
n
onde 9, = % e a e [ sao as coordenadas cartesianas. Os indices repetidos

sao somados.

As equagoes do CDS correspondentes a estas tltimas sao escritas como:
Ty(is, 1) = Ty(0,5,0) 47 | = (TuU(i,1,0) + ToUy(i,3,1)) = Ty,

A
x (Uxy + Uy,) + ———[<< T, >>; —T,(i, j,1)]

n(i,j,t)
n 2 2 2 2
LW (2022 4 20y, + Uz + Uyl + 20z,Uy, )
(U, 1 Uy, — Buli,j, 0T, i) t)s/ﬂ L 3a)
n(i,j,t)

U:E(Zvjvt+1)U:E(Zvjvt)+7[_—[n(zvjvt)Tgx+Tg(zvj7t)Nx]

n(i, j,t)

Uy t Uzyy|

n(i, j,t) v
—[Ux(i,5,0) Uz, + Uy(i,5,1)Ux,] |, (3.19)

2Nosso sistema deve, portanto, permanecer sempre fluido com baixa densidade, isto é,
nao deve conter aglomerados. Por isso as grandes variacoes de densidade sao suavizadas
através de trocas com a vizinhanca.
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n(i, j,t)

Ui
U Ul
nG oy e Ut
—Uy (i, 3, )Uyy + U (i, j, )Uye] | (3.20)

+Uy(%,j,t)N,| . (3.21)

Estas sao as equagoes que governam a evolucao temporal do CDS. O fator
7 que aparece nas equacgoes acima foi introduzido a fim de permitir o ajuste
da rapidez com que o sistema computacional evolui. Estas equacoes sao

equivalentes a um conjunto de equacoes adimensionais:

a *
; — V' (ntut), (3.22)
o = V) v (Vi [V - vt

—u* - V*'u', (3.23)
T A g "1 g0

g * ki * fole RE AN LA wA T
S = U VTV (V) S TV
77* * *§
< (Vrut o+ v s v - n—go (V5 -u')? — B Tp", (3.24)

onde usamos o fato de que 1 e X sao proporcionais a /7.

3.4.1 Limite continuo

A fim de estabelecer uma relacao entre os parametros computacionais e
os valores das variaveis fisicas, no mundo real, verifiquemos o limite continuo
para as equacoes do CDS (egs. 3.18-3.21), utilizando as relagoes (3.7-3.11),
podemos escrever, para a temperatura granular:

T 0 ay ay Aya?
T e )~ |- VT, v u g T
muzy ot 7 (r:?) [ mvg’ou o mud, ’ ut d?>mulyny/m

V4T,

2 T,
noya®  y/Loo N
+d2“§0\/m - (Vu + [V ) : Vu

noya® +/ Tgo v u)2 B Bd*y 8

— nl,=|,

d?vi/m  n (mvﬁo)% 75

9 ary Ay 2
= —T. (rt)~ — VT, -T,V - — VT
ot o(r,1) VgoT [u- VT, sV -ul nT\/mvgov g

+M\/T—g]0 (Vu + [Vu]T) : Vu

VgoT T
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_noymy

VgoT T

Ba? 8
a] nly.

L(V-u)? -

2.5
msvT

A escala de tempo é fixada. Observando que, a fim de obtermos as equacoes

hidrodinamicas para a temperatura (3.14), escolhemos

S (3.25)
V0T T a
assim
Ny Twa? AT,
Ao Vet , (3.26)
T Ugod2 d2
m*mTpa®  n*/mla
n = 5 = 5 (3.27)
TUgd d
e
_ d?
B=——8. (3.28)
msug,

As quantidades A*, B* e n* sao valores computacionais adimensionais.
A fim de comparar com os dados experimentais, observemos que para
o caso de um sistema bidimensional os coeficientes de transportes sao dados

por33:36.

5 ngo

n=mn(r)= Wﬁ@")a (3.29)

1\/—,
A=A 16d¢_ (3.30)

onde r é o coeficiente de restituicao. De acordo com as eq. (3.26 e 3.27)

= o1) <§) (3.31)

temos:

32 a
. A (d
A= 16 <5) ) (3.32)

Desde que para o caso quase elastico n(r) ~ A(r) ~ 1 (veja ref. 23) que
os parametros computacionais n* e \* devem ser pequenos, pois a razao d/a
deve ser pequena. A razao fisica desta ltima afirmativa reside no fato de que
cada célula dinamica deve ter um tamanho muito maior que o livre caminho
médio para que as médias internas a célula facam sentido e colisoes possam

ocorrer. De fato, sendo [ o livre caminho médio, temos:
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1 d d d
S S L— 3.33
nd  nd? n*:>n l ( )

l

Para um gas granular bastante diluido (n* ~ 0,1), d ~ 0, 11, logo
d
- ~0,1l/a < 1. (3.34)
a

A proposta original deste trabalho é o desenvolvimento de um modelo
CDS aplicado a sistemas granulares, o que fizemos neste capitulo. Julgamos,
portanto, estar de posse de um método eficiente para estudar esses sistemas.
Nosso objetivo agora é estudar sistemas constituidos por gases granulares,
aplicando diretamente nosso modelo, através de simulacoes computacionais’.
Para tal, utilizaremos valores realistas do ponto de vista de comparacao
com reultados anteriores®®, ou seja, A = 0.002, n = 0.005, n* = 0.1. Se
por exemplo tomarmos valores grandes dos parametros (A 2 0.01, n 2 0.01,

n* 2 0.6), comecam a surgir problemas numéricos inerentes ao modelo.

0 c6digo do programa esta listado no apéndice (A.2).
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