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Método Fast Multipole (FMM)

Nesse capitulo, apresenta-se o Método Fast MudtigpMM), como
proposto por Greengard e Rokhlin (1987). O algaritfoi eleito um dos 10
melhores do século XX (Dongarra e Sullivan, 2000).

No CBEM, os coeficientes das matrizdse G sdo avaliados diretamente
pelas Equacbes (2.23). Estas equacdes sdo depEndintdistancia entre os
pontos campo e fonte. Desta forma, a integracéce snlelemento campo tera de

ser avaliada novamente para cada ponto fomieol Autoreferéncia de

% z %y z

%2 Z e z

% z % z

s Z 0 Z
() (b)

Figura 1 - llustragcdo gréafica das interagfes entre pontos campo e pontos fonte pelo (a)
CBEM e (b) fast multipole BEM.

indicador nédo valida(a)).

Montar estas matrizes, para um problema cbimgraus de liberdade

envolve O(N?) operacdes e outraB(N3) operacdes para resolver o sistema de

equacdes (2.20) utilizando métodos diretos, conmiredcéo de Gauss, @(N ?)
no caso do emprego de métodos iterativos, alémsdode memdria, que é
proporcional aO(N?) (Liu, 2009).

A ideia principal do FMM ¢ utilizar um resolvedderativo para solucionar
o0 sistema apresentado na Equacgédo (2.20) e usaiMgavh acelerar o célculo da

multiplicacdo AX em cada iteracdo, sem que a mat#y seja formada

inteiramente (Liu, 2011).
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O motivo fundamental para a reducado das operagesmprego do FMM
se da pela possibilidade de separar na soluca@rental as variaveis relativas
ao ponto fonte daquelas relativas ao ponto campo @antroducédo de polos
intermediarios a estes pontos, conforme mostrad&rra Autoreferéncia de

indicador nédo valida(b), o que é possivel gracas a expansao em sé@ne2(109)

U (Z,2)=>u{(20,2,)u{(2,2;) (3.1)

7

onde u'{°(z,,z.) € independente de&Z (ponto campo) eu'?(z,z.) €

independente de, (ponto fonte). Com a introducéo deste polo intelidréo, a

integracdo sobre os elementos campo sera realgmdes uma vez, ja que esta
integracdo ndo mais ira depender da posicao do fonte.

A expansao da solucdo fundamental leva a introddederros numéricos,
que sd@o controlados pelo numero de termos utilzat® expansdo e pela
distancia entre os pontos campo e fonte e os plelexpanséao.

Com a introdugdo destes polos intermediarios atdie de uma estratégia
para agrupar varios pontos campo a um polo proxilmananeira que as iteraces
entre estes e um ponto fonte distante sera avabhpgéaas uma veZzE(ro!
Autoreferéncia de indicador nao valida(b)). O resultado obtido a partir desta
interacdo corresponde a uma parcela de uma dasslidb vetor obtido pela
multiplicacdo AX. Esta estratégia resulta em uma economia de meneori
processamento.

Na Erro! Autoreferéncia de indicador ndo valida, pode-se notar a
eficiéncia do FMM em relacdo ao BEM no que diz eétgpas interacdes entre

pontos campo e fonte. As linhas representam asefiab necessérias, 0s s
se referem aos pontos campo e 0s 1Igs aos pontos fonte, considerados

suficientemente distantes pra que o método fadipoléd possa ser usado.
A seguir é apresentada a formulacdo do FMM paiaaggélo a problemas de
potencial baseada em Liu (2009).
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3.1
FMM para problemas de potencial 2D

Por conveniéncia, sera empregada a notacdo complexaaneira que as

coordenadas cartesiane(s<, y) serdo expressas comp+iy, e as solucdes

fundamentais para um problema de potencial sefdi@gsas da seguinte maneira:

* 1
u (z,zo):—ﬂln|z—zo| (3.2)

N (2,2, \0u(z,2)
— )5 (3.3)

q(%.2)=
ondeu” é a solucédo fundamental de um problema de potercﬁiarepresenta 0
fluxo, 77 € o vetor normal a superficie do corp@ ee z, representam os pontos

campo e fonte, respectivamente.

Em coordenadas cartesianas estas solu¢des fun@asrsiid expressas por

u(xy)= Re[u* (7 z)} , (3.4)

T (xy)=Red (2.2) | =m R{W} -n, W{W} (3.5)

3.1.1.
Expanséao da solugdo fundamental u” para um polo préximo ao
ponto campo

Com a introdugéo de um ponto intermediafjoentre o ponto campa e o
ponto fontez, , conforme esquema apresentado na Figura 2, a &nj(&@Q) pode

ser escrita como
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u(zz)= —In|z0 Z= 2n{ln|zo zc|+ln[ %H (3.6)

Polo préximo ao
ponto campo

Ponto fonte <—7Z,

Figura 2 - Esquema genérico da expanséo do ponto campo Z em torno de um polo Z,

préximo a este e distante do ponto fonte Z, considerando um plano complexo.

O segundo termo logaritmico é expandido em sérikagtor:

In(1-a) :—iaTJ, parala| < : 3.7)

=l

Assim,

u(z,2)=- —In|z Zo| = - In|z0 AR 21_1(; chcj (3.8)

A partir desta expanséo, as variaveis relativap@ado campo e ao ponto
fonte se tornam independentes uma das outrasékstdave para a vantagem do
método Fast Multipole (Liu, 2009).

Através da notacdo apresentada por Liu e Nishin2086), a Equacédo
(3.8) pode ser escrita na forma:

(0e]

U (2.2) =230, (20~ %) | (2~ ) (3.9)

27TJ-=0

onde as funcBes auxiliares(z) e O; (z) sao definidas como

z! .
1;(2)=—, paraj= 0
J!
(3.10)

0;(2)= (’Z‘) paraj 2 1 €0y(2z)=- 1)
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3.1.2.
Expansao da solucao fundamental u” para um polo préximo ao
ponto fonte

Introduzindo-se um ponto intermediarip proximo ao ponto fonte (Figura

3), de maneira quigy - 7 | <|z_ -z, obtém-se:

M

Oj(z0-2)lj(z- %)
0 (3.11)

Oj[(z-z)*+(2-2)]l(z-2%)

% 1
i (20.7) =

—
1l

1
T3

INgE

j=0

A funcdo O; é expandida em série de Taylor:

O [z +2,]= é(—l)' 0, (2)1, (z5), paralz<|z] (3.12)
Assim,
¢ ()= 3 5 O (- () 1 (2) @29
j=0LI=0

Considerandan termos de expansao, a Equacéo (3.13) pode seattare

expressa na forma:

()= 3 3 O () 1 (2) (29

j=0LI=0

£— Ponto campo

Polo préximo ao Z,
ponto fonte i
oz,
Ponto fonte <——Z;g°

Figura 3 - Esquema genérico da expansao do ponto fonte Z, em torno de um polo Z,

préximo a este e distante do ponto campo Z
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3.1.3.
Expansdes sucessivas

Verifica-se na Equacdo (3.5) que sucessivas expangéra novos polos

envolverdo apenas as funcoes auxiliaréz). Considerando uma expanséo do

ponto Z em torno de um novo pont;_g., tem-se:

i (z-2)=1[(z-2)+(z - z)] (3.15)

Aplicando na Equacéo (3.15) a formula binomial,
|
h(z+2)= Z lom (20) 1 (22) = 2 T (22) 11-m (22) (3.16)
m=0

tem-se:

z-12;)= J[(Z ze)+( )]: ZJ: liom (2e = 2e) 1m (2 2¢) (3.17)

m=0

z ——> Ponto campo

Ponto fonte «——7Z,

Figura 4 - Esquema genérico de sucessivas expansfes em torno dos pontos campo e

fonte para novos polos de expansdo (Adaptado de Liu, 2009).

Sucessivas expansdes em torno do ponto fonte posiEmobtidas

expandindol, (z, -z ) em torno de um novo polg . e aplicando a férmula

binomial apresentada na Equacéao (3.16), obtendo-se:
W(zo-2z)=0[(z0-2 )+ (2 -2)]= ZI 20 ) om (20— 2) (3:18)

E importante notar que as expansdes para polasiedrios apresentadas

nas equacoes (3.17) e (3.18) séo exatas, portaatmcluem erros.
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3.1.4.
Aplicacdo FMM no CBEM

Retomando a Equacéo (2.14), e por simplicidadergas de dominid ndo
serdo consideradas,
Hd = Gt (3.19)
Com a expansao da solugcdo fundamentaldo lado direito da equacgéo
(3.19), conforme apresentado na Equagéo (3.14)lfae=m:
Ir U (z,2)a(2)dr(2) =
n

iJ Zn‘[Z(— ) Oy (221, (ZO_ZL)—III (2-z)a(2)dr (2)

21T ) i=oli=o ]

(3.20)

Verifica-se que apenas o0s termos sublinhados s@endentes dez,
portanto os demais termos podem ser retiradostelgral, tal que:
n n

[ (ool ()= 3 314 0y (121 20 2) My ()02

21510

ondeM  (z,) € o momento em torno pontq e dado pela expressao:

M;(z) :jrlj (z-z)q(z)dr(z), j=0,1,2. (3.22)
O termo M (z) € completamente independente gle ou seja, pode ser

calculado independentemente do ponto fonte, desdeegte esteja distante o
suficiente dez, de maneira que a integral s6 precise ser avaliatavez para
cada ponto campo, 0 que néo é possivel no métaderocional dos elementos
de contorno. Para elemento constate, a Equaca@) (p@de ser integrada
analiticamente.

A expansédo apresentada na Equacéao (3.22) recebteramira, 0 nome de
‘Multipole Expansion’. Esta € referente a expandégonto campo para o polo
mais proximo a este.

Sucessivas expansfées em torno do ponto campo sddtveie. Estas séo

associadas a expansdo da variavg(z-z;) em torno de outro polo,.,

conforme foi mostrado anteriormente, resultandexpessao:
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:Zj‘,'j-p(zc_zc')Mp(zc)

p=0
onde M p(zc) € 0 momento dado pela Equacéo (3.22). Esta equzugd® ser
aplicada de maneira recursiva para expansdes potos campo, onde estas
expansdes foram denominadas na literatura de ‘Mttoedoment (M2M)

Translation’.

A Equacéo (3.21) é comumente apresentada na forma
* 1 4
Jru (2 D)a(z)or (1) =223 L (2) 1 (20~ ) (3.24)

onde L (zL) representa a translacdo das expansdes de umagufmgara um

polo fonte. Na literatura esta € denominada ‘mort@dcal translation’ (M2L),
e definida como

n
|
L(z)=2.(-1) Oju (2 -z)M; (%) (3.25)
j=0
Para sucessivas expansfes em torno do ponto Expgande-se a variavel
I, (z0—2 ) da Equacéo (3.24) em torno de um pglopréximo ao ponto fonte,

conforme foi mostrado anteriormente na Equacad@)3résultando na expressao:
x 13
Jou (2.2)a(z)d ()=2—Z (2 ) (z0-200) (3.26)
onde

hem(ze - 20)Lm (20) (3.27)
|

L (z)=

ilM-

Esta translacdo € chamada de ‘local-to-local tediiesl’ (L2L) e pode ser aplicada
recursivamente para sucessivas expansdes em wpantb fonte.

A expansdo da solugdo fundamental em termos deo flpxde ser
facilmente obtida pela expansdo da solugcédo fundainem termos de potencial

apresentada na Equacéo (3.14):
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q (z-2)=—_—"1(2)
oz (3.28)
:%sz:‘ililgct)( 1)| O+ (zL-z)N (ZO_ZL):I I i—l(z_zc)

Substituindo a solu¢do fundamental na integral atip lesquerdo da Equacéo
(3.19), tem-se

J1d (2-2)d(24r (2=
I DI CRICES IO ITCS R

j=1L1=0

ondel\’/rj(zc) € a ‘multipole expansion’ da matt, expresso por:

Mj(zc):Irn(z)Ij_l(z—zc)d(z)dr(z) (3.30)
Todas as translacdes apresentadas anteriormeate patculo da matrié
sao validas para a matiik

Na Figura 5 estdo esquematizadas todas as expantikss anteriormente. Os

nos z, representam os nos dos elementos onde se desdjar av resposta

(deslocamento, temperatura) causada por pontos f%pt distante o suficiente.
z, € z, representam o0s polos relacionados aos pontos fentampo,
L [+

respectivamente.

—— Multipole expansion
Moment-to-Moment translations (M2M)
---- Moment-to-Local translation (M2L)

—— Local-to-Local translation (L2L)

Figura 5 - Esquema das expansdes. Na legenda, encontram-se a referencia as equacdes

empregadas para cada expansao.
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3.1.5.
Algoritmo

A seguir serd apresentado um resumo do algoritma @ problema de
potencial empregando o FMBEM proposto por Nishinautau (2006), e melhor
desenvolvido em Liu (2009). Recomenda-se a leitlgaBeatson e Greengard
(1997), onde sdo explicados cuidadosamente alganseitos importantes a
técnica ‘fast multipole’ que sdo empregados naémgntacdo do método.

O algoritmo proposto inicia com a discretizagdo dontorno.
Posteriormente, cria-se uma estrutura hierarquioca gera utilizada como
parametro para os polos de expanséo, bem comagi@eninar a distancia entre
os elementos. Em seguida, calcula-se o v¥taio lado direito da Equagéo (2.20)
pelo FMBEM, que se resume a dois procedimentosmer@aos por Liu (2009)
de upward pass e downward pass. Em seguida, da-se inicio ao calculo do vetor
equivalente a multiplicacdd\x, apresentada na Equacéo (2.20). Os coeficientes
do vetor de incégnitas serdo provenientes da #derapterior. No caso de ser a
primeira iteragdo estes virdo de uma matriz decpnglicionamento.

Os subtépicos apresentados a seguir irdo desapsveassos do algoritmo

proposto por Liu (2009).

3.1.5.1.
Discretizagao do contorno

O primeiro passo do algoritmo € a discretizacd@attorno, que se da da
mesma forma que para o CBEM. Para o exemplo a rseguontorno foi
discretizado com elementos constantes, conformermomo apresentado na

Figura 6.

[}

Figura 6 - Discretizacdo do contorno S com o uso de elementos constantes (LIU, 2009).
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3.1.5.2.
Geracao da estrutura de arvore

A geracdo de uma estrutura hierarquica como a epdedescrita a seguir é
de extrema importancia para o FMM, uma vez quesen responsavel pela
determinacao do critério de distancia entre osqftnte e campo, distancia esta
que estéa diretamente ligada ao erro.

Para a criacdo desta estrutura, deve-se considerarquadrado de
dimensdes suficientes para englobar o contornostud@ Este quadrado inicial
representa o nivel zero, no qual existe apenasceful, e pela subdivisdo deste
surgirdo os demais niveis e células.

Estas subdivisbes ocorrem sempre dividindo os qdadr maiores em
guatro novos, e s6 se encerram quando o numerdederos por célula for
menor ou igual ao pré-estabelecido. Para o exeapesentado foi considerado
que as células devem ser subdivididas até que wadacontenha apenas um
elemento.

Por definicdo, um elemento pertence a célula quéenoo o seu centro, no
caso do elemento constante sera a célula que cantem As células que nao
apresentam células filhas sdo chamadas de folhqsaeto que as células que nao
contém elementos sdo chamadas de células vazid&giia 7 esta apresentada a
estrutura hierarquica de células englobando todo®lementos utilizados na
discretizacdo do contorno. As células cinza remptese as folhas e as brancas
representam as células vazias. A estrutura hidcaguoveniente destas divisdes

esta esquematizada na Figura 8.
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Figura 7 - Estrutura hierarquica de células. O quadrado pequeno no canto inferior direito
apresenta o esquema de numeracdo das células filhas, independente do nivel destas.
(Adaptado de Liu, 2009).
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Figura 8 - Estrutura hierarquica das células apresentadas na Figura 7. Os quadrados na

cor cinza estéo representando as folhas. (Liu, 2009)
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3.1.5.3.
Upward pass

Neste passo, serdo calculados todos os momendisaslas expansdes do
ponto campo. As expansdes se iniciam com as ‘noldtipxpansions’, que sao
realizadas a partir dos nés de cada elemento parentwo da sua folha. As
‘multipole expansions estdo representadas na Figura 9 pelas setas e co
vermelha, e sdo calculadas pela Equacao (3.22).

Em seguida sdo efetuadas as translacbes M2M, adésilpela Equacéo
(3.23). Estas translagfes sao realizadas do céatoglula filha para o centro da
célula mée e estdo representadas na Figura 9 gtes em azul. As translacoes
M2M séo realizadas recursivamente até que se a&canoivel maximo das
expansdes, em geral,22, visto que que nos niveis menores que 2 todas as
células sédo adjacentes. Desta forma, podem-seragdddaes maximos superiores,

mas nao inferiores a 2.
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Figura 9 — Upward pass: Multipole expansions e translacées M2M. Os quadrados
representam o centro de cada folha e os tridngulos e as cruzes representam o centro

das células maes no nivel 3 e 2, respectivamente. (Adaptado de Liu, 2009).

3.1.5.4.
Downward pass

De acordo com a proximidade entre uma célula farékyla portadora do
ponto fonte, e as demais células (células camg@m), determinadas como as
iteracBes entre elas serdo realizadas e em queetdsardo ocorrer. Os elementos
campo pertencentes as ceélulas adjacentes terda eostribuicdo avaliada pelo
CBEM, enquanto os pertencentes as demais célui@s aealiados com a técnica
de fast multipole.

Uma célula campo sera considerada adjacente seassfrrtilha ao menos
um veértice com a folha fonte. No caso de duas folra niveis diferentes, se a
célula mae de uma delas compartilhar um vértice @amutra célula, estas folhas
séo ditas adjacentes. Por definicdo, uma célutanie adjacente a ela mesma.

Neste passo, 0s momentos serdo transladados do dardélula mée para o
polo no centro da célula fonte de mesmo nivel némceante, para que

posteriormente, estes sejam entregues aos pomites fo
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Primeiramente, serdo realizadas as translacées M. polos campo no

nivel maximo de expans&o, no exemplo estudégd@, para o polo da célula

fonte de mesmo nivel (Figura 10). Posteriormemntecyra-se por elementos néo

adjacentes no nivel seguin(e+1) e realizam-se as translacdes destes para o

centro da célula fonte de mesmo nivel, e assimssiwamnente, até que todas as
células ndo adjacentes tenham os seus momentsRtiados.

Ao término das translagbes M2L, se iniciam as tem@es L2L, que irdo
transladar os momentos do centro da célula maeopdaacélula filha, até que se
alcance o centro da folha, onde sera realizadémautranslacdo L2L do centro
da folha para o n6é do elemento e serdo somadasraisbaicdes das ceélulas

calculadas pelo CBEM.

——- M2L translation

—> L2L translation

g L*l:_ -r——7—t-—--
\@j’ o TTwe B Level 2 cell center
S I ] Level 3 cell center

|
M2L at level 4 l 4 Level 4 cell center
|

Figura 10 - Esquema das translagfes M2L e L2L. A célula na cor cinza representa a

folha a qual o n6 fonte 29 pertence. (Liu, 2009)

3.1.5.5.
Resolvedor iterativo de sistemas

Os procedimentos descritos anteriormente estagrades a um resolvedor
iterativo de sistemas de equacbes, responsaveffopoecer o vetor com as
incognitas x do sistemaAx=y. Ao termino de cada iteracdo, o vetgr é
atualizado e os passos descritos anteriormentexa&utados novamente a partir
do upward pass. Na primeira iteracdo, o vetor € proveniente de uma matriz pre-

condicionadora.
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