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5
Analise Dindmica da Estabilidade

Neste capitulo € analisado o comportamento dindmico nao-linear da torre
estaiada, considerando 0s modelos apresentados nos capitulos anteriores.
Especial atencdo é dada ao estudo paramétrico das freqléncias naturais e a
correlagdo entre o comportamento dindmico ndo-linear e a energia do sistema.
Como se sabe [16, 17], a existéncia de mdltiplas posicdes de equilibrio para um
dado nivel de carregamento estatico, sempre presente nas estruturas, pode
acarretar uma grande complexidade no comportamento dindmico, dando origem
a diversos tipos de oscilacdes nao-lineares e bifurcacdes. Esta andlise é feita no

dominio do tempo.

5.1.
Critério dindmico da estabilidade

O critério dindmico da estabilidade diz que uma estrutura, s6 estd em um
estado de equilibrio estavel se suas freqiiéncias naturais de vibracdo forem
todas reais [13].

Para se calcular a fregliéncia natural de vibracdo é necessario obter a
equacdo de movimento. A equagdo de movimento pode ser obtida a partir da
funcdo de Lagrange ou Lagrangiano, que é dado pela diferenca entre a variagéo

de energia cinética e a variacao de energia potencial total, a saber
L=DT - Dp (5.1)

5.2.
Energia Cinética

Y4

Figura 5.1: Posicdo de um elemento da barra de comprimento infinitesimal, ds.
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A massa de um elemento infinitesimal da coluna de comprimento ds é
dada por
dm=rdV =rAds (5.2)
onde r ¢é adensidade do material e A € area da secéo transversal da coluna.

A energia cinética é dada por:

L
r

DT =3 O@/ZAds (5.3)
onde L é o comprimento da coluna e va velocidade.

Inicialmente é necesséario determinar a posicdo do elemento infinitesimal
de massa dm e comprimento ds segundo as dire¢cbes xe y. Conforme a Figura
5.1, tem-se que:

X =ssenq (5.4)

y =scosq (5.5)
onde s é a distancia do ponto a base da torre e q a rotacdo da coluna que,
neste caso, € uma funcdo do tempo.

Derivando as equacdes 5.4 e 55 em relagdo ao tempo, obtémse as
componentes do vetor velocidade nas diregdes x e y (v = (dx/dt)i + (dy/dt)]),
ou seja

V=scosqqi - ssenqq j (5.6)

Inserindo (5.6) em (5.2) e integrando ao longo de s chega-se & seguinte
expressdo que descreve a energia cinética para uma coluna de secao
transversal constante.

DT = % r AL%q? (5.7)

sendo que L na equacao (5.7) refere-se ao comprimento da barra.

5.3.
Equac&o do movimento

A energia potencial total € obtida a partir das parcelas de energia interna
de deformacéo e do potencial das cargas externas dadas nos Capitulos 3 e 4
para cada modelo aqui estudado. De posse da energia potencial total e da
energia cinética, obtém-se o Lagrangiano (equagao 5.1).

Aplicando o principio de Hamilton, chega-se a equacdo de movimento. Se

o sistema for conservativo, a equagao de movimento é dada por:
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.= (5.8)

Para um sistema conservativo, temse, pelo principio da conservagéo da
energia, que a soma da energia cinética com a energia potencial total do sistema
€ uma constante, ou seja

DT +Dp =C (5.9)
onde C depende apenas das condi¢Oes iniciais do sistema, ou seja, O

deslocamento inicial, q(0), e da velocidade inicial, q(0) , da torre.

No caso de um sistema com amortecimento, apenas uma parcela da
energia cinética é transformada em energia potencial e vice-versa, o restante é
dissipado pelo amortecimento. Para sistemas n&do conservativos, a equagao de

7

movimento € obtida igualando a equacdo (5.8) a forca de amortecimento, ao
invés de iguala-la a zero. Para amortecimento do tipo viscoso e proporcional a

velocidade, tem-se:
——— - —=cq (5.10)

A seguir apresenta-se a equacdo de movimento para 0s quatro modelos
apresentados nos capitulo anteriores, considerando o modelo imperfeito.

5.3.1.
Modelo de molas

A equacdo que descreve 0 movimento da barra quando a mesma esta

conectada a molas é dada por

.. dDp
mq +cq +——=0 511
q +cq aq (5.11)
onde a massa m é dada por
raL®
= 5.12
. (5.12)
5.3.2.
Modelo de cabos
No caso de um modelo de cabos, chega-se a equacao de movimento
1 nc/2 nc
—qu +cd + .9,T,(@)cosq - 9;T,(@)cosq - a 9;T,i@)senqg =
i=1 i= nc/2+1 i=1 (5'13)
a P.G(senq +e, cosq) + pysenq + ——— cosq q(t)

i=1
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Em cada uma das equaces de movimento, o termo que multiplica q é a
massa equivalente e os termos que estdo em funcdo de q, quando somados,
resultam em uma forga. Estas equagfes podem ser escritas na forma

Lcosq
2

Onde f(q) € aforca elastica, funcéo da rigidez e da rotagéo, q , da barra.

Me,d +cq+f(q) = q(t) (5.14)

5.4.
Frequéncia natural

Retirando o carregamento externo da equacdo, (5.14) tem-se 0 sistema
autbnomo que permite o estudo da vibragdo livre. Na dindmica, a freqiéncia
circular natural de vibragdo é dada pela raiz quadrada da rigidez equivalente
dividida pela massa equivalente, conforme a equacgao

w = & (5.15)
Meq

Para obter a frequéncia circular natural, w, é necessério tomar a parcela
linear da forca f(g) (eq. 5.14), ou seja, tomar o termo linear da série de Taylor
que a representa, que € a rigidez equivalente da equacéo (5.15).

Esta linearizagcdo s6 é possivel analiticamente no modelo de molas, ja que
no modelo de cabos as componentes das forcas que atuam nos cabos somente
s8o determinadas numericamente.

A Figura 5.2a exibe a variacdo da freqiiéncia natural circular, w, da torre,

em radianos por segundo, em funcdo de a,, para diferentes valores de x, e X .
Em todas as curvas, X, =0,04905. Na Figura 5.2b, exibe-se a variagdo de wem
fungdo do parametro de carga | . Para todas as curvas tomou-se X, = 0. Quando
| é igual & carga critica a freqiiéncia se anula. A Figura 5.3 mostra a variacéo da
freqiiéncia natural em fungdo do parametro de pré-tensionamento, x,, € do
parametro geométrico, x,. A Figura 5.4 mostra que existe, como acontece em

muitas estruturas, uma relacdo linear entre o quadrado da freqliéncia e o

parédmetro de carga | .
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Figura 5.2: Variacéo da freqiiéncia natural circular: (a) em funcéo dea. (b) em fungdo de

al=45°x1=1; 87 al=45°x0=0,1;
—6—al=45°x1=0,8; Jl—o—al=45°x0=0;
—e—al=30°x1=0,8; ——al=20°x0=0;

0 0.4 0.8 1.2 1.6 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X0 X1
_ _ @ _ (b)
Figura 5.3: Variagdo da freqiiéncia natural circular: (a) em fungdo do parametro de pré-

tensionamento, (b) em fungdo do pardmetro de geometria.
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Analisando as Figuras 5.2, 5.3 e 5.4, percebe-se que os diversos

parametros adimensionais influenciam a freqiiéncia de uma forma semelhante a

carga critica.
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Figura 5.4: Variagdo do quadrado da freqiiéncia natural circular em funcéo do pardmetro

de carga.

54.1.
Méaxima frequiéncia natural

O comportamento exibido na secdo anterior para 0 modelo de molas,
revela que as configuracbes apresentadas no Capitulo 3 que geram uma carga
critica maxima sdo as mesmas que causam uma freqiiéncia natural maxima.

Para o modelo de cabos, a Figura 5.5 exibe a variagcdo da freqiéncia
natural, obtida através da solucdo numérica das equagBes de movimento do
sistema autdbnomo, em funcdo da inclinacdo do cabo. Para isso consideram-se
pequenas perturbagdes iniciais, integram-se as equac¢fes no tempo e mede-se o

periodo para cada valor de a. Para um modelo de 2 cabos, a maior freqliiéncia

natural foi obtida para a =53°, enquanto que a andlise estatica para 0 mesmo

modelo indicou uma carga critica maximaem a =39° (Figura 4.3b).
1.6 —
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Figura 5.5: Variagdo da Frequéncia natural em funcéo de a.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115535/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 0115535/CA

85

5.5.
Solucédo numérica da equacédo de movimento

Em sistemas ndo lineares raramente € possivel uma solucdo exata para a
equacao diferencial de movimento. Em tais casos, a mesma deve ser obtida pela
integracdo da equacéao ao longo do tempo, através de um método numérico.

Neste trabalho, utiiza-se o Runge Kutta de 4* ordem. Para usar este
algoritmo é necessario transformar a equacdo diferencial de 2* ordem, eq. (5.14)
em um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem e, entdo, este
sistema € integrado no tempo. O algoritmo pode ser encontrado, por exemplo, na

referéncia [18]. A transformac&o é feita tomando-se x, =q e x, =q. Assim tem-

se

X1 =X,
1 (5.16)

Meq

Lcosx;
2

. & 0
X, = ——C Kgq(Xy) - X, + a(t)=
e %]

A Figura 5.6a apresenta uma comparagcdo entre o0 modelo de molas
lineares e o de molas néo lineares sob vibracéo livre, a Unica diferenca entre os

dois modelos € o pequeno valor da constante de mola k,, que é zero no modelo
de molas lineares. Nao foi considerado o pré-tensionamento das molas. A Figura
5.6b apresenta uma compara¢do da solugdo numérica do modelo de cabos e

molas. Percebe-se que had uma pequena diferenca no periodo das solugbes. A
diferenca na parte (a) € imperceptivel dentro do intervalo adotado.

p=0,98kN; y=5,0m; |mok linear molanao linear 0.08 cabos | P=28.06kN; y=4,42m; f=1,001;
0.8 L=10m; a=60°; F0=0; k1= 1N/m; molas | $=7.54m;L=10m; a=40°;

mola linear k1= 1N/m; k2= 5N/m3; i w=0,072kN/m

Do1 = 0;

— — mola néo linear

0.04 —

0.4 —

— T T T 7 -0.08 — T T T 7]
0 2 4 6 8 10 0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
t[s] ts]
_ @ . )
Figura 5.6: Vibrag&o livre: (a) comparacao entre o modelo de molas lineares e o modelo

de molas néo lineares; (b) comparag&o entre o modelo de cabos e o modelo de molas

usado para representar cabos.
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5.6.
Amortecimento critico

O amortecimento considerado neste trabalho é do tipo viscoso, retirando
do sistema uma parcela de energia que € proporcional a velocidade.

Dada a equacao diferencial:
Med +cq +Kuq =0 (5.17)
O coeficiente de amortecimento, c, que faz com a resposta do sistema

deixe de ser um movimento oscilatério € chamado de amortecimento critico.

Para uma equacao como a (5.18), o amortecimento critico vale:

Ceori = 2’\' Keql meq (518)

Nas andlises de vibragcdo forcada adotou-se um amortecimento de 5% do

amortecimento critico.

5.7.
Analise da estabilidade e natureza do movimento

A andlise da estabilidade de sistemas autbnomos ou ndo autdbnomos esta
toda baseada na superficie de energia. No caso em que ndo ha amortecimento,
a superficie de energia é dada pela equagdo (5.9). Quando considera-se o
amortecimento, o que € uma necessidade em problemas ndo-autdnomos, nao é
possivel tragar a superficie de energia, entdo aproveita-se a relacdo existente
entre a superficie de energia e o plano fase, e a estabilidade é analisada no
espaco fase e no dominio do tempo.

A relacdo entre a superficie de energia e o0 plano fase para sistemas
auténomos é exibida na Figura 5.7, retirada do livro de Leipholz (referéncia [19]).
Verifica-se que as Orbitas do sistema sé@o as curvas de nivel da superficie de

energia.
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Figura 5.7: Relacéo entre a superficie de energia e o plano fase.

Quando uma carga variando no tempo € considerada, o sistema é dito

nao-autbnomo.

57.1.
Analise do sistema autbnomo

O modelo aqui analisado € uma torre de 10m de altura, presa a duas
molas em sua extremidade superior. A torre possui se¢do uniforme, sendo sua
massa, distribuida uniformemente ao longo da coluna r A = 10kg/m.

A Figura 5.8 apresenta o caminho pés-critico de equilibrio para 0 modelo
com a=32°. Em 5.8a varia-se g de -90° a 90° e em 5.9b varia-se de -20° a 20°
para uma melhor visualizagdo do comportamento na vizinhanga da carga de
bifurcacgéo.

O valor de | para o0 modelo é 1,389. S&o considerados dois casos de
carregamento axial: no primeiro caso adota-se uma carga levemente inferior a
carga critica (1 =1,375), e, para o0 segundo caso, um valor imediatamente
superior ao critico, 1 =1,3894. Os parametros de carga estdo representados pela
linha tracejada na Figura 5.8. Nos pontos em que ocorre 0 cruzamento do
caminho com a linha tracejada, tem-se um ponto de equilibrio, que é uma sela
ou um centro, no caso do sistema autbnomo. A consideracdo do amortecimento

transforma este centro em um foco ou né.
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Figura 5.8: Caminho pos -critico.

No caso 1, em que a torre esta sujeita a um carregamento axial menor que
o valor critico, ha somente um ponto de equilibrio estavel, associado justamente
a configuragdo inicial ndo perturbada. Ao aplicar-se uma pequena perturbacgao, o
amortecimento dissipa a energia até o sistema atingir o repouso na configuracao
inicial. Nesta analise, como ndo esta sendo considerado o amortecimento, o
sistema permanece oscilando em torno de uma posicdo de equilibrio estavel.

A Figura 5.9 apresenta o primeiro caso. Em 5.9a temse a superficie de
energia, e em 5.9b sua projecédo no plano fase, obtida pela integracdo numérica
ao longo do tempo do sistema (5.16), para algumas condi¢des iniciais. Tanto em
59a ou em 5.9b é possivel identificar facilmente os pontos estaveis e o0s
instaveis. O campo vetorial mostrado no plano fase ajuda a entender o
comportamento global da estrutura. Nota-se que, para pequenas perturbacoes, a
resposta do sistema é praticamente linear. A medida que a perturbacéo inicial
cresce, a resposta se torna cada vez mais nao-linear até que a fronteira de
estabilidade, dada pelas orbitas heteroclinicas que ligam os dois pontos de sela
€ atingida e o sistema, para uma perturbacdo imediatamente superior a
perturbacdo limite, perde a estabilidade, escapando do vale potencial pré-
flambagem. Este comportamento € tipico de estruturas sujeitas a bifurcacéo

instavel.
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Figura 5.9: Parametro de carga menor que o critico: (a) Superficie de energia (b) plano
fase.

No caso especifico da Figura 5.10, tem-se cinco pontos de equilibrio, dois
centros e trés pontos de sela, como mostra o plano fase apresentado na mesma.
Para cargas superiores a carga pos-critica maxima, o plano fase se reduz a um
ponto de sela, associado a configuracdo fundamental de equilibrio.
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Figura 5.10 Plano fase para um valor de | levemente maior que o critico.

Tomando uma inclinagéo para a mola um pouco maior (a=45°), repete-se a
andlise. Neste caso, tem-se, como esperado, uma bifurcacdo simétrica estavel.
O | cri para 0 modelo passa a ser 0,951 e sdo adotados no primeiro caso,
| =0,85, e no segundo caso, | =1,046. De acordo com a Figura 5.11, para
qualquer nivel de carregamento estatico, desde que seja maior que o critico, ha
trés pontos de equilibrio, dois centros associados as configuracbes pds-criticas
estaveis e uma sela associada a configuracdo ndo-perturbada, enquanto que
para valores menores que o critico, tem-se apenas um Unico ponto de equilibrio

(estavel).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115535/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 0115535/CA

90

| _casoz

L, _ _ |casa

0 30 60 90
ql°]
Figura 5.11: Caminho pds -critico e pardmetro de carga utilizado em cada caso.

Para a superficie exibida na Figura 5.12, o parametro de carga utilizado é o
correspondente ao caso 1, indicado na Figura 5.11. Em 5.13 apresenta-se a
superficie de energia e o plano fase para o segundo caso de carregamento,
sendo | 10% superior ao parametro de carga critico. Nota-se na Figura 5.12 que
nenhum par de condic¢des iniciais pertence a uma Oorbita instavel. O Ponto de
coordenadas (0;0) no plano fase € um centro estavel.

Figura 5.12 Superficie de energia para carregamento inferior ao critico

Na Figura 5.13 ha dois centros estaveis, pontos no plano fase de
coordenadas P(-0,84;0) e P(0,84;0), e um ponto de sela, P(0;0).
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Figura 5.13: Parametro de carga maior que o critico: (a) Superficie de energia (b) plano

fase.

5.7.2.
Analise do sistema ndo autbnomo

Apresenta-se a seguir a analise para o modelo com cabos inclinados a 45°,
com uma carga lateral variando no tempo de forma senoidal, com o periodo igual
ao periodo natural da estrutura (regido de ressonancia). A estrutura encontra-se
inicialmente em repouso. O paradmetro de carga no primeiro caso € maior que o
parametro critico, posteriormente se considera uma carga menor que a critica. A
amplitude da carga € variada até o sistema atingir o escape.

Para o modelo em que a inclinacdo € 45° e o parametro de cargal = 1,046,
a variacdo das trajetorias do sistema em funcdo do parametro de carga lateral é
apresentada na Figura 5.14. O amortecimento utilizado é de 5% do
amortecimento critico. O sistema oscila inicialmente em torno de uma
configuracdo de equilibrio pés-critica. Para xq = 0,272 ocorre um salto dinamico
e o sistema passa a oscilar em torno de outra configuracdo de equilibrio,
conforme mostra a Figura 5.14b, que apresenta o diagrama de bifurcacéo
associado ao problema. Neste caso ndo houve dobramento de periodo proximo
a fronteira da bacia de atracdo, como acontece comumente neste tipo de
problema. O periodo da resposta permanece igual ao periodo da forca até o
momento da bifurcacao.
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Figura 5.14: Plano fase para diversos niveis de carga lateral, com|l maior que | critico.

Analisando o mesmo modelo, porém com | menor que o | critico (I =

0,85), percebe-se que ndo ha bifurcacdo ou escape. A resposta permanente tem
sempre 0 mesmo periodo da forca.

Xq
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Figura 5.15: Plano fase para diversos niveis de carga lateral, coml menor quel critico.

5.7.2.1.
Bifurcacdo por dobramento de periodo

Sistemas dinamicos néo lineares quando sujeitos a um carregamento
harménico com uma freqiiéncia Tq podem ndo apresentar uma resposta na fase
permanente de mesmo periodo que a excitacdo. Quando isto acontece diz-se
que houve uma bifurcacdo. A Figura 5.16 exibe a variacdo da posicao do ponto
fixo em funcdo da amplitude do carregamento lateral, para um modelo de molas
nédo lineares e com um carregamento maior que o critico.
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Figura 5.16: Diagrama de bifurcacdo do sistema ndo-autbnomo para valores crescentes

da amplitude do carregamento harménico. Varia¢éo da coordenada generalizada q da

secao de Poincaré em fungéo do parametro q.

Observa-se que o sistema dindmico exibe respostas com diferentes
periodos, além de saltos. Sucessivos dobramentos do periodo da resposta
podem levar o sistema a um regime cadtico, onde é impossivel prever o
comportamento do sstema a longo prazo. Uma possivel regido cadtica esta no
diagrama de bifurcagdo apresentado na Figura 5.16.

A Figura 5.17 exibe o plano fase e 0 mapeamento de Poincaré para alguns
valores de carregamento extraidos da Figura 5.16. O mapeamento consiste em
dividir a trajetéria da solugdo em varias seg¢des, espacadas igualmente no tempo.
Cada secdo é na verdade um plano fase. A secé@o correspondente ao tempo
inicial € chamada de secé@o de Poincaré. Em trajetdrias estaveis, o nimero de
pontos fixos no mapeamento de Poincaré revela o periodo da solugdo
permanente, que é igual ao nimero de pontos fixos multiplicado pelo periodo da
carga.

Na Figura 5.17a, temse uma solucdo permanente de periodo 1, e
consegientemente um Unico ponto fixo no mapa de Poincaré (Fig 5.17b). Na
Fig. 5.17d, o mapeamento revela que o periodo da solucdo € o dobro do periodo
da excitacdo, passando a ser quatro vezes superior para 0 carregamento
indicado na Figura 5.17e, e finalmente, nas partes (g) e (h) da figura percebe-se
claramente o aparecimento de caos, tornando o periodo da solucao infinito.
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Figura 5.17: Plano fase e mapeamento de Poincaré para diferentes carregamentos

extraidos da Figura 5.16.

As Figuras 5.14, 5.15 e 5.16 ilustram o comportamento dindmico de torres
estaiadas em vibracdo forcada. Verifica-se que o comportamento dindmico da
torre estd intimamente relacionado com a geometria da superficie de energia
associada ao problema e, consequientemente, ao tipo de bifurcacdo exibido pelo
sistema sob cargas estaticas. Os resultados mostram que torres estaiadas
podem apresentar diversos fendmenos tipicos de sistemas nao-lineares como,
por exemplo, escape de um vale potencial (instabilidade dinamica), bifurcacbes
de diversos tipos e até mesmo caos. Este comportamento cadtico é devido a
nao-linearidade dos estais expressa pela presenca do termo cubico no modelo
de molas. Caminhos de equilibrio, como o exibido em 5.8b, permite haver
escape, até mesmo para carregamentos menores que o critico.

Com base na andlise estatica, verifica-se que, em modelos de mola ndo
linear e cabos, o escape do vale de potencial associado a uma posicao de
equilibrio fundamental é mais dificil de ocorrer do que no modelo de molas
lineares. Entretanto, como mostrado neste trabalho, a ruptura de um estai pode
provocar mudancgas bruscas no comportamento da estrutura e esta possibilidade
deve ser futuramente incluida na analise dindmica.

Assim sendo, deve haver um rigoroso cuidado com o nivel de
carregamento presente na torre, para que sob alguma tormenta, a mesma nao
venha a apresentar colapso.
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